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Ismétlés

6. LS becslok rekurziv szamitasa

(Jegyzet 71-75. oldalak) | z=Ua+w | |J(a,a)=(z—Ua) (z—Ua)

6.1. A linearis megfigyelési modellt alkalmazo LS becslok rekurziv szamitasa

A tovabbiakban is n két dolgot jeldl: (1) az eddig figyelembe vett mintak szamat (az egyes mintak indexelhetok
példaul k = 0,1, ...,n — 1 jeloléssel); (2) Az n-edik ,idopillanatban” vett mintat, ami mar az n + 1-edik mintavett
adat. Ezzel a fenti 6sszefiiggés n minta feltételezésével: z(n) = U(n)a(n) + w(n), amihez tartozéan tudjuk, hogy
a(n) = [UTmUM)]UT(m)z(n) = Pm)UT(n)z(n). | P(n) = [UT(mM)U(M)]~! Ha vesziink egy Ujabb mintat, akkor
_ _[z(n)] _[UM) [w(n)
zZn+1) =Um+ Dan+1) + wn + 1) = [Z(n) = Lucm @+ D+ [,

ahol z(n) skalar, az n + 1-edik megfigyelési erték, u(n) sorvektor, a regresszios vektor n + 1-edik sora, és végll
w(n) skalar, az n + 1-edik zajkomponens.Ezekkel a jelolésekkel:

~1
an+1) = [[UT(n) u’ (n)] [ZEZ%” [UT(n) u'(n)] Eg,g] illetve a miiveletek elvégzésével

-1
a(n+1) = [[UTU®) + u" um)]| [0 m)z() + u” (M)z(m)]=Pn + DIUT()z(n) + u (n)z(n)].
Az ebben szerepl0 matrix invertalast az un. matrix inverzios lemma felhasznalasaval végezziik:

[A+BCD]"'=A"1—A"'B[c™! + DA"1B] 'DA1
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1 Ismetlés
[A+BCD]"1 =A"1-A"'B[C + DA_lB]_le‘l [[UT(n)U(n) + uT(n)u(n)]] =P(n+ 1) ahol most

A=P n);B=uT(n);D =un);C=1,ezért P(n+1)=Pn) —Pmu’m)[1+un)Pm)u’ (n)] " *un)P(n)=
P(m)u” (Wu(n)P(n) | ’

1+ um)Pm)ul (n)

Fontos lizenet: Az egy didddal mddositott matrix inverze matrix szorzasokkal kiszamithatd! Ennek felhasznalasaval:

dn+1)=Pn+DUTM)z(n) + u'(n)zn)] =an) + Pm)ul (n)z(n) —

P(m)u’ (n)u(n) a(n) P(m)u' (M u(n)P(n)

Y
= P(n) — , P(0) ismeretében nincs tovabbi matrix invertalas!  gkz|4r!

Itt a masodik és a negyedik tagot kdzos nevezore

ul (n)z(n).

1+ umPmul (n) "1+ umPm)ul (n) hozva:
P(m)u’ (n)z(n) + PM)u’ (mMum)P(m)u’ (m)z(n) — P(m)u’ mMum)P(m)u’ (n)z(n) P(mul(n) B
14+ u(n)P(m)ul (n) 1+ um)Pmul (n) z(n) =
=G(n)z(n) Ezzel:l a(n+ 1) =an) + G(n)[z(n) —um)d(n)] | Itt u(n)a(n) = 2(n) az Uj mérés becslése!

P(mul(n)
1+ um)Pm)ul (n)

G(n) = P(n+1) =[I-G6m)u®)]P(n) | Aziteraciéo n = 0-tdl indul. @(0)=? P(0)=?

Ezeket vagy meg tudjuk becsiilni, vagy megoldjuk az LS becslést a paraméter vektor dimenzidjanak megfeleld
mérési adat alapjan, és annak eredményét hasznaljuk az iterativ megoldas kiinduldpontjaként.

J(a,d) = (z—Ua)TQ(n)(z—Ua) | ahol Q diagonalis sulyozé matrix, tehat Q(n) = diag{qo, 91, ---» Gn-1)

ill. Q(n+ 1) =diag{qo, 41, > 9n-1,9n)
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Ismétlés

Ehhez a matrix inverzids lemma € Ha sulyoz6 matrix egy diagonalis kovariancia-matrix inverze, azaz
matrixat € = 1 helyett € = q,, skalar n) = diag (1/ . 1 1 n+1) = diag (1) , 1 1 1
értékre kell allitanunk. Ezzel: o) lag /03' /Gf’"" /0721—1>’ Q( ) lag /03‘ /012""’ /0%-1’ /0%>’
T akkor : T
P L. 7
G(n) = Pnju”(n) G(n) = (Wu (n) A tobbi valtozatlan!

1/ +u@P@u’ () " o2+ u(mPmul (n)

Ha a kovariancia matrix nem lenne diagonalis, akkor a megismert fehéritési eljaras alkalmazasaval,
azaz egy transzformacio kdzbeiktatasaval juthatunk el a rekurziv forma alkalmazhatdsagahoz.

Mindezekkel egyiitt rekurziv megoldast tudunk adni a Gauss-Markov, a BLUE és a sulyozott LS becslések esetére!

Egy tovabbi hasznos sulyozasi forma lehet a Q(n) = diag(B™ *,p"7%,..,1) Q(n + 1) = diag(B™, ™ L, ™2, ..., 1)
0 < B < 1. Itt a legutolsd mérési adattal képzett négyzetes hiba 1 sullyal szerepel, mig a korabbiak rendre kisebbel.

P(n)u’(n) L Ezzel egy felejt hatést érvényesitiink, ami
G(n) = CP(n+1) ==[I-6mumn)]Pn gy felejto hatast ervenyesitunk, ami
(=) B +um)P(m)u’ (n) ( ) B [ (n)u(n)]P(n) nemstacionarius folyamatok esetén elényos.

6.2. LS becslok szamitasa kényszerfeltétel esetén
6.3. Nemlinearis megfigyelési modellt alkalmazo LS becslok szamitasa

Ha J(a)l,,, = 0, akkor a V/(a) = 0 feltétel ~1 —1
teljestilését keressik az els8 és a | - _ 0% (a) 0/ (a) oy 0%J(a) V(@)
masodrend(i tag figyelembevételével, a -0 02a da | __ 0 02a 0
tobbi elhanyagolasaval: 4=do ° 4=do

_ _ . p-1
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7. Modellalapu jelfeldolgozas (Jegyzet 76-103. oldalak)

A jeleket az Oket generalni képes modellekkel reprezentaljuk, és ezeknek a modelleknek a
feltételezésével megfigyeloket készitiink. A keresett jel-jellemzok a megfigyeld jellemzG6ibdl kiolvashatodk.

7.1. Az alapok felidézése példakon keresztill  Eqyszer(i 4tlagolas:

n-—1 n ~
=23y = 20+ D=y s by = LT e
x(n) = — = XxX\n = y — xX\n —yn) = vy _, o 771 > >
nkzoy n+1k:0 n+1 n+1 y(n) ] ‘ S
1 1
=£(n) + ——= [y - 2] MA=C=1,6m) =7 6) >0, han - .
Exponencidlis dtlagolds:  £(n + 1) = ax(n) + by(n), ahol a és b konstansok. ~1 2(n+1) -
r s ’ ’ r .7 Y —» b > Z > >
A frekvenciatartomanybeli viselkedés leirasara hasznalhatd a z- transzformacio: ¥y ’ y(n)
Y -1
Az) _ b bz H(z)=1, haz=1 —=f =0.

z)?(z) = a)?(z) + bY(2), H(z) = Y@ z-a 1 071

b "
H(1) = T—g= 1 vagyisa=1—-b - x(n+1)=x(n)+ b(y(n) — 9?(71)). IttisA=C =1, tovabba G(n) = b.

x E(B = 2 0 Mivel 0 < b < 1, a régebbi mintakat egyre kisebb sullyal vessziik figyelembe.
£(1) = by(0), . . .

~ . . Az 0Osszefligges u IS

£(2) = 2(D) + b(y(1) = 2(D)) = by(1) + (1 =~ b)by(0) szérmaztathe?t% hoé];l az

£(3) =£(2) + b(¥(2) — 2(2)) = by(2) + b1 = b)y() + b(1 = b)*y(0).  Apiteli fliggvényt mértani

in+1)=byn)+ b1 —-b)y(n—1)+ -+ b(1 — b)*y(0) sor alakba rendezzik.
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Megjegyzeés: Az exponencialis atlagolas egy régzitett savszélessegli alulateresztd szlirésnek felel meg. Hozza
képest az egyszerl atlagolas Ugy illusztralhatd, mint folyamatosan egyre kisebb savszélességli alulatereszto sz(iro.

Csﬂszé-ablakos (sliding window, moving average) atlagolas: y(n) Z(n+1)

1 l(1—z—’V) o
SN Y s 2t D=5y y#0=2m) 4y —ym - W]
TN Lagen-n N Lag=n-n+1
Ittis A = € = 1, de a becsatolas modja mas. Itt is tudjuk értelmezni az atlagold atviteli fliggvényét:
~ ~ 1 a1 5 " __ -—N 4 -1 4 ’” .
28(2) = R(2) +—(1 — 2-MY(2), Megjegyzesek: 1.1 -z~ oszthato az 1 _ Z t.eny./e?ovel. -
_ N i 1-z" 1. ,2, ., -1 amiaztfejeziki, hogy N egymast kbvetd
H(z) = X(@z) _z7'1-z 1—g1 ~ 2 T& T ’ mintat adjunk dssze.
-_— _1 V4 V{4 au - - V4 T T
Y(z) N 1-z 2. A1—z7N tényezd gydkei az N-edik egységgyokok: z¥ —1 =0, z = V1.

1. Példa: Két medfigyelt érték egyszeru atlaga az atlag frekvenciatartomanybeli viselkedése:
y(n) + y(n —1) 1+z71

1+2z~
x(n+1) = , zX(2) = Y(2), H(z) = z~ .z = eJ°T helyettesitéssel:
2 ot jor £ _jor 2
B 2 jwT |a
H(eJoT) = g=JoT 1te _pere 2 te 2 per 0T LICES]
2 2 wT 2 1
Ebbdl az amplitudé-karakterisztika: |H(e/@T)| = cos—= S

a fazis-karakterisztika: ¢(w) = —%wT, az wT = km helyen (k = +1,+3,...)

P(w),
(az eldjelvaltas miatt) m fazisugrassal.

v
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2. Példa: Két megfigyelt érték kiilonbsége (egyszerl differencialas), frekvenciatartomanybeli viselkedése:

— -1 . 1—2z71 o 1-z1 : pr
fn+1) = () )2] (o ), zX(2) = > Y(z), H(z) = z™1 — z = eJ®T helyettesitéssel:
fwTN\A
|  _eerT PO e 3 WT H e
H(e]wT) = e_]“)T > zje_]EwT T zje_]EwT sin —
J >

Ebbdl az amplitidé-karakterisztika: |H(e/*T)| = | sin “)TT|

v

a fazis-karakterisztika: ¢(w) = % — %wT, az wT = k2m helyen, (k =0,+1,+2,...)
(az eldjelvaltas miatt) r fazisugrassal.

3. Példa: Csuszé-ablakos atlagolas, frekvenciatartomanybeli viselkedése:

)?(z) z711—7zN o e~ JwT 1 — p=JNwT e—j%aﬁ ej@_e_jg e_j¥wTSinN;)T
H = = H(e/® - . = = .
(Z) Y(Z) N 1-— Z_1 ( ) N 1-— e_]Cl)T N erTT B e—ijT N SlanT

, 1 |sin N
Ebb8| az amplitidd-karakterisztika: |H (e/¢T)| = — |—2— 1}/ """""""""" (M
. o :_N+1 NsianT I\/\/\[\ (2 TZG)T
a fazis-karakterisztika: ¢(w) = ——— T VEAVEVEY

2 f
az oT = k=" helyen, (k = +1,%2,...) 1 . - an(for)
(az eldjelvaltas miatt) r fazisugrassal, ! - | >wT
kivéve azokat a helyeket, ahol Sin%T § 1 [sin (Y or)
" 77 = 14 1 ____________? ____________ : N 1
is elGjelet valt. VAV {f sm(ia)T)wT
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7.2. Jelek reprezentacioja jelterekben Linearis vektortér: Bazisvektorok: ¢p,,,m =0,1,...,N — 1.

Jelterek: az euklideszi tér altalanositasai Ezekkel az x vektor reprezentacioja: ZN -1
etz r . , X = A Pmo
altaldnositott tavolsdg— metrikus tér ahol {a,,}, m=01,..,N—-1, a m=0
algebrai alapmiiveletek + linearitas — linearis tér baziselemekbol keszitett linearis
norma (kapcsolat a metrikaval) — normalt linearis tér - kombinacio sulytenyezoje. 'y Z’V‘la (6 1)
skalar v. belsé szorzat - (a,b) = a’b = b”a. A sulytényezok meghatarozasa: *™ ™" m=o o

n=20,,..,N—1 egyenletrendszer megoldasaval.
, . .. , 1, h =
Hasznos az un. reciprok bazis alkalmazasa: 6,,, m =0,1,...,N — 1, ahol (¢, 0,) = Smns Omn = Ao

N1 0 egyébkeént.
Ezzel: (x,0,) = Z U (P 07) = @ = (x,0,,). A bazis ortonormalt, ha (¢, @) = Spp, amivel

V! Megjegyzés: ¢.,, = [$:,,(0), P, (1),..., P, (N — 1)]7, ahol a zardjelben megadott indexek
= zmzo(x' $m) Pm- | ¢rtelmezhetdk diszkrét idsindexként.

m=0

Linearis tér: A bazisok folytonos fliggvények (végtelen dimenzids ,vektorok”), azaz ¢, = ¢ (t), 0, = 0 (1).

Ezzel az x(¢) jel reprezentacioja: Integral-transzformacio:

x(t) =Zm:0am¢m(t) ahol a,,=(x(t), 6,,(t)) a bazisokndl m szerint is végtelen finom felbontas, ill. végtelen
Példa: Fouriar sorfejtés: d|m?n2|o: a ba2|s’;okbol o_sszeaII egy k,etvaIFozo_§ fug,gveny,, a sulyozo

. egyutthato helyere pedig egy egyvaltozos fuggvény lep. m - s,
dm(t) = exp(j2mmt),

ilyenkor ] _j
x(t) = | a(s)o(t,s)ds a(s) = | x(t)0(s,t)dt
Bn(t) = exp( — j2mt), m = O,1,... AT
integral-transz- elda: Fourier integral: |
formacio parok. ¢(t,s) =1/0(s,t) = exp(j2mst). 8

Méréselmélet 9. el6adas, 2022. aprilis 13.



Megjegyzés: N

A Fourier integral hatasa: Az x(t) jelet szorozzuk az exp(—j2mfyt) komplex /\
exponencialissal, aminek hatasara a jel spektruma balra tolodik f,-val. ] b

Az integralas végtelen keskeny alul-ateresztd szlironek felel meg, amelynek kimenetén az f, frekvencianal érvényes
spektrum-értéket kapjuk. A

. f

. . . | go(m) co(n)
7.3. Megfigyelo jelfeldolgozasi feladatokra _1
A mérendod jelrol azt tételezziik fel, hogy a bazis-rendszer z7b | %o % % 27t | g,
elemek linearis kombinaciojaként all eld, és a bazisvektorok 1-2z71 1-2z71
dimenzidjanak megfeleld mintabdl all6 diszkrét jel. c1(n) g.(0) c1(n)
A sulyozo egyiitthatokat bemenet nélkiili, diszkrét |, l | s
. , ; oy .. 1 z 1
mtegAratoIokban taroJ’E ()artekek adjak: xg, x1, ..., xy_1 = —@—> v —
x\n > >
D, s 2(n+1) = 2(n) + y(n), :
y(n) 71 :
= ,-1 =z 14z72 4., cy—1(n) gIn-1(1) cn-1(1)
Jeldlés: {c,,(n)}, {gm(n)} jeldli a bazis/reciprok bazis 21 |Xn-1 Jj 71 R
rendszereket, m,n = 0,1,...,N — 1. 1_,1 1 — -1
n: ,diszkrét id6” index || m: ,diszkrét frekvencia” index
x(n) = [xo(n) x,(n) -+ xy_1(m)]" a jelet generald hipotetikus rendszer allapotvaltozoi.Ezek

x(n) =[Xo(n) X,(n) - Zy_1(M)]T A hipotetikus jelgenerald rendszert leird egyenletek:

becslGjét megfigyeldvel allitjuk elb. _ . _ T
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1—2z71

Ve
al
A 4

gn-1(n)

1—2z71

x(n+1) =x(n); ym) =c" m)x). A megfigyel6:
X(n+1)=xn) + gn)c’ (n)[x(n) —x(n)] A hibarendszer:
x(n+1) —x(n+1) = - g™ () [x(n) —x(n)],

illetve a kezdeti értékek eltérésebol inditva:

xnt D=2+ ) = [ [ 0= g (0O - 2(0)]

_ N lépéses konvergenciat akkor kapunk, ha:

Ez viszont teljesil, ha {c,,(n)}, és
{g.,(n)} bazis/reciprok bazis part

N-1
[ [ a-gmwean=o.
k=0

N-1 N-1
[[ a-gocrw)y=1->" gwerw=o.
k=0 1=0

[ go(k) T
91.(]()

—gN—.l (k).

lco (k)

c1(k)

cy-1(k)] =

" go(k)co(k)
91 (k).co (k)

v (co®) g (e ()

alkotnak (m,n = 0,1,...,N — 1)!
Bizonyitas:

A szorzat minden olyan tagja, melyben szerepel

g (DHg(Hcet(j), és i # j: nullat ad a bazis/reciprok bazis
_elemek ortogonalitasanak készonhetoen. Ami marad:
Irjuk fel a g(k)c’ (k) diadikus szorzatot:

go(k)cq (k) go(k)en—1(k) T
91 (k).C1 (k) 91 (k)Cgv—1(k)

In-1()en_1 (k).

Ha ezek utan, k-t
futtatva, minden
matrix elemre
végrehajtjuk az
dsszegzést,

akkor minden elem helyén egy-egy bazis-reciprok bazis vektor skalar-szorzatat szamitjuk ki, aminek
eredményeképpen a foatldban 1-esek, az dsszes tobbi helyen pedig nullak fognak allni.
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Megjegyzések:

21 1 21
1. A diszkrét Fourier transzformacio (DFT) esetén: {cm(n) = exp (j Wmn)}, {gm(n) = exXP <—] Wmn)}

2. Az x = Ty jeltranszformacid értelmezése a bazis/reciprok bazis rendszerrel: El6szor irjuk fel, hogyan képzeljiik
el a jel letrejotteét:

y(©0) 1 [ ¢o(0) c1(0) cn—1(0) I x(0) 7ahol az x vektor elemei a matrix oszlopaiként
y(1) | | co(D) c;(1) - cy_1(D) x(1) |megjelend bazis vektorok sulytenyezoi.
; B ; ; : : : A jel-transzformacio célja a jelbol (y vektor)
y(N =11 leg(N—=1) ¢;(N—=1) - cy_q(N—=1DIlx(W — 1)] kinyerni ezeket a sulytenyezoket.
Ennek mod]a azy vektor szorzasa a _ - 1 3. A megfigyelével a ,megfigyelés” az
go Jo(0) go(1) - go(N—-1) A jel-transzformacio A , ;
0) 1) - (N —1) matrixanak  sorai elso N lépées u,tan folytathato, a ,
r=| 91 |=]| 9 g1\ AN : . kapott eredmény mindig az utolsd N
: : : : : tehat a reciprok- L kozik (Cstisz-ablak
T ©0) gyi(1) -~ gyt(N—1) hizis vektorok! mintara vpnat ozik (Csuszo-ablakos
gn-11 LIn—1 N-1 N-1 - - feldolgozas).
matrixszal. Ehhez ¢(N) =c(0) .. c(k) = c(kmod N)

4. A megadott modon tetszoleges diszkrét transzformacié megvalosithato g(N) = g(0) ll. g(k) = g(kmod N)

csuszé-ablak (rekurziv) jelleggel. A szamitasigény N hosszu blokkra ~N?2- ]

tel ardnyos, egy Ujabb 1épés szamitasigénye pedig ~N -tel. Itt y(n) a feldolgozando
. . , 1 ~—N-1 21 diszkret idofliggveny mintait

5. Gyakran hasznaljuk a diszkrét ) = Nz y(m)e 7 N™ m = 01,...,N — 1, jeldli, x(m) pedig a

Fourier tra.r)szformac[o |:_>art, No1 2 harmonikus komponensek

amelynek Osszefliggesei: y(n) = z x(m)e’ ", n =0,1,...,N — 1. sllytényez6it.
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A rekurziv jelreprezentacio sajatossagai:

(1) Soros-parhuzamos atalakité: az id6tartomanyban értelmezhetd N co(n) Go(n) co(n)
mintabdl, az N minta beérkezését kovetéen eldall a parhuzamos _q

csatorndkon N adat, amely egyértelmlien reprezentdlja az N 1 | x % 1 |5
idétartomanybeli mintat. 1 —,-1 "(B’ 1—,-1 4’(%%’
(2) A szamitast folytatva tovél:gbi N mintara ismét el6all a transzformalt e (n) 9101 ¢, (1)
tartomanybeli reprezentacié. Igy folytatva, rendre az N mintabdl all6 !

adatblokk egyértelm(i reprezentaciojat kapjuk a blokkméretnek S l % 1| &
megfeleld6  mérték(i  mintavételi-frekvencia  csokkentéssel  (Un. 1—z1 —’@—' =

decimacidval.)
(3) Az ilyen elGallitas minden Iépésben a legutols6 N minta

transzformaltjat adja, azaz csuszé-ablakos/rekurziv transzformaciét ey () | gn-1( ' cn-1(n)
valdsit meg. |
(4) A megvaldsitott transzformaciok a rekurziv eldallitas kovetkeztében z71 |MN-1 % z7b PR
interpretalhatok N csatornas szlirokként, ahol a sz(irdk kimenete 1—2z1 1—2z1

kétféleképpen képezheto:

(a) A diszkrét integratorok kimenete, mint sz(ir6 kimenet, amely folyamatosan az n =0 idOpontban inditott, majd
periodikusan folytatott bazis-vektorok sulytényezdit becsiili (Fourier esetben ezek a diszkrét ,Fourier-sorfejtés” egyiitthatdi).
Ideadlis esetben (N-re periodikus, megfelelden savkorlatozott jel), miutan a megfigyeld az els0 N |épésben konvergalt, a
bemendjel tulajdonsagaibdl fakaddan a diszkrét integratorok kimenete allandé marad;

(b) A diszkrét integratorok utani keverok kimenetei, amelyek a legutols6 N minta Fourier transzformaltjat szolgaltatjak,
amelyek megegyeznek a folyamatosan feldolgozott jel komponenseinek aktualis mintaival (Fourier esetben ezek az un.
,Fourier komponensek”). Ezek a komponensek minden N periddus kezdetén megegyeznek a bazis-vektorok el6zoekben

értelmezett sulytényeziivel.
Méréselmélet 9. el6adas, 2022. aprilis 13.
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Kis kitéro: A valos egyiitthatds és a komplex egyiitthatds diszkrét Fourier sorfejtés kapcsolata
Ha a jel egy periddusa N mintabdl all, és idotartama N/f,,, ahol f,, a mintavételi frekvencia, akkor a valos

egyltthatds diszkrét Fourier sorfejtés:
N paros esetén: 0,%”, 2 %” %’" frekvenciaju
komponensekbdl fog allni.

N paros esetén:

N
-1

21 21
y(n) =4, + Z [A,,co S(Wkn) + Bksin(ﬁkn)] + Ancos(mn) =
2

k=1

N paratlan esetén: 0,%’", 2];:’;

, (N — 1) frekvenC|a]u

komponensekbdl fog allni.
Egy valos értéekkészletu y(n) diszkrét jel sorfejtett alakja:

A diszkrét Fourier
transzformacio 6sszefiiggése:

N—l [ 2T 2T 2T 2T
st 22: 4 e/ WK 4 oI B /W _ g 4 e 4 g=JTn
= . N
N 4
[ — 2 i 2
= Ay + Z (A—k szk> eI 4 <A—k -;]Bk> e_]Wnk"] + Ane/™
k=1l Y ) Y J 2
Konjugalt komplex parok
A diszkrét inverz Fourier = I
transzformacié sszefiiggése: YW = Z Y(k)e' N
k=0
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N paratlan esetén:
N-1
2
21 - 2m
y(n) = A, + _1[Akco S(Wkn) + Bksm(ﬁkn)] =

2T

1
A +zz: ) ejWkn_I_e—jWkn-l_B ejWkn_e—jWnkn]
0 L, K > K 2
N-1
2 .
A, —JB 2 A, + B 2TC
=A0+z k — Jbk I (i JBk oI WKn
2 2
k=1 ]| J

[ f
Konjugalt komplex parok

N-—
Y(k) = %Z y(n)e™ ik
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B -2_7T A, +jB
] N
Ay =Y(0), 2 k—c,=vk), k=1, o5
A n +]Bk_ﬁ
2 2 _ — —
2 = Ck_% =Y(k), k=—+4+1

1
2T
yn) = ) Y(k)e! N "
1;)

N—
Y (k) = %Z y(n)e IR

Lathatd, hogy a komplex forma sokkal témorebb irasmddot tesz lehetove.
A tovabbiakban a komplex format hasznaljuk. (Kitérd vége.)

Keverés-integralas-keverés helyett savsziireés:
cmn(n+1)

Im(M)

Cm (1)

X 7 Wi

Im(M)cm(n + 1)

gm(M)cm(n)

[
»
(f} A

Cm (1)

by

ezzel az atalakitassal
az elrendezés
fuggetlen lett az n

vy - yrr 7 ;o - 1
diszkrét id6valtozStdl! Cm(n+ 1)

Cm (1)
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A DFT esetében

cm(n+1)

cm(n)

=z . _
A —jBr\ 2m Ay +jB;\ _2m
y(n)—A0+zK k2] k) ]Nkn_l_( k2] k)e JRkn
k=1
—JB N-1
Ao = Y(0), : 2] f=C=Y), k=1,
A, N-1+]B, N1 N+ 1
2 2 *
=C 1 =Yk , k = _—, -
2 A5 =10 2
co(m) go(m) co(n)
-1
z71 X0 71 2
1—-2z71 1— 71
c1(n) g1 (n) c1(n)
Z_1 X4 l Z_l 5(\1
1—2z71 '(:) > T,
> cy-1(n) gn-1(1) cn-1(n)
71 XN-1 A’é* 41 fi_éé_'
1—2z71 1— 71
1
Zm Im(M)cym(n) = —
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N az m-edik csatorna esetében:

Egy ilyennek az atviteli fliggvénye

[
»

ZmZ
Nl—zmz 1

1
Zm
Ar’é_' 7z 1

-1
Hp(2) =

Az atalakitassal létrejott részegységet rezonatornak nevezziik, mert
egyetlen (komplex) podlusa az egységsugaru koron, és ezzel a stabilitas

hataran helyezkedik el.

A megfigyel6 csatorndinak 6sszegzésével létrejovo

kimenetre vonatkozd atviteli f'L'lggvény:
-1

Z ZnZ
Ho(2) = Yn=oHn(2) N <n= 01 Zpz~1
d 1+ YN_3H,(2) 1+N2n012n211
ZnZ~

Mivel ez a megfigyeld N Iépésben konvergalt, és utana
mar hibatlanul eldallitja a bemendijelet, ezért Hy(2) = z
kell, hogy legyen!

A Hp(z) Gsszefliggés szamlalojat és nevezojét is
szorozva [[NZd(1 — z,z71) = 1 — z7V tényezlvel:

Z—N

=Nz V+E"2+EV)3+.) =N —
—Z

mivel az N-edik egységgyokok (és hatvanyaik)
dsszege a N-edik hatvany kivételével nulla.
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-1 —p HO(Z) > Y(O)
2n | ym] @ > Y (1)

Zm = e’ N — A megfigyelo egyetlen
csatorndjanak atviteli
fliggvénye:

sHn-1(2) »Y(N —1) 1
2 _ZmZ ~
Ty (2) = Hm (2) N1-zpz™
m 1+Zﬁ;&Hn(z) 14+ 1 Z Zp,Z 1
N n= O 1— ZnZ_l

Fontos tulajdonsag, hogy T,,(2)|;=z,, = 1, ill. T1y(2)|;=2, z#2,, = 0.

—N

A rezonator polusnak megfelel6 frekvencian a hurokerdsités végtelen!
Fontos tulajdonsag, hogy Hp(2)|,=,, = 1.

-1

N ZnZ
H (Z) Z Hn(Z) _ N (1 z )Zn 0 1 — ZnZ_l B Z—N
P N-1 - -1
14+ X 5-0Hn(2) i N ZnZ
(1 ) + 5 N (1 Z )Zn 0 1 — ZnZ_l
N7 znz Nt 1 12 Z;Ns
2 Om=z O[an" + (z,z7 )"+ (z,z7H)°+...] =
n= n n=
-1
Hp(z) alternativ megvaldsitasa: | Hp(2) = — (1 —z7Nyyn-d %ﬂzl =z N,
T, alternativ megvaldsitasa: _Ny _ZmZ "
m(?) ] Tn(2) =21 — 77 22
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N=28

e T N 7 7 CEE PN SIS - N
T - i";zl_l L y(0) 1 \ ANANARE. (E“)TZ wT
—1 —» Hy(2) > Y(0) ym i ; - N \/ \/ \/ \/
Y| @) cvay N TE - ?;Z_l — Y(1) L
fy-1(2) > Y(N —1) 2 f"’z‘;z;_l — Y(N-1) ! \/\K \/f sin
- \/v«
Rezonatoros struktira Lagrange struktara

m = 0 esetén (z, = 1) megegyezik a cslszo

Hp(z) = 2 (1 — 77Ny pizg 2t " N T =1 L1—zM 12722211_ ablakos atlagol6 atviteli fiiggvényével:
ZnZ m N+1 NwT
. . X(2) 197N . e )2 9T sin——
T, (z) impulzusvalasza/sulyfliggvénye az m-edik (reciprok) bazisvektor, H(z) = Yg) =5 oo H(eeT) =5— T
amely N mintabdl all. L R
T (Z) =z 77 4 (2,27 )2 4 (2,27 )3 + -+ (2,27 )N > Y(m) = Ez olyan amplitudo-karakterisztikaju szuro,
" " " " NT: amelynek savkdzepe nem nulla frekvencian,
=% y(n N)(e ) +y(n—N+ 1)(e 4o (e m) y(n — 1)] hanem a 1z, gyOktényezd altal kijelolt
- 1 e —(N—D) frekvencian, azaz a mintavételi frekvencia
= % _y(n — N)(efwm) +yn=N+DEm) 4.4+ (I¥ y(n — 1)] = m/N-szeresénél van. A sz(ir§ a N szélesséq(i
] ablakra nézve periodikus jelek komponenseit,
210 2 (N-1) o e re 1z vy s .
=M ) +ym—N+ (e 77 ) +ot (e7m) Ty — 1)] a m-edik kivételével, tokéletesen kisz(irik, mert

a harmonikus frekvencia poziciokban a

Véges impulzusvalaszu szlir6, mert szamlaldja oszthatd a nevezbjével. Szamlaldj RN
eges impulzusvalaszu szuro, mert szamlaloja oszthato a nevezojevel. Szamlaloja s7amlalé atvitele nulla.

az un. fés(is sz{ir6t valdsitja meg, amelynek m index(i fogat a pdlus ,kitori”.
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