Val6szintiségi dontéstamogato
rendszerek

Antos Andras — Antal Péter — HullAm GAabor
— Millinghoffer Andras — Hajos Gergely

Kulcsszavak:

dontés, becslés, koltségtiiggvény, kockézat, a priori és a posteriori valoszintiség, Bayes-
dontés és -becslés, Bayes-statisztika, valoszintiségi graf alapi modellek, Bayes-hélo,
rejtett Markov modell, emberi becslési heurisztikak, valoszintiségi kovetkeztetés, bayesi
dontéselmélet, optiméalis dontés, informéacio értéke, tobbkart rablo probléma, QUALY,
koltség-haszon elemzés, dontési halok

Osszefoglalas:

A jegyzetben ismertetjiik a dontés- és becsléselmélet alapfogalmait és a leggyakoribb
koltségfiiggvényeket. Megvizsgiljuk a Bayes-dontést, maximum a posteriori és maxi-
mum likelihood dontést és a Bayes-dontés kozelitését tobb példan keresztiil. Kitériink
a Bayes-becslésre, maximum likelihood becslésre és regresszios becslésre részletesen
megvizsgalva a linearis regresszioé esetét. Ezt kovetGen a valoszintiségi eloszlasok struk-
turalis jellemz6it vizsgaljuk meg. A valoszintiségi grafos modellosztalyon beliil elsGként
az egyszer Naiv Bayes-halo, Markov-lanc és rejtett Markov modell modelltipusokat
foglaljuk 0ssze, majd a Bayes-halokat és a Markov-halokat tekintjiik at.

Budapesti Miiszaki és Gazdasiagtudomanyi Egyetem
Semmelweis Egyetem

N e luimi iniainl 1mlll|l’l X
A R
MUGEGYETEM 1782

SZECHENYI TERV

Typotex Kiadéd
2014



(© Antos Andras, Antal Péter, Hullam Gabor, Millinghoffer Andras, Hajos Gergely

Creative Commons NonCommercial-NoDerivs 3.0 (CC BY-NC-ND 3.0)
A szerz6 nevének feltiintetése mellett nem kereskedelmi céllal szabadon masolhato,
terjeszthets, megjelentethets és elGadhatd, de nem modosithato.

Szerkesztette: Antal Péter
Szakmai lektor: Kovacs Andrés

ISBN 978 963 279 184 5

Késziilt a Typotex Kiado (http://www.typotex.hu) gondozasaban
Felel6s vezets: Votisky Zsuzsa

Késziilt a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0079 szami, ,Konzorcium a biotechnolégia és
bioinformatika aktiv tanulasaért” cimd projekt keretében

Nemzeti Fejlesztési Ugynokség ] y 4
www.ujszechenyiterv.gov.hu MAGYARURSZAG MEGUJUL
06 40 638 638 I

s **** A projekt az Eurépai Unié tdmogatasaval, az Eurépai

D Szociélis Alap tarsfinanszirozasaval valésul meg.

* gk


http://www.typotex.hu

Tartalomjegyzék

[1. Valoszintiiségi becslés- és dontéselmélet|
[L.1. Bevezetésl . . . . . . . .

[1.2.1.  Gyakori koltségtiiggvények és tulajdonsagaikl . . . . . . . .. ..
(1.3. Bayes-dontés| . . . . . . . . ...

[1.4. Bayes-dontés ismételt meghigyelés alapjan|. . . . . . .. ... ... .. 9
[1.5. Bayes-dontés kozelitésel . . . . . . . .. ..o o oL 10
[1.6. Bayes-becslés| . . . . . . .. oo 12
[L.L7. Maximum likelihood becslés . . . . .. ... ... ... ... ... 13
[1.8. Regresszidobecslés; négyzetes kozéphiba minimalizalas| . . . . . . . . .. 14
(.8.1. [inearis becslés . . . . . . . . . ... 15

[2. Valdszintiségi grafos modellek 23
2.1, Bevezetésl . . . . . . . . 23
[2.1.1. Racionalis bizonytalansagoktol a valoszintiség szubjektiv értel- |

[ MEZESEIL| . . . - . . e e 23
[2.1.2.  Felcserélhetdségtdl a bayesi modellatlagolasigl. . . . . . . . . .. 25

[2.2. A Bayes-statisztikai keretrendszer altalanos sémajal . . . . . .. .. .. 27
[2.2.1. A modell specifikalasa a bayesi keretben| . . . . . . .. ... .. 28

[2.2.2. A prediktiv kovetkeztetés|. . . . . . . ... oo 28

[2.2.3. A parametrikus kovetkeztetés és a Bayes-szabaly|. . . . . . . .. 29

[2.3. Valoszintiségi eloszlasok fliggetlenségeinek |

[ rendszerel. . ... L e e e 30
[2.3.1. A fuggetlenség és feltételes tuggetlenség fogalmail. . . . . . . .. 30

[2.3.2.  Egyéb valoszintiségszamitasi alapfogalmak| . . . . . . .. .. .. 31

[2.3.3. A Markov-takaro, Markov-hatar és kozvetlen fuggés togalmail . . 32

[2.3.4. A gratoid axiomak| . . . .. ... o0 oL 32

[2.4. Valoszintségi grafos modellek| . . . . ... ... ... ... ... ... 35
[2.4.1. Bayes-halok kutatasanak attekintése| . . . . . . .. .. ... .. 35

[2.4.2. Iranyitott elvalasztas, és egyéb gratelmélet: fogalmak| . . . . . . 37

[2.4.3. Bayes-hal6 definiciok| . . . . ... ... ... ... ... ..... 39

244, Markov-halokl . . . . .. .. .o 40

[2.4.5. Markov-feltételek iranyitatlan grafokban| . . . . . . . . . .. .. 40

[2.4.6. Bayes-halok és Markov-halok reprezentacios képességel. . . . . . 42

[2.5. Egyszert Bayes-halok|. . . . .. ... ... ... ... ... . 000 . 42
[2.5.1. Naiv Bayes-halokl . . . . .. ... ... ... ... ... ... .. 42

(© Antos A., Antal P., Hullim G., Millinghoffer A., Hajés G. www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

iv Valésziniiségi déntéstamogatd rendszerek
[2.5.2. Markov-lancok és rejtett Markov modellek] . . . . . . .. .. .. 43

[2.6. Parametrizacio, priorok definialasa és tudasmérnoki kérdések| . . . . . . 44

[3. Oksagi modellek: reprezentacidok és kovetkeztetések| 49
BI Bevezetdl . . . . . . . . . e 49
[3.2. Bayes-halok ekvivalencia-osztalyal . . . . . ... .. ... ... ... .. o1
[3.3. Oksagi Bayes-halok| . . . .. .. .. ... o000 53
[3.4. Az oksagi értelmezés nehézségel] . . . . . . ... 5%}
[3.4.1. 'Tisztan magasabbrendii tiiggések| . . . . . . .. ... 55

[3.4.2. Intranzitiv fuggések| . . . . . . . . ... oL 55

[3.4.3. Simpson paradoxonal . . . . ... ... o6

3.4.4. FEllenérvekl . . . . . . . . .o o6

[3.5. Bayes-halok a Bayes-statisztikai keretben| . . . . . . . . . ... ... .. 56
[3.5.1. Paraméter priorok Bayes-halokhoz|. . . . . . .. .. ... .. .. 57

[3.5.2. Struktura priorok Bayes-halokhoz{ . . . . .. .. .. ... . 59

[3.6. Meghgyelés, beavatkozas, spekulaciof. . . . . .. .. ... ... ... 60
[3.7. Tudasmérnokség. . . . . . . . ... 60
[3.8. Bayes-halo kiterjesztések| . . . . . . .. ... 0oL 61
[4. Tudasmérnokség, biasok és heurisztikak becsléseknél és dontéseknél] 65
[4.1. Valoszintiségi itéletalkotas és a bayesi paradigmal . . . . . . . .. .. .. 65
[4.2.  Statisztikdk becslésel . . . . . . .o o oo 66
[4.2.1. Elemi események becslésel . . . . . ... ..o 66

[4.2.2. Az eloszlas becslésel . . . . . o000 o000 67

M.2.3. A variancia becslésel. . . ... ..o o000 67

[4.2.4. A figgetlenségre vonatkozo itéletek| . . . . . .. .. ... ... 68

4.3, Heurisztakdkl . . . . . . . ..o oo 68
[4.3.1. Reprezentativitas| . . . . . . .. . . . ... ... ... ... 69

[4.3.2. Hozzatérhetdségl . . . . . . . . . . . . ..o 70

[4.3.3. Rogzités és igazitas| . . . . . . . . . . ..o 71

4.4. Torzitasok a kockdzat észlelésében|. . . . . . . . .. ..o oL 73
[4.4.1. Perspektivahatas| . . . . .. ... ... o000 73

[4.4.2. Egyenletességl . . . . . . . ... oL 73

[4.4.3. Ardnyossagl . . . . . . ... e 74

1.5, Funkcionalis referencidkl . . . . . . ... ... o000 74
[4.6. A kauzalitas szerepe| . . . . . . .. oL 76
[4.7. A valoszintségi itéletalkotas mint Osszetett szabalyozo rendszer|. . . . . 78
[4.8. A torzitdsok hatdsa és azok kezelésel . . . . . . . ... ... 80
4.9, Osszegzés| . . . . . . 82
[(Irodalomjegyzék] 84
5. Egzakt, optimalizacios és Monte-Carlo-kovetkeztetések VGM-ben| 86
[>.1. Prediktiv kovetkeztetés Bayes-halokban| . . . . . .. .. .. .00 . 86
[b.2. A kovetkeztetési eljarasok attekintése| . . . . . .. ..o 87
[5.2.1. A kovetkeztetési algoritmus| . . . . . ..o 88

[5.2.2. A kovetkeztetés komplexitasal . . . . ... ... ... 89

www.interkonyv.hu (© Antos A., Antal P., Hullam G., Millinghoffer A., Hajos G.


http://www.interkonyv.hu

Tartalomjegyzék v

[5.3. Egyszeribb egzakt kovetkezteto eljarasokl . . . . .. .. ... 90
[b.3.1. Kovetkeztetés felsorolassall . . . . . . . ... ... 90

H.3.2. Kovetkeztetés valtozé eliminaciovall . . . . . . . ... ..o . 91

[5.3.3. Kovetkeztetés polifakban| . . . . . . . . ... ... 94

[5.3.4.  Kovetkeztetés nem fa gratokban| . . . . . . . .. .. ... . 96

b4, A PPTC-kivetkeztetés . . . . . . . . . . . .o o 98
4.1, Khkkfa konstrualasal . . . . ... ... .. 0oL 98

[0.4.2.  Valoszintiségek terjesztése a klikktdban| . . . . . . . . . . . . . 100

[b.4.3. Kovetkeztetési esetekl . . . . . . ... Lo 103

[0.0. Kozelité kovetkeztetés sztochasztikus szimulaciovall . . . . . . . . . .. 103
[5.5.1. Mintageneralas ,ires” halobol| . . . . . ... ... ... ... .. 104

(.52, Elutasité mintavételezéd . . . . . .. .. . ..o 104

[5.5.3.  Valoszintiségi sualyozas| . . . . . . . . . ... ... 104

[5.6. A Monte-Carlo-eljarasok attekintésel. . . . . . . .. .. ... ... ... 105
[5.6.1. Fontossagi mintavételezés| . . . . . . .. ... o000 106

[b.6.2. Markov-lancokl . . . .. .. ... ... oL 106

[5.6.3. A Metropolis-Hastings-algoritmus| . . . . . . .. ... ... ... 108

[5.6.4. Kovetkeztetés Bayes-halokban Gibbs-mintavételezéssel| . . . . . 109

b.7. Fuggelek: A kovetkeztetés komplexitasa Bayes-halokban| . . . . . . .. 109
[>.7.1. A 35AT probléma visszavezetése a Bayes-haloban valo kovetkez- |

[ tetésrel . ..o . e 110
[(Irodalomjegyzék| 112
[6. Dontéstamogatas: optimalis dontés, szekvencialis dontések, az infor- |
| 2cio ertékal 113
[6.1. Szekvencialis dontési folyamatok|. . . . . . . .. .. ... ... 113
[6.1.1. Optimalis dontés| . . . . . . . . ... .o 113

6.1.2. Szekvencialis dontésl . . . . .. ... L oo 114

6.1.3. Az informacié értékel . . . . . . ..o 116

[6.2. Megallasi teladatokl . . . . . . ... .. ... .. oo 120
[6.2.1. Titkarnd problémal . . . . . .. ... 0oL 120

[6.2.2. A Googol jaték| . . . . . ... ... o 123

[6.2.3. Odds algoritmus| . . . ... ... ... ... ... ... .. ... 123

[6.2.4. Az odds algoritmus egy folytonos kiterjesztésel . . . . . . . . .. 124

[6.3. Tobbkarta rabl6 feladatokl. . . . .. .. ... .. ... 000 125
6.3.1.  Alkalmazasi tertletekl . . . . . . . . ... ..o 0oL 125

[6.3.2. Az optimalis megoldas, elérefele kovetkeztetés| . . . . . . . . .. 126

6.3.3. Gittinsindex] . . . .. ... . 127

[7. Orvosi dontéstamogatas| 128
[7.1. Kgészségugyi adatok és nyilvantarto rendszerek| . . . . . . . . ... .. 128
[7.2. A mesterséges intelligencia szerepe az orvosi dontéstamogatasban| . . . 130
[7.2.1. 'lTudas alapu kovetkezteto rendszerekl . . . . .. .. ... .. .. 130

(7.2.2. Gépitanulas|. . . . . . . . .. 131

[7.2.3. Orvosi dontéstamogato rendszerek|. . . . . . .. .. ... .. .. 132

[7.2.4. Személyre szabott gyogyaszat| . . . . . ... .. ... ... ... 132

© Antos A., Antal P., Hullam G., Millinghoffer A., Hajos G. www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

vi Valésziniiségi déntéstamogatd rendszerek

[.3. DBinans dontések kiértékelésel . . . . . . .. oo 135
[7.4. Hasznossagelmélet| . . . . . . ... .. ... ... ... ... ..., 138
[7.5. Hasznossagtiggvényekl . . . . ... .. ... ... ... ..., 140
[7.5.1. Hasznossagftiiggvények alaptipusai . . . . . . .. ... ... ... 141

(52 QUALY| . . . . . . 143
[(5.3. Micromortl . . . . . . ... 144

[7.6. 'T'obbvaltozos hasznossagfiggvények| . . . . . .. .. .. ... ... ... 144
[7.6.1. A preferenciak strukturaltsagal. . . . . . .. ... ... ... .. 145

[77. Dontési halokl . . . . . . . ... o 147
[..1. Dontési halok kialakitasa és kiertékelésel . . . . . . ... .. .. 148
[7.7.2. Dontési halok tulajdonsagall . . . . . .. .. ... ... ... .. 149

[7.8. Koltség-haszon elemzés| . . . . . . . .. .. ... .. ... ... 153
[7.8.1. A hatékonysag mérése| . . . . . . .. .. ... 153
[7.8.2. A koltség és a hatékonysag viszonyal. . . . . . . . .. ... ... 154
[7.8.3. Koltség-haszon elemzés mintapéldal . . . . . .. .. ... .. .. 156
[([rodalomjegyzék]| 163

www.interkonyv. hu © Antos A., Antal P., Hullam G., Millinghoffer A., Hajés G.


http://www.interkonyv.hu

1. fejezet

Valoszintiségl becslés- és dontéselmélet

1.1. Bevezetés

Ez a fejezet alapvetGen a [4] jegyzet 5. fejezetén alapszik. Tovabba az
és [1.5] fejezetekhez hasznos lehet a [2] konyv 1. és 2. fejezete, az [1.7] és

fejezetekhez pedig a [3| konyv 1. fejezete.

1.2. Definiciok

Gyakori probléma, hogy egy X megfigyelhet6 mennyiségh6l kell egy mésik, kozvetle-
nil (még) nem megfigyelhetd Y mennyiségre kovetkeztetniink, annak értéket megbe-
csiilniink. Altalanos esetben matematikailag mindkét mennyiséget valosziniségi valto-
zokkal modellezhetjiik. Jelolje X, illetve Y értékkészletét (azaz lehetséges értékeinek
halmazat) X, illetve ). Ekkor formélisan X : Q — X, Y : Q — Y fiiggvények (ahol Q
a valoszintiségi mez§ alaphalmaza).

1. példa. X és ) tipikusan lehet példaul R (a valos szdmok halmaza), R9, {0,1}¢,
[0, 1]%, vagy ezek tetszsleges megszamlalhato, esetleg véges részhalmaza. Legegyszeriibb
esetben ) = {0, 1}.

X értékeébsl Y-t a g : X — Y kévetkeztetésfigguénnyel probaljuk meghatarozni, ahol
Y az elképzelhets kovetkeztetésfiiggvények értékkészletének unidja. g(X)-t kivetkez-
tetésnek nevezziik. Tipikusan ) O ). Egy kovetkeztetés josagat egy nemnegativ
C:YxY —[0,00) kéltségfigguény (vagy josdgi, hasonldsdgi, megbizhatdsdgi kritéri-
um) méri, azaz C(y,y’) a koltsége annak, ha a valodi y érték helyett y'-re kovetkezte-
tiink. Példaul ha a megfigyelés = volt, és Y = y, akkor a g altal adott kivetkeztetés
koltsége C'(y, g(z)). Minél kisebb ez a koltség, a kovetkeztetés annal jobbnak tekinthe-
6.

Ha minden y € Y-ra C(y,y’) konstans minden 3 € Y\ {y}-ra, azaz pontatlan kovetkez-
tetés esetén mindig azonos, akkor ddontési problémdrol beszéliink. Ilyenkor el akarjuk
talalni y-t. Ha nem talaljuk el, mindegy, hogy ,mennyire” nem. Ha C' valamiféle intuitiv
tavolsag, akkor becslési problémdrol beszéliink. Ilyenkor az is szamit, hogy mennyit té-
vediink. Déntési problémaknal altalaban )) = ) véges vagy megszamlalhato (diszkrét),
mig becslési problémaknal dltalaban ) vagy akar ) is folytonos (megszamlalhatatlan
végtelen).
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2 Valésziniiségi déntéstamogatd rendszerek

Mivel C(Y, g(X)) fiigg (X, Y)-tol, maga is valoszintiségi valtozo. Igy g josagat a varhato

koltsége, az

R(g) € E[C(Y,9(X))]

globdlis kockdzat (risk) meéri. Célunk annak a kovetkeztetésfiiggvénynek a megtala-
lasa, amelyre R(g) a legkisebb. Ezt Bayes-feladatnak, mig az ilyen g-t optimdlisnak
nevezziik.

Legyen

def
r(g,x) = E[C(Y, g(X))|X = 7]
a lokdlis kockdzat fiigguény, azaz g koltségének feltételes varhatoértéke X = x esetén.

1. gyakorlat. Lassuk be, hogy ¢g(X) helyett irhatunk g(z)-et is.

Nyilvan a teljes varhatoérték tétele és a feltételes varhatoérték definicioja szerint
{eq : explok,lobE [r(g, X)] = R(g) (1.1)

és

rlg.2) = BICWY, o)X =] = [ C(v.0() (). (12)
ahol Fy, az Y feltételes eloszlasfiiggvénye, ha X = x, amelyet a posteriori eloszlds-
figgvénynek is neveziink. Ez tehat altalanos esetben tn. (Lebesgue-)Stieltjes-integrallal
irhato fel, de a tovabbiakban altalunk vizsgalt diszkrét, illetve abszolut folytonos elosz-
lasokra egyszerd Osszegzésre, illetve Riemann-integralra vezet. Az a posteriori eloszlas
elnevezés arra utal, hogy ez Y eloszlasa X értékének ismerete utdn. Ett6l megkiilon-

boztetends Y feltétel nélkiili, eredeti (azaz X értékének ismerete eldtti) eloszlasat az
Y a priori eloszldsdnak is nevezziik.

1.2.1. Gyakori koltségfiiggvények és tulajdonsagaik

Dontési problémaknal a leggyakoribb kdltségfiiggvény valasztas a kovetkezs:

2. példa. 0-1 koltség: Legyen Cy(y,y') def Iy, (ahol Iy az A esemény indikator-

fiiggvénye, azaz I, = 1, ha A bekovetkezik és I, = 0, ha nem). Ekkor
R(g) = E[Co(Y,9(X))] = E [Liygxp] = P[Y # g(X)],
vagyis a globalis kockazat éppen g hibdzasanak a valdszintiisége.

Becslési problémaknal Y = Y = Rere gyakori vilasztas az L, tavolsag (mas jelléssel

a || - ||, norma) p-edik hatvanya, azaz C,(y,v’) def z;i:l lys — yil? = |ly — ¥/||2. Ekkor

R(g) = E[C,(Y,9(X))] = E [[IY = g(X)|}] -
Leggyakoribb a p = 1 és 2 eset (ezért || - ||; helyett || - ||-t is hasznalunk):

3. példa. Ci(y,y) = |ly — ¥/'|| az abszolit koltség. Ekkor példaul Y = R-re R(g) =
E[Y — g(X)|] az abszolit kizéphiba.
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4. példa. Oy (y,y') = |ly — ¥/||3 a négyzetes koltség. Ekkor példaul Y = R-re R(g) =
E[(Y — g(X))?] a négyzetes kizéphiba.

Erdemes elGszor megvizsgalnunk, hogy a fenti példak — és az egyszertiség kedvéért
2l-ben diszkrét Y, B, [dl-ben Y = R — esetén milyen g € Y érték minimalizélja a
E [C(Y, g)] varhato koltséget, azaz rendre

E[G(Y,9)l = P[Y # 4

E[Ci(Y,9)] = E[]Y — g

I,
E[Cy(Y, )] =E[(Y —g)7] -t.
P [Y # g] minimalizalasa nyilvan P [Y = g| maximalizalasat jelenti, vagyis g-t az

Py =
argmax P [V = y]

halmaz egyik elemének, azaz Y (nem mindig egyértelmt) mdduszdnak kell valasztani.

2. gyakorlat. Lassuk be, hogy E[|Y —g|]-t Y (nem mindig egyértelmii) medidnja
minimalizalja, azaz azon g értékek, amelyekre P[Y <g| > 1/2 és P[Y > g¢g] > 1/2.
(Példaul abszolut folytonos Y-ra ez P[Y < g] =P [Y > g] = 1/2-ként irhato.)

A négyzetes kozéphiba minimalizalasdban segit a kovetkezs

1.1. tétel (Steiner-tétel). Barmely véges szorasu Y valos valoszintségi valtozora és
g € R-re
E[Y -9 =E[Y -E[Y])’] + (E[Y]-g)"

Bizonyitds.

E[Y - 9? =E[(Y —~E[Y]) + (E[Y] - g))*] =
B [(Y ~E[Y)?] +2B[(Y —EY)(E[Y] - )] + B [(E[Y] - 2] =
=E[Y -E[Y])?] +(E[Y]-9)*,

mivel a kozépss tagban (E[Y] — g)E[Y — E[Y]] = 0. =

1. megjeqyzés. A tétel (R%re vonatkozo verziojanak) fizikai analogiaja az, hogy egy
test tehetetlenségi nyomatéka egy tetszéleges tengely koriil a tehetetlenségi nyomatéka
a tomegkozépponton dtmend, parhuzamos tengely koriil, plusz a test tomege szorozva
a két tengely merdleges tavolsaganak négyzetével (parhuzamos tengely tétel). Innen
szarmazik a Steiner-tétel elnevezés.

A tétel kovetkezménye, hogy
minE [(Y —¢)’] =E[(Y —E[Y))?],

geR

azaz E[(Y — g)?]-t a ¢ = E[Y] valasztas minimalizélja.
Osszefoglalva, a minimalizalo értékek rendre a kivetkezdk:

Co :modusz (argmax P [Y = y]),
yey
C1 :median,

Cy :varhatoérték (mean) (E[Y]).
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Latni fogjuk, hogy amikor g = g(X)-t az X-t8l fiiggben vélasztjuk, akkor ezen meg-
figyelések feltételes verzidja lép érvénybe, azaz a minimalizalo értékek helyébe az Y
feltéve X feltételes eloszlas modusa, medianja, illetve varhatoértéke 1ép. A bizonyité-
sok a fentiekkel analég mdédon torténnek.

Az L, tavolsagon alapuld C, koltségfiiggvények kozotti tovabbi fontos Osszefiiggés a
kévetkezd:

1.2. tétel. Y = Y = R? esetén mind (C,(y,y)/d)"? = |y — ¥'[l,d”/?, mind
E[C,(Y, 9(X) /d}l/p monoton névekvd p-ben. Specidlisan ) = R-re, C;/p(y,y’) és
/p

)
E[C,(Y, g(X))]'

Bizonyitds. Barmely 0 < p < g-ra

monoton novekvd p-ben.

1/p d a/p\ /4
Coly, y)\ " 1 iy 1 "o
B —— = — — ot — —_ <
( p ;:1 d|ys Y. ;Zld!ys Y.l <
1/q d 1/q 1/
1 1 Coly, )\
Z _ P q/p _ IV _ (&%, Y)
<S§:ld Ys — ¥sl”) ) (;Zld\ys yJ) < ¥ :

ahol az egyenl6tlenség a Jensen-egyenlStlenség alkalmazéasa egy egyenletes d értékd
eloszlasra, hiszen q/p > 1, és igy 29/? konvex fiiggvény. A bizonyitas az (X,Y) szerinti
varhatoértékkel egyliitt is pontosan ugyanigy torténik a Jensen-egyenlGtlenség kétszeri
alkalmazasaval. [

Sokszor az y € RY lehetséges értékei specidlisan eloszlasok silyvektorai. Ilyenkor gyak-
ran hasznos koltségfiiggveny vélasztas az an. Kullback—Leibler- (KL-) tdvolsdg (vagy
relativ entrdpia, I-divergencia) |1, 2.3. fejezet|:

4 def
5. példa. Legyen Ckyr(y,y) = Dkr(y||y') = 25:1 ys In z—,s
Ismert, hogy a KL-tavolsag dominalja az L; tavolsag négyzetét [1, p. 300, Lemma 12.6.1]:

1.3. tétel (Pinsker-egyenlstlenség). 2Ck1(y,v') > |y — v'[|? = Ci(y,v).

1.3. Bayes-dontés

Vizsgaljuk meg el6szor alaposabban azt az esetet, amikor Y = Y az {y1,...,yr} véges
halmaz. Ekkor

1. definici6. Az {Y = y;} eseményt i-edik hipotézisnek nevezziik. Y (a priori) el-

P def .o NN . s Lz
oszlasat a ¢; = P Y =] a priori valdszindségek, mig az a posteriori eloszlasat az

ni(z) “p Y = yi| X = x| a posteriori valdsziniségek adjak meg.

g-t dontésfiigguénynek, g(X)-t dontésnek is nevezziik. Az y; értékek g-vel valo 6sképei X
egy particiojat adjak, amelynek D; = {z € X : g(z) = y;} osztélyait (i = 1,2,...,k)
dontést tartomdnyoknak nevezzik. D; tehat X azon maximalis részhalmaza, amely
barmely elemének megfigyelésekor y;-re dont g.
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3. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy adott YV = {y1,...,yx}-ra a (Dy,..., D) dontési
tartoményok teljesen meghatarozzak a g dontésfiiggvényt, azaz a dontésfiiggvényt meg-
adhatjuk a dontési tartoményok rendezett k-asaval, tovabbéa hogy Ligw)=y;1 = Lizen,}-

Most — bevezetve a C(y;,y;) = C;; roviditést — (|1.2]) szerint a lokalis kockazat

k k k
Z (i 9@)mix) = Y > Tigay=y, 1 C i v mi() =
i=1 i=1 j=1
k k f k
Z Z {zeD; }Czﬂh Z I{:cED } Z Cunz Z I{xeDj}dj<x>7 (13)
=1 j=1 =1

ahol d;(x) o Zle Ci;ni(z). Ez éppen a koltség feltételes varhatoértéke, ha X = x, és
a kovetkeztetés a j-edik hipotézisre dont.

Lathato, hogy a fenti (g, x)-et olyan ¢ minimalizalja, amely z-et az (egyik) legkisebb
d;(x)-hez tartozo D; tartomanyba sorolja (lasd tétel alabb). Ha tobb legkisebb
d;(z) van, akkor mindegy, melyiket valasztjuk, legyen ez példaul legkisebb indexd.
Legyenek tehat a D} tartomanyok olyanok, hogy Vo € D} akkor és csak akkor, ha
dj(z) < di(z) Vi < j-re és d;j(z) < di(x) Vi > j-re, vagyis x pontosan akkor eleme Dj-
nak, ha az X = z esetén a j-edik hipotézisre valo dontés (feltételes) varhato koltsége
a(z egyik) legkisebb, és tobb minimalis varhato koltség esetén a hipotézisek indexei
koziil 7 a legkisebb.

4. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a fenti D-k paronként diszjunktak, és unidjuk X,
azaz X particiojat adjak, tovabba hogy

r € D} = dj(r) = min d;(z). (1.4)

1<i<k

2. definicié. A fenti (Dj,..., Dj) tartomanyok &ltal meghatarozott g* dontésfiigg-
vényt (azaz amelyre g*(v) = y; < ¥ € D}) Bayes-déntésnek nevezziik.

1.4. tétel. A Bayes-dontés Va-re minimalizalja a lokalis kockézatot, és igy optimaélis.
A minimum értéke r(g*, x) = min;<;<; d;(z).

Bizonyitds. Barmely g dontésfiiggvényre és Vo € X-re (1.3) szerint

k
T(g,l’) = ZI{zGD }d > ZI{LEED } Hlln d ( ) = min dz(x) ZI{'TEDj} =
j=1

1<i<k
7=1

= min d;(z) = min d;(x ZIUJED*} = ZI{JJED*} min d;(x) =

1<i<k 1<i<k 1<i<k

k
= ZI{J:GD;‘}CZ](:U) = T(g*a :C)7
j=1

ahol az utolso két egyenlGséghez (|1.4))-t, majd ismét ((1.3)-t hasznaltuk. Tehat r(gx, z) <
r(g,x), és igy (?7) alapjan R(gx) < R(g), azaz g* optimélis. ]
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Tehéat a Bayes-dontés (optimalis) globalis kockazata

R R(g)=E [min di(X)] . (1.5)

1<i<k

Ezt Bayes-kockdzatnak is nevezziik.
Vizsgaljuk meg a . példabeli Cj; = Cy(i, j) = Iz koltségfiiggvényt. Ekkor

k
=D Cynilz Z Lizjymi (2 Zm =1-mn;(z).
=1

Igy most x € D7 pontosan akkor, ha n;(z) > n;(z) Vi < j-re és n;(z) > n;(z) Vi > j-re,
vagyis ekkor 7;(z) = max;<;<; 7;(z). Tehat most g* azt a hipotézist valasztja, amelyik
a legvaldszintibb a megfigyelés ismeretében, azaz g*-ot a maximalis a posteriori valo-
szintiségek megkeresésével hatarozhatjuk meg. Ezért ekkor a Bayes-dontést mazimum
a posteriori dontésnek is nevezik.

Ebben az esetben g lokalis kockazata (1.3 szerint

Z Lieep;y (1 =1- Z Lizen,yn;(x

ami g = g*-ra a fentiek alapjan igy egyszertsithets:

k
r(g2) =1= Tgepyn;(z —1—21@@*} max 7;(z) = 1 — max n;(z).

1<i<k 1<i<k
j=1
Tehat a globalis kockazat (?7) alapjan ekkor R* = R(¢*) = 1 — E [max;<;<; 7:(X)],
amit Bayes-hibdnak is neveziink. |2, 2.1. fejezet]

6. példa. Specialisan ha csak két hipotézis van, azaz Y binaris (k = 2), akkor a
kockazatok egyszeriien igy is irhatdak:

r(g" @) =1 —max(ni(z), n2(2)) = min(n (), n2(x))
és
R(g*) = E [min(n; (X), 72(X))] = E [min(n; (X), 1 — m(X))].
Ha X diszkrét vagy abszolut folytonos valtozd, akkor az n;-ket kifejezhetjiik az elosz-

lasokbol.
Legyen el6szor X diszkrét (azaz X megszamlalhato halmaz), és jelolje

pi(r) = P[X = z[Y =y

az X feltételes sulyfiiggvényét, ha Y = y;. Ekkor a pozitiv eséllyel eléforduld z-ekre a
feltételes valoszintiség definicidja szerint
PlY =y, X =2
ni(z) =P[Y =y;| X = a] PIX —a
_PY=yPX =2y =y] _ qpi(z)
P[X = 1] P[X =z]

(1.6)
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Tehat a maximalis a posteriori valoszintiséget — és igy a Cjy 0-1 koltség esetén a Bayes-
dontést — az a hipotézis adja, amelyikre ¢;p;(x) maximalis.

Abban a specialis esetben, ha minden ¢; egyenld (sziikségképpen 1/k), azaz Y (a priori)
eloszlésa egyenletes, akkor ¢;p;(z) és p;(z) ugyanazon i-re maximalis, tehat a Bayes-
dontés azt az i-t valasztja, amelyikre p;(z) maximalis.

Amikor a ¢; valoszintiségek ismeretlenek, sokszor nincs jobb kiindulas, mint egyenletes
a priori eloszlast feltételezni, és ezért a fentiek alapjan arra a hipotézisre donteni,
amelyikre p;(x) maximalis, azaz amelyiket feltételezve a megfigyelésnek a legnagyobb
a valoszintisége. (Dontetlen esetén a valasztas most is tetszéleges lehet. )

3. definici6. Diszkrét X esetén g-t mazimum likelihood dontésnek nevezziik, ha g(x) =
y; esetén p;(x) = max; p;(z).

2. megjeqyzés. Figyeljiilk meg, hogy itt a maximalizalando feltételes valoszintiségben
az argumentum és a feltétel éppen fel van cserélve a maximum a posteriori dontéshez
képest.

Legyen most X C R, X abszolat folytonos f(z) stirtiségfiiggvénnyel, és jelolje

filz) = falY = vi)

az X feltételes sirtiségfiiggvényét, ha Y = y;. Ekkor 7, preciz definicija technikai-
lag bonyolultabb, de hatarérték szamitassal meggondolhato, hogy f(z) # 0 esetén a
diszkrét esettel és az (1.6)) egyenlGséggel formailag analog modon

_ aifi)
/()

adodik. Ekkor tehat a Bayes-dontés megkeresése — 0-1 koltség esetén — ¢; f;(x) maxi-
malizalasat, a maximum likelihood dontésé pedig f;(x) maximalizalasat jelenti:

ni()

(1.7)

4. definicié. Abszolut folytonos X esetén g-t mazimum likelihood déntésnek nevezziik,
ha g(z) = y; esetén f;(r) = max; f;(x).

3. megjegyzés. Az (1.7) egyenlGség fennallasat illusztralhatjuk egy specialis esettel: Ko-
zelitsiik n;(x)-ben az {X = z} feltételt az S.(x) o {r —e < X < x+ €} eseményekkel,

def

ahol € > 0 egyre kisebb, majd n;(x)-t a nf(x) = P [Y = y;|S(z)] fliggvényekkel. Ekkor,
ha fi,...,fk, és kovetkezésképpen f(x) folytonos fiiggvények, akkor f(z) > 0 miatt elég
kicsi e-ra P [Sc(x)] > 0, és igy

PIY =y, S(z)] PY =ylP[S.(2)]Y =] @[, filz)dz
P

S e A [Sc()) [T () de
_ Qigie f;f: fi(z)dz g qi fi(x)

L [T f(z) dz fa)”

ahol a szamlaloban és a nevezében is az integralszamitas folytonos fiiggvényekre vo-
natkoz6 kozépértéktételét alkalmaztuk. Tehat az a posteriori valdszintiségek ¢ — 0
hatarértékben valoban a ¢; f;(x)/f(z) értékek lesznek.
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7. példa. Emlékezet nélkiili binaris szimmetrikus csatorna (BSC) kimenetének maxi-
mum likelihood dekodolasa. Tekintsiik a kovetkezd szituaciot: Egy emlékezet nélkiili,
zajos binaris szimmetrikus csatornan egy Y = (Y1,...,Y,) kodszot tovabbitunk. Y
vektor valoszintségi valtozo, amely az n hosszisaga, bindris (példaul {0,1} értékd)
sorozatoknak egy rogzitett ) C {0, 1}" részhalmazan (kodkonyv) veszi fel az értékeét.
A binaris szimmetrikus csatorna minden bitet p € (0,1) eséllyel megvaltoztat, 1 — p
eséllyel valtozatlanul hagy. Az emlékezet nélkiiliség azt jelenti, hogy a kiilénb6z6 bi-
tekre ezek az események fiiggetlenek. Igy a csatorna kimenete is egy n hosszisagu
X = (Xy,...,X,) € X = {0,1}" bitsorozat (egy vektor valosziniiségi valtozo, amely
azonban nem feltétleniil kodszo). A zajos X-et megfigyelve akarunk déntést hozni ar-
rol, hogy mi lehetett a kodszo gy, hogy a koltségiink 1 ha hibazunk, 0 egyébként (lasd
. példa). Figyeljiik meg, hogy mig a csatorna bemenete Y és kimenete X, addig a
dontés (a dekodold) bemenete X és kimenete Y (-ra vonatkozd dontés).

Jeloljiik az i-edik lehetséges kodszot y; = (yi1, Yia, - - -, Yin)-1€l, egy lehetséges csatorna
kimenetet x = (z1, %o, ..., z,)-nel, vagyis az i-edik kodszé j-edik bitje y;;, a kimeneté
zj. Ha'Y =y;, akkor az X = x feltételes valoszintisége a kovetkezd:

P [X:X|Y:yl] = P [Xl = Il,XQ = T9,... ,Xn = an/l = Yi1y- - - ,Yn = yzn] =
=P [Xl = xl’Yi = yil] P [X2 = $2|Y2 = %‘2] ...P [Xn = xn‘Yn = ym];

ahol az utolso egyenlGség az emlékezet nélkiiliség definicioja. Mivel az atmenetvaloszi-
niiség p,

PG =ali =yl = { | D T e (1 T,

Igy aztan
P [sz|Y:yZ] :H [pl{zt¢yit} (1 — p)l_l{zt¢yit}:| :ng:l Laitvind (1 — p)n_Z?:l aytyiy —
t=1

D Do I{wt#y“}
~a-nr (12) . (18)

1—p

Ha az Y a priori eloszldsa nem ismert, akkor a Bayes-dontés is ismeretlen, maxi-
mum likelihood doéntést azonban hasznalhatunk X ismeretében az Y koédszora valod
kovetkeztetéshez. Ekkor azt az y; € ) kodszot valasztjuk, amely mellett p;(x) =
P [X =x|Y =y;] a legnagyobb. Feltéve, hogy 0 < p < 1/2, azaz p/(1 —p) < 1,
alapjan ez az az y;, amelyre y ' Ty ., 1 a legkisebb. Megfigyelhetjiik, hogy
Y re1 Lizity,y éppen azon bitek szama, amelyekben x és y; kiilonbozik. Ezt x és y;
Hamming-tdvolsdganak is nevezik. Fzek szerint binaris szimmetrikus csatorna ese-
tén a maximum likelihood dontéssel valo dekodolés a kimeneten megjelend sorozathoz
Hamming-tavolsagban legkozelebbi kodszonak (kodszavak egyikének) a valasztasat je-
lenti. (Természetesen egyenletes bemeneti (Y) eloszlas esetén a maximum likelihood
dontés most is éppen a maximum a posteriori dontés lesz.)

5. gyakorlat. a) Mi lesz a maximum likelihood dekodolés p > 1/2 esetén? Mi erre a
magyarazat?
b) Mi lesz a maximum likelihood dekédolas p = 1/2 esetén? Mi erre a magyarazat?
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1.4. Bayes-dontés ismételt megfigyelés alapjan

Elsfordul, hogy egyetlen X megfigyelés helyett n szama megfigyelés, X =(X;,..., X)) €
X™, is a rendelkezésiinkre 4ll, amelyek az {Y = y;} feltétel mellett feltételesen fiiggetle-
nek és azonos (p;(r)) eloszlastak. Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy X; diszkrét,
k=2 =Y ={y,p}) ¢ Ci1 = Cyp = 0 (mint példaul a 2, | és [ példakbeli
és barmely (pszeudo)metrika tulajdonsagu koltségfiiggvénynél). Sejthetd, hogy ha az
X-bdl egyaltalan lehet kovetkeztetni Y-ra, azaz az X;-k nem fiiggetlenek az Y-tol, ak-
kor az (X,Y)-hoz tartozé Bayes-kockazat tetszélegesen kicsivé valik, amint n — oo.
Valbéban, az alabbi tétel szerint a Bayes-kockazat exponencidlisan tart 0-hoz.

1.5. tétel. Legyen g az (X,Y’) dontési probléméhoz tartozo Bayes-dontés. Ha ¢1qo =
0, vagy ha q1qo # 0 és létezik x € X, hogy pi(x) # pa(x), akkor

lim R(g;,) =0,

n—o0

és a konvergencia exponencidlisan gyors.

4. megjegyzés. A tétel feltétele pontosan akkor all fenn, ha g2 = 0, vagy ha q1q2 # 0
és X, és Y nem fiiggetlen (azaz Zie{L%mX q;pi(x) log P[X( 2) r kolesonos informéciojuk
nem 0). Az is lathato, hogy ha ¢1g2C12C2 # 0 de X és Y fiiggetlen, akkor nem

kaphatunk tetszélegesen kicsi Bayes-kockazatot n novekedésével.

Bizonyitds. Az [l.3]fejezetben lattuk, hogy a Bayes-kockazat (1.5)) szerint

R(g;) = E[min(d;(X),d2(X))] = ) min (Z Ciami(x Zoﬂm ) = x| =

xeEX"™

= Z min<c21772<x), Cm?h(X))P [X = X} .

XEAX™

Ha ¢1go = 0, akkor Vx € X"-re n;(x) vagy n2(x) is 0, igy a minimum és R(g?) is 0. Ha
q1g2 # 0, akkor behelyettesitve (1.6)-t

R(g,) = Z min (021%() C12M) PX=x|=

, PX=x]" "P[X =x]
xEX™
= > min(Cygepa(x), Craqrpi (x)) < (1.9)
xeXxn
< Z \/021(]2192 )Craqip1 (x),
xXEX™

ahol a legutobbi lépésnél azt hasznaltuk, hogy Vay,a; > 0-ra min(ay, az) < \/ajas.
X = (21,...,2,) € X"re a p;(x) = P [X = x|Y = y;] feltételes valoszintiségek az X;-k
feltételes fiiggetlensége alapjan a kovetkezéképpen fejezhet&ek ki:

pi(x) =P[Xi =21,..., X, =z,|Y = y] = HP [(Xi = 2|V = y] = sz‘(xt)-

t=1
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Ezt (1.9)-be helyettesitve

R(g;) < v/ C12Co11¢2 Z le(xt) sz(xt)

(xl ::::: xn)EX" t=1

=/ C12C1¢1¢2 Z H pl Ty Pz ZEt

(Z150e0) Tp)EX™ T= 1

= Ci12001q192 (Z vV P1($)p2($)>

TeX

A szamtani és mértani kozép kozotti Osszefiiggés alapjan

val 7)pa(x Zpl +p2 ZIH %ZPQ(I):

reX reX :L’EX TEX

ahol egyenlgség (akkor és) csak akkor &ll fenn, ha Vo € X-re p;(z) = po(z). Tehat ha

dr € X, hogy pi(x) # pa(x), akkor 0 < 37 o v/pi(x)p2(z) < 1, igy R(g;,) exponenci-
alisan 0-hoz tart. O

1.5. Bayes-dontés kozelitése

A d;(x) varhato koltségek (vagy az m;(z) a posteriori valoszintségek) pontos értékei
altalaban ismeretlenek. Tekintsiink egy ilyen szituiciot, amelyben azonban a d;-ket
meg tudjuk becsiilni valamely d; fiiggvényekkel. Az —et teljesité Bayes-dontés
mintajara a {d;}1<i<y fiiggvényekhez is hozzarendelhetiink analoég modon olyan § dén-
tesfiiggvenyt, amely = esetén az (egyik) legkisebb d;(z)-hez tartozo y,-re dont, azaz
g(z) = y; = d;(x) = minj<;<pdi(z). (TSbb minimalis esetén valamilyen elv sze-
rint vélasztunk ezen hipotézisek koziil, példaul ismét a legkisebb indextit.) § tehat
ugy viszonyul a d;-khez, ahogy ¢* a d;-khez. Vajon ha a d;-k jo becslések, akkor g
(lokalis/globalis) kockazata kozel lesz ¢g* (lokalis/globalis) kockazatahoz? (Kisebb ter-
mészetesen nem lehet a tétel alapjan.) A kovetkezd tétel erre ad pozitiv valaszt,
megmutatva, hogy a szobanforgd kockézatok kiilonbsége korlatozhato a d;-k becslési
hib4javal:

1.6. tétel. i = 1,... k-ralegyen d; : X — [0,00) a d; becslése és § egy a {d;}1<i<i-khez
rendelt dontésfiiggvény. Ekkor

k
r(G.7) = (9", 2) < Lgayrgry Y di(x) — di(z))|

és

k
R(g) — R(9") < E | Lx)£6(x)} Z |di(X) —di(X)|| <E

i=1

D ldi(X) = dz-(X>!] -
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Bizonyitds. Az egyszeriibb jelolés kedvéért az altalanossag megszoritasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy y; = j. Ekkor (1.3)) szerint a lokalis kockazata igy is irhato:

k
r(9:2) = Y Tig=yd;(x) = doiay ().
j=1

Tehat g és g* lokalis kockazatanak kiilonbsége

(g, ) = 7(g%, @) = dj(a)(x) — dg+(2) (@)
Ha g(x) = ¢g*(z), akkor r(g,z) — r(¢*,z) = 0. Ha g(x) # ¢g*(z), akkor viszont
(2 (@) = dge () (%) = dy) (+) = dga) (2) + o) (2) = i) ()

< dja) () = dj(a) () + dg= (@) () — dge (@) (¥)

(mert g definicioja szerint dgiy(z) < dye () (x))

< |dg(a) (%) — dya) ()] + g () (2) — dy ) ()]
k

< 3" 1di(z) — di(z)|
i=1

(mert g(z) és ¢g*(x) kiilonbo6zs elemei {1, ..., k}-nak).

Osszefoglalva:

k
T(g,[E) - r(g*, 1’) < I{g(x)#g*(ﬂf)} Z |dl(x> - dl($)|,

=1

majd x helyére X-et irva és varhatoértéket véve kapjuk a korlatot R(g) — R(g*)-re. Az
utolso egyenlétlenség trividlis Lgm)g+(2)y < 1-bOL [

Nézziik ismét af2} példabeli Cy; = Ij;zjy specidlis esetet, amikor — mint lattuk — d;(z) =
1 —ni(x) és g*(x) = y; = n;(z) = maxy<;<x 7;(v). Feltehets, hogy ekkor a d; becslsk
1 —n; alakban allnak els, ahol 7;-k a n;-k becslései. Ekkor

§(x) = 5y = iy(e) = max fi(2), (1.10)

1<i<k

és a tétel alakja

k
r(g,2) = (g% w) < Tigaytern O (@) — mil))|

i=1

és

k
R(g) — R(9") < E | Lzx)ze:(x)) Z 7:(X) —n(X)|| <E
=1

> X - m<X>|]
- (1.11)
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lesz. Ha k = 2, és feltessziik, hogy (71 (x),72(x)) minden z € X-re eloszlast alkot, azaz
ne(x) = 1 — 71 (x), akkor ezek tovabb egyszertisddnek a kovetkezGképpen:

r(g,2) = (9" ) < Lgyze @y ([T () = m(@)| + [72(x) — n2(z)]) =
= 2L5() 2+ @3 [T (€) — ()]
és
R(9) — R(g") < 2E [Lizex 2 cop i (X) — m(X)|] < 2E |72 (X) — m(X)]].
8. példa. Legyen Cj; = Iz, K = 2, y1 = 1 és yo = 0. Mutassuk meg, hogy

ekkor 7;(X) = E[Y|X]. Tehat ha van egy jo becslésiink Y feltételes varhatoérték
fiiggvényére, akkor az ahhoz ((1.10) alapjan rendelt dontésfiiggvény kozel optimalis.

1.6. Bayes-becslés

Szemben az eddigi fejezettel, ahol ) = Y (tetszéleges) véges halmaz volt, és
tobbnyire a 0-1 koltséget vizsgaltuk, azaz Y értékét el akartuk donteni és hiba esetén
nem volt érdekes, hogy mekkora a hibazas nagysaga, a kovetkezs fejezetekben Y és Y
altalaban R részhalmaza, tobbnyire végtelen, s6t folytonos, és C' valamiféle tavolsagat
méri a valodi és a becsill paraméternek, tehat a hibazas nagysaga is szamit. Ekkor g-t
becslésfiggvénynek, g(X)-t becslésnek is nevezziik. A Bayes-feladat tovabbra is az R(g)
globélis kockdzatot minimalizalo g : X — ) becslésfiiggvény megtalalasa. (Példaul a
Ml példabeli Co-re R(g) éppen a négyzetes kozéphiba.)

5. definicid. Bayes-becslésnek nevezziik az optimalis ¢g* becslésfiiggvényeket, azaz ame-

lyekre
R R(g*) = min R(g).

g

Fennall a kovetkezs elégséges feltétel:
1.7. tétel. Ha egy g* becslésfiiggvény lokalis kockazatara
r(g*,x) =min E[C(Y,y)|X = z], Ve e X,
yey

akkor ¢g* Bayes-becslés.

Bizonyitds. Barmely g becslésfiiggvényre
R(g) =E[E[C(Y,¢(X))|X]] > E min B [CY,y)IX]| =E[r(g", X)] = R(g),

igy ¢g* optimaélis. O
9. példa. Ha Y ismét véges, és tekintjiik a [2l példabeli Cy(y,y') = Iy, kbltséget,
akkor nyilvan nincs ok olyan g becslésfiiggvényt hasznélni, amelynek értékkészlete nem
része V-nak. Igy ekkor a becslési feladat ekvivalens lesz a példabeli dontési feladattal,
és a Bayes-becslést az fejezet szerinti maximum a posteriori becslés (dontés) adja,
azaz ha ¢g*(x) = y;, akkor n;(x) > n;(x) Vi # j-re (vagyis n;(z) = maxy<;<x 7;(z)), ahol
az n;(z)-eket (L.6), illetve (L.7)-bdl szamolhatjuk ki, ha X diszkrét, illetve abszolit
folytonos. Tehat a maximalis a posteriori becslést — és igy a Bayes-becslést — az a
hipotézis adja, amelyikre ¢;p;(z), illetve ¢; f;(x) maximalis.
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1.7. Maximum likelihood becslés

Mivel most Y tipikusan nem diszkrét, hanem példaul abszolit folytonos, ez esetben Y ¢;
a priori valoszintiségei helyett csak a ¢(y) a priori siirtiségfiiggvénye értelmezhets. Ekkor
X feltételes (Y = y; melletti) p;(z) silyfiiggvényei, illetve f;(z) strtségfiiggvényei
helyett a

py(r) = P[X = z]Y =y

feltételes sulyfiiggvényei, illetve

fylx) = falY =y)

feltételes strtségfiiggvényei értelmezhetdk, amelyek az X (diszkrét, illetve abszolut
folytonos) eloszlasat adjak meg Y = y € Y feltétel esetén. Ugyan formélisan ekkor
is definialhato lenne az arg maxycy q(y)p,(x), illetve arg max,ey q(y)fy () maximum
a posteriori becslés, ez nem relevans, mert folytonos Y-ra Yy € Y-ra E[Cy(Y,y)] =
P[Y # y] =1 1 valoszintiséggel.

A mazimum likelihood becslés azonban definidlhaté (a maximum likelihood déntéssel
analog modon):

6. definicié. g-t maximum likelihood becslésnek nevezziik, ha py(,)(2) = maxy,cy py(z),
illetve fyz)(2) = maxycy f,(z) diszkrét, illetve abszolat folytonos X esetén.

10. példa. Az . fejezetben targyaltakhoz hasonloan legyen az X = (X1,...,X,,) €
R"™ vektor valosziniiségi valtozo, ahol az X;-k fiiggetlen, ismeretlen Y varhatoértéki,
o szorési, azonos normalis (Gauss-) eloszlasa valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg
Y-nak az X megfigyelésre alapozott maximum likelihood becslését!

X feltételes sirtségfiiggvényét Y = y esetén ekkor a tobbdimenzids normaélis stirtiség-
fiiggvény adja:

fy(X) = ;ne_ga% Z?:I(It_y)z’
( 27r0)
ahol x = (21,...,2,). A maximum likelihood becslés az az y lesz, amelyre f,(x)

maximalis. Ez megegyezik azzal, amelyre

n

10 £, = nIn(v270) + oy D ),

t=1

azaz + 3" (2;—y)? minimalis. Legyen m,, o L5 or. Ekkor a tételt alkalmazva

egy, az (r1,...,T,)-en egyenletes — és igy m,, varhatoértékd — valosziniiségi valtozora:
1 < 1<
E Z(xt - y>2 - ﬁ Z(fff - mn)2 + (mn - y)27
t=1 t=1

amely nyilvan y = m,,-re minimalis. Igy a varhatéérték maximum likelihood becslése
normadlis X-re éppen a megfigyelések atlaga.
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11. példa. A fentiekhez hasonléan legyen most az X = (Xy,...,X,,) € R", ahol az
X;-k fliggetlen, ismeretlen Y varhatoértékid, X szorasu, azonos, de egyenletes eloszlasi
valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg az (Y, X)) parnak az X megfigyelésre alapozott
maximum likelihood becslését!

Y =y, ¥ = 0 esetén minden X,-nek az [y — /30,y 4+ v/30] intervallumon kell egyenle-

tesnek lennie (a szorasnégyzet ekkor lesz (2v/30)2/12 = o2), igy — bevezetve § & v/30-t
— feltételes stirtiségfiiggvényiik:

Ly —sy+s
Gy = [y25y+}

Tehat X feltételes siirtiségfiiggvénye, ha Y = y, ¥ = o a fiiggetlenség miatt f, ,(x) =
[T, gyo(e). Igy ez ugyanarra az (y, o) parra veszi fel maximumat, amelyre

n

Liviely—sy+s .
In f, »(x Zlngyo xy) Zl mely—oy+al} e[y y o)) Zln Lizcy—sy+ay — n1n(20) =
t=1

B —nln(2§), hante [y—5,y+5}, (1.12)

- —o00, egyébként. '

Ez akkor maximalis, ha minden z; € [y — 0,y + J] a lehets legkisebb § mellett. Az
[y — 0,y + 0] intervallumnak tehat a legkisebb x;-t6l a legnagyobbig kell tartania, azaz
z (Y,¥) maximum likelihood becslése

X+X . X-X
5 illetve o=

y:

ahol X = min;<;<,, Xj és X = maxj<;<, X;.

12. példa. Tekintsiik a[11] példabeli helyzetet, de legyen most a o szoras — tehat az
intervallumhossz — ismert. Hatarozzuk meg az Y-nak az X megfigyelésre alapozott
maximum likelihood becslését!

A szédmolds nem valtozik, most is a (1.12)-t kell maximalizalni, de csak y-ban, mig § =
V/30 ismert, rogzitett paraméter. akkor maximalis, ha minden X; € [y—d,y+4],
azaz X — 0 <y < X 4+ 6. Minden ilyen y az Y egy maximum likelihood becslése. Ez
mutatja, hogy a maximum likelihood becslés nem mindig egyértelmii.

5. megjeqyzés. Vegylik észre, hogy a és a példanal is az (X, X) par ismerete
elégséges volt a maximum likelihood becslés meghatarozasahoz.

1.8. Regresszidbecslés; négyzetes kozéphiba minimali-
zalas
Legyen Y € R véges szorasu valtozo, és vizsgaljuk a {4l példabeli Cy(y,y')

y')? négyzetes koltséget, azaz keressiik azt a g* becslésfiiggvényt, amelyre R(g
E[(¢*(X) — Y)?] minimalis. A tétel szerint ha

r(¢*,z) =minE [(Y — y)*|X = 2], Vo e X,
yey

(y —
*):

akkor g* Bayes-becslés. Definialjuk a regresszids fiiggvény fogalmat:
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7. definici6. Regresszios fiiggvénynek nevezziik az
m(z) =E[Y|X = 1]
fliggvényt, amely minden z-re Y-nak a feltételes varhatoértékét adja, ha X = x.

1.8. tétel. Négyzetes koltség esetén ¢*(X) = m(X) 1 valosziniiséggel, vagyis a Bayes-
becslés éppen a regresszios fiiggveny. |3, p. 2]

Bizonyitds. Rogzitett z-re alkalmazzuk a tételt az Y| X = x feltételes eloszlasra:
barmely g(x) € R-re

r(g,x) =B [(Y = g(2)|X = 2] =
=E[(Y-E[Y|X =2])}X =z] + (E[Y|X =2] — g(z))* =
=E[(Y = m(@)*|X = 2] + (m(2) — g(x))* = r(m, z) + (m(z) — g(2))".

Tehat barmely g becslésre
R(g)=E[r(g, X)|=E[r(m, X)|+E [(m(X)—g(X))*] = R(m)+E [(m(X) — g(X))*],
ami pontosan akkor minimalis, ha g(X) = m(X) 1 valoszintiséggel. O

6. megjeqyzés. A tétel szerint ha Y-t négyzetes értelemben akarjuk kozeliteni az
X egy g(X) fiiggvényével, akkor az E[(g(X) — Y)?] kdzéphibat minimalizalo g(z) az
E [Y|X = z] feltételes varhatoérték. Azaz csupan x ismeretében ez a legjobb becslés.

6. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy ha (X,Y) € R? egyiittesen normaélis eloszlast és
— az egyszeriiség kedvéért — mindketts szorasa 1, akkor a regresszios fiiggvény

m(z) = BE[Y[X = 2] = E[Y] + p(zx — E[X]),

ahol p =E[XY]-E[X]E[Y] az X és Y korrelacios egyiitthatoja (egyben kovarianci-
aja). Probaljuk meg altalanositani ezt tetszéleges szorasokra, majd tobbdimenzios X
vektor valtozora.

1.8.1. LineAaris becslés

Tovébbra is legyen Y € R véges szorast, X = (X1,..., Xy) € R pedig vektor valo-
szintiségi valtozo, és vizsgdljuk a Cy(y,y') = (y — y')? koltséget. A [1.§] tétel szerint a
Bayes-becslést 1ényegében az m(z) regresszios fiiggvény adja. A @ gyakorlatban 1at-
hattuk, hogy ha (X,Y") egyiittesen normaélis eloszlast (az egyéb specialis tulajdonsagai
miatt ez az egyik legfontosabb modell), akkor az m(x) regresszios fliggvény az x meg-
figyelés linearis fiiggvénye. Ebben az esetben tehat elég a Bayes-becslést x linearis
fliggvényei kozott keresni. A lineéris fiiggvények igen tomoren tarolhatbéak és kénnyen
kiértékelhetGek. Bar a Bayes-becslés altalanos (nem gaussi) esetben nem mindig line-
aris fliggvény, a fentiek miatt érdemes ekkor is alkalmazni azt a megszoritast, hogy a
becslésfiiggvényt csak x-nek a linearis fiiggvényei kozott keressiik. Természetesen a

d
g(X):CO+ZCi-Ti Co,Cl,...,CdGR
i=1
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linearis becslésfiiggvények koziil a legkisebb kockazatut szeretnénk megtalalni. Az egy-
szer(ibb jelolés kedvéért vezessiink be az X (illetve x) vektor egy nulladik X, (illetve
xo) koordinatajat, amely azonosan egyenls 1-gyel (Xo = 29 = 1). Az alabbiakban
tehat X,x € R™!. Igy g(x) = Z;;i:o cixi, és g globalis kockazata

d 2
R(g) = E[Cy(Y,9(X))] = E (Y - Z CiXi) o R(cy,c1,...,cq).

1=0

Keressiik tehat azokat a (¢}, ¢, ..., c)) egylitthatokat, amelyekre

d
900 = Y
=0

a legkisebb négyzetes koltséget adja, azaz amelyekre

* % * .
R(cy, ¢ty .. ¢) = min R(co,c1, ..., ca),
(co,c1,.-rcq) ERIFL
azaz minimalizalni akarjuk R(co, cq,...,cq)-t a ¢; egylitthatok szerint. A (¢, cf, ..., )
minimumhelyen a R(cg, ¢1, ..., cq)-nek minden valtozoja szerinti parcialis derivaltja 0

kell legyen. Mivel E [cZ] = ¢E [Z] barmely ¢ konstansra és Z valosziniiségi valtozora,
a varhatoérték linearis operator, aminek alapjan belathato, hogy a derivalassal felcse-
rélhets. Igy

2
9, o d d
a_cj (007617-.-7Cd) :E a_cj (Y—;CZXrL) :E 2 (Y_;C’LX’L> (_Xj)] =
d d
=2 (Z ¢E[X;X;] —E [XjY]> =) (Z Cisij — bj) :
=0 i=0

ahol Sij = E [Xsz]7 bj =E [XJY] (’L,j = 0717. .. ,d) K('jvetkezésképpen
d
> cisii =10 j=0,1,....d.

=0

Térjiink 4t matrixos jelolésre; legyen

b’ = (by, by, ..., by) (sorvektor),
= (e, ¢, ..., ch) (sorvektor),
S = [s4] ((d+1) x (d+ 1)-es matrix).

(Ha az X oszlopvektort jeldl, transzponéltjat pedig X”, akkor S = E [XX”] alakban
is irhat6.) Ezekkel a fenti linearis egyenletrendszer a

C*TS — bT

matrixegyenletként irhato fel. Ha tehat az S invertalhato, akkor az egyenletrendszer
egyértelmi megoldasa

¢’ =b'S™ L.
Ezek az egyiitthatok adjak tehat az optimalis linearis regressziobecslést az {s;;} és {b,}
varhatoértékek fiiggvényében.
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7. megjegyzés. Ha a megfigyelés centralt, azaz E[X;] =0 (i = 1,...,d), akkor S-nek az
(X1,...,X4)-hez tartozo fé6minorja éppen e vektornak a kovarianciamatrixa, (S pedig
X kovarianciaméatrixa azzal az eltéréssel, hogy sgo = 1, mig a kovarianciamatrixban itt
0 all.)

8. megjegqyzés. Vegyiik észre, hogy S mindig pozitiv szemidefinit, azaz minden c €

R¥!-re ¢”Sc > 0. Ugyanis
d d 2
(Z C; 2) <Z Cij) (Z C’LXZ> Z 0.
=0 i—0

Ismeretes, hogy egy pozitiv szemidefinit matrix pontosan akkor invertalhato, ha pozitiv
definit, azaz ha a fenti egyenl6tlenséghen nagyobb-egyenl@ség helyett szigorti > all fenn
minden ¢ € R4\ {0}-ra. Kénnyt beldtni, hogy ez akkor van igy, ha a (X,..., X,)
vektor nem koncentralodik R egyetlen d-nél kisebb dimenzios eltolt alterére sem.

Z CiSijCj = Z ¢ E[X;X]

,J=0 4,J=0
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Jelolések™

Felhasznalt jelolések

skalar, (oszlop)vektor vagy halmaz, matrix

véletlen valtozo X, érték x, valoszintségi tomegfiiggvény /strtségfiiggvény X
f(X) varhato értéke p(X) szerint

f(X) variancidja p(X) szerint

X és Y megfigyelési fiiggetlensége Z feltétellel p esetében
I,(X|Z]Y)

~I,(X|Z[Y)

X és Y beavatkozasi fiiggetlensége Z feltétellel p esetében
(részleges) sorrendezés

a valtozok egy teljes sorrendezése

adott G iranyitott kormentes graffal kompatibilis sorrendek halmaza
n objektum sorrendjeinek (permutécidinak) a halmaza

Bayes-halo struktiraja és paraméterei

G iranyitott kormentes graf esszencialis grafja

n csoméponti maximum k sziil§ji DAG-ok halmaza

adott < sorrenddel kompatibilis DAG-ok halmaza

adott G DAG-gal megfigyelési ekvivalens DAG-ok halmaza
kompatibilitasi relacié

pa(X;, G) sziil6i halmaz kompatibilis < sorrendezéssel
Markov-takaroja X;-nek p-ben

sziil6i valtozok halmaza, X; sziileinek halmaza G-ben

a j. konfiguracioja a sziil6i értékeknek egy sorrendben

X, sziileinek, gyerekeinek és gyerekei egyéb sziileinek halmaza G-ben
a Markov-takaré algrafja X;-nek G-ben

MBM(Xj;, X, G) a Markov-takarobeliség relacioja

1,(X|Z]Y)
(XiLY|Z)p
(X LY|Z),)
CL(X;Y|Z)
=<

<¢

<G

< (n)

G,0

a~
G(n)/G"(n)
G~

gG

pa(X;, G) ~<
MBp<Xi)

pa, pa(X;, G)
pay;

bd(X;, G)
MBG(X;, G)
n

k

N

\%

Y

No/N. ...
D|X

valoszintiségi valtozok szama
maximalis sziilészam DAG-okban
mintaszam
Osszes valoszintiségi valtozok szama
valasz, kimeneteli, fiiggd valtozo

........ megfelel6 Osszegei
X valtozohalmazra szikitett adathalmaz
kardinalitas

*Tovabbi konvencidk az egyes fejezetekben jeloltek.
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indikatorfiiggvény

f fiiggvény els6 és masodik derivaltjai

A matrix transzponéltja

z és y vektorok skalarszorzata

informativ/nem informativ informécios kontextus
standard logikai operatorok

standard halmazmiveletek

a bizonyithatosaga K B-bdl

a Gamma fiiggvény

a Béta eloszlas strtségfiiggvénye (pdf)

a Dirichlet eloszlas stirtiségfiiggvénye

az egyvaltozos normal eloszlas stirtiségfiiggvénye

a tobbvaltozos normal eloszlés siirtségfiiggvénye
Bayesian Dirichlet prior, megfigyelési ekvivalens BD prior
Bayesian Dirichlet (BD) prior 1 hiperparaméterekkel
megfigyelési ekvivalens és uniform BD prior

p(Dn|0) likelihood fiiggvénye

X és Y entropiaja

X és Y kolesonos informacioja

X és Y Kullback—Leibler divergenciija

X és Y keresztentropiaja

az abszolutértékbeli (Manhattan) négyzetes (euklidészi) tavolsagok
0-1 veszteség

aszimptotikus, nagysagrendi fels§ és alsd hatar
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Roviditések

ROC Receiver Operating Characteristic (ROC) gorbe
AUC ROC-gorbe alatti teriilet
BMA bayesi modell atlagolas

BN Bayes-halo

DAG irdnyitott kormentes graf
FSS jegykivalasztési probléma
MAP maximum a posteriori

MI kolesonos informacio

ML maximum likelihood

MBG Markov-hatar graf

MB Markov-takaro

MBM Markov-takarobeliség
(MC)MC (Markov-lancos) Monte Carlo
NBN naiv Bayes-halo
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2. fejezet

Valo6szintiségi grafos modellek

A fejezetben dsszefoglaljuk a Bayes-statisztikai keretet, kiilondsen a megkizelités dltal
wgényelt bizonytalansdgokat kezeld modell tulajdonsdgait. Ezt kovetden a valdszinidségi
eloszlasok strukturdlis jellemzdit vizsgdljuk meg, ami a strukturdlis jellemzdk explicit
reprezentdldsdn dt elvezet a wvaldsziniségi grafos modellosztdlyok haszndlatdhoz. A va-
loszintdségr grafos modellosztalyon belil elséként az eqyszerd Naiv Bayes-hdlo, Markov-
lanc és rejtett Markov modell modelltipusokat foglaljuk dssze, majd a Bayes-hdlok és a
Markov-hdlok dltaldnos definicioit adjuk meg és tekintjik dt. Meguvizsgdljuk a reprezen-
taciok pontossagdt, kiterjesztéseiket és azok tuddsmérndki vonatkozdsait.

2.1. Bevezetés

A jegyzetben a bizonytalansag kiilonb6z6 megjelenési formait kizérolagosan a valoszi-
niiségelmélet keretében formalizaljuk. A valoszintiségi alapokon torténd megkozelités
mellett, kiilondsen a szubjektiv valoszintségi értelmezéshez szorosan kapcsolédod bayesi
megkozelités mellett szamos érvet fel lehet sorakoztatni. A terjedelmi korlatokon beliil
ezek koziil tobbet is bemutatunk, amelyek koziil kiemelkednek az axiomatikus (avagy
meta-axiomatikusnak is nevezhets) megkozelitések, mint amilyen a dontéselméleti ala-
pu érvelés |4]. A bayesi megkozelités induktiv kovetkeztetésben, statisztikai kovetkezte-
tésben valo targyalasa a jelen jegyzet Bayesi dontés- és becsléselmélet cimi fejezetében
és az Intelligens adatelemzés cimi jegyzet tobb fejezetében talalhaté. A szakirodalom-
bol a kovetkezd alapmiivek ajanlhatoak [2,20L46] (magyar nyelven lasd [26]), mestersé-
ges intelligencian belilli targyalasa megtalalhato példaul [3,/47]; torténeti attekintésre
és trendek felmérésére pedig a kovetkezGek ajanlhatoak [1,3,14438].

A bayesi értelmezéshez szorosan kapcsolodd mintavételi technikakat roviden a jelen
jegyzet Kovetkeztetési modszerek cimi fejezetében foglaltuk Ossze. Ezeket részlete-
sebben az Intelligen adatelemzés jegyzet tobb fejezetében is targyaljuk. (Altalanos
referenciakiént lasd [8.|18.20H22,32,134.140]).

2.1.1. Racionalis bizonytalansagoktol a valbészintiség szubjektiv
értelmezéséig

Az adat- és tudéaselemzésben megjelend események sokfélesége miatt tilzd egyszertisi-
tésnek tiinhet a tobb szinten jelen 1év6 bizonytalansagot — az adat, a tudas, az elemzg,
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a modell, az elemzés, az értelmezés bizonytalansigat — ugyanazon formalizmus kere-
tében és raadasul akar egyetlen keretben kezelni (a rovidség és egyszertiség kedvéért
véges, diszkrét eseményrendszerekkel foglalkozunk &ltalaban). A keretrendszer univer-
zalis volta miatt feltehets, hogy a bizonytalansidg nem az eseményrendszerhez, hanem
azon beliil az eseményekhez kapcsolodik (eltéréen egyéb modszerektsl, mint a fuzzy
vagy a Dempster-Shaffer megkozelités). Egy ilyen teljes eseményrendszer definidlasa,
kolesonosen kizaro és teljes atomi eseményekkel, kiilonosen nehéz olyan szakteriileteken,
amelyeken eleve tobb, autoném, de bizonytalanul is kapcsol6doé szint van. Ilyen az or-
voshiologa is. Ennek gyakorlasara a targyhoz kapcsolodé laborgyakorlatok és anyagok
adnak lehetGséget.

Egy helyes eseményrendszert feltételezve az események bizonytalansaganak értelmezé-
sére tObb megkozelités is népszeriivé valt a valoszintségszamitas torténetének évsza-
zadai soran. Ilyen tébbek kozott a szerencsejatékokhoz kéthetd kombinatorikus értel-
mezés, a fizikalista avagy propensity alapti megkozelités [44], a frekventista, sorozatok
hatéarértékeként valo értelmezés (az eredeti, von Misses-hez kothets megkozelités atte-
kintésére és annak szamitaselméleti aspektusainak kiterjesztésére lasd [54]). A bizony-
talansag formalizalasara és a valoszintiségek értelmezésére unikalis lehet&séget nytjt
az axiomatikus megkdozelités, amely leegyszertisitve az események bizonytalansigai fe-
letti logikai (preferencia) relacio feltevésébdl bizonyitja be a létezését és egyértelmii
voltat a valosziniiségszamitas Kolmogorov-féle halmazelméleti megalapozasaval kom-
patibilis ,pontszamnak”, racionalitasi axiomak (meta-axiomak) feltevésével. Az igy
szarmaztatott pontszam valoszintségi mértékk;nt hasznalhaté, amelynek értelmezése
a racionalitasi axiomakbol kovetkezGen dontéselméleti alapi, de nevezett szubjektiv,
bayesi, személyes valoszintiségi értelmezésnek is (a teljeskord targyalaseért lasd [4]). Az
axiomatikus megkozelitéshez kozelinek mondhaté a pragmatista vagy eszkézhasznalati
értelmezés, amely a valosziniiségi megkozelités modellezésben valo felhasznélasat helye-
zi az értelmezés kozéppontjaba [7[12,20]. Megkozelitésiinkben a szubjektiv-pragmatista
értelmezést kovetjiik, amely ismételt, valamiféle dllandésagot mutato megfigyelések ese-
tén a fizikalista vagy frekventista értelmezéssel is 6sszhangba hozhato, azok ontologiai
elk6telezettsége nélkiil.

A bayesi értelmezés bemutatésara sorra vessziik a dontéselméleti alapt axiomatikus
szarmaztatas f6bb lépéseit. A feltevések egy racionalista szubjektum modellezésének
szemszogébdol is értelmezhets .

8. definicio ( [4]). A dontési problémat £,C, A, <, definalja, ahol:
(i) & algebraja az eseményeknek, E;;
(ii) C a halmaza a lehetséges kovetkezményeknek, c;;

(iii) A a halmaza a lehetséges cselekedeteknek, amelyek események particioit feleltetik
meg kévetkezményeknek;

(iv) < egy binaris preferenciarelacio A elemei felett.

Amint a definicié mutatja az eseményrendszer feletti bizonytalansagot csupan egy pre-
ferencia relacié testesiti meg. A preferencia relacio értelmezése kulcsfontossagu: defi-
nici6 szerint aktiv beavatkozashoz két6dik, de szandékolt (és kés6bb bebizonyosodd)
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jelentése ,valosziniibb”. A preferenciarelaciébol 6sszehasonlithatosagi, tranzitivitas és
mennyiségi-folytonossagi feltevésekkel az aldbbi eredmény bizonyithato.

1. Propozici6. | [4]] Adott < bizonytalansagi relacié esetén egyértelmiien létezik egy
valos szam P(E) minden eseményhez, s ezek a szamok kompatibilisek <-val (azaz E <
F & P(E) < P(F)) és véges, additiv valoszintiségi mértéket alkotnak.

Egy parhuzamos eredmény korlatos kovetkezmények esetén szarmaztatja a preferen-
cia relacioval kompatibilis (azaz azt tokélesen modellezd) hasznossagok (veszteségek)
egyértelmi létét.

2. Propozicio. | [4]] Egy déntési probléméaban &,C, A, < korlatos kovetkezmények ese-
tén c, < c*,

i) minden c-re a hasznossdg figguény u : C — R u(c) = u(cle,, ¢*) létezik és egyértelm;
i) az érték u(c|c,, c*) fiiggetlen valamely esemény G feltételezett bekovetkeztétdl;

i) 0= u(e.len, ) < ulclen, ) < ulcle, ) = 1

(
(
(
(iv) teljesiil az igynevezett mazimdlis hasznossdg elve :

w <o & Y ulcnm)PEG) £ Y ulcum)PEIG)  (21)

J

Bar a dontéselméleti keret és a szarmaztatashoz hasznalt ,racionalitisi” axidomak meg-
kérdgjelezhet6k, més axiomatikus alapok is hasonléan a valészintiségelméletben meg-
szokott mértékeket szarmaztatjak, amelyek kompatibilisek, pontosabban egybeesnek
az eseményekhez tartoz6 bizonytalansagok kozotti relaciokkal, igy végeredményként
normativan irjak el6 a valoszintiségi modellezés hasznélatat. A fenti eredmények kiter-
jeszthetGek komplex események feletti szigma-algebrakra, amely esetben szigma-additiv
valoszintiségi mértékek adodnak eredményként, a valoszintiségelmélet Kolmogorov-féle
felépitésének megfelelGen [45].

2.1.2. Felcserélhet6ségtsl a bayesi modellatlagolasig

A bizonytalansagok reprezentalasanak és értelmezésének axiomatikus megkozelitése
megmutatta, hogy a racionalitasi axiomakat elfogadva az események feletti bizony-
talansagok, s6t dontések feletti preferencidk modellezésére is normativan adodik a va-
l6szintiségszamitas és valoszintiségi dontéselmélet. Az autonoém, raciondlis entités pilla-
natnyi allapotanak a reprezentalasat meghalad6 induktiv esethez azonban tovabb kell
lépni, ami egy adott stabilitdsi megfigyelések esetében a valdszintiségi keret sziikség-
szer(i kiterjesztéséhez vezet. Ennek bemutatiasahoz idézziik a de Finetti-t6l szarmazo,
binaris eseményekre kimondott reprezentacios tételt, amely altalanosabb esetekre is
kiterjeszthetd.

3. Propozicio. | [4]] Ha z1, s, ... egy végtelen felcserélhetSségii 0-1 véletlen sorozat
P valoszintiségi mérték szerint, azaz barmely n-re és permutaciora 7(1),...,7(n) az

egyiittes valoszintiségi tomegfiiggvény p(z1,...,2,) = D(Tx1)s - - - Tr(n)), akkor létezik
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egy olyan eloszlasfiiggvény Q, amelynek segitségével p(xy, ..., x,) felirhato a kovetkezd
alakban

1 n
play, ... ) —/ []67(1—6"—)dQ),
0 =1

Ttt
Q(0) = lim Plyn/n < 0],

illetve y, = x1 + -+, s 0 = lim,,_, Y /7.

Az tgynevezett reprezentacios tétel szerint a végtelen felcserélhetGség feltevése, neveze-
tesen, hogy a szubjektiv, bayesi valoszintiségek a megfigyelés sorrendjétdl fiiggetlenek,
azt vonja maga utan mintha a megfigyelések egymastol feltételesen fiiggetlenek len-
nének egy hipotetikus mintavételi eloszlds paraméterével vett feltétel esetében. Ezen
paraméter felett is, mintegy magasabb szinten, megjelenik egy eloszlas, amely a lehet-
séges paraméterekre mint aszimptotikus hatarértékekre vonatkoz6 elvardsokat repre-
zentalja. Ambar a végtelen felcserélhetdség az eredmény aszimptotikus volta miatt (a
bayesi megkozelitésben éppen olyan fontos) véges esetben kritizalhato, analog reprezen-
tacios eredmények szolgaltatjak az axiomatikus megkozelités induktiv kiterjesztésébol
szarmaz6 Bayes-statisztikai keretet, amelyben az események feletti bayesi, szubjetiv
valoszintiségek egy modellparaméterezés feletti bayesi, szubjetiv valoszintiségek altal
indukaltak. (Ennek véges megfigyelések esetén vald relevanciajaval kapcsolatban ész-
revehetd, hogy bizonyos véges felcserélhetségii sorozatoknak nincsen keverékreprezen-
tacioja, lasd 226.0., [4]).

Ezen eredmények osszekapcsoldsa szerint tehat az események (kimenetelek) feletti bi-
zonytalansag valosziniiségekkel reprezentalhato, s ez a valoszintiségi eloszlas maga is
parametrikus eloszlasok keverékével reprezentahato (ahol az eloszlasok feletti eloszlast
az eloszlasok paraméterei feletti eloszlas definialja). Mashogyan fogalmazva: az axio-
matikus megkozelitések eredményei (példaul de Finetti, Cox—Jaynes, Bernardo eredmé-
nyei) arra utalnak, hogy a bizonytalansag kezelésénél a valosziniiségszamitas standard,
additiv elmélete sziikségszertien alkalmazando, kiilonben a rendszer, agens, szubjektum
egy jatékelmeleti szituacioban veszteséget szenved el - [47]. Pontosabban, ahogyan de
Finetti ,mintha” tételei mutatjak:

I. : A bizonytalansagok feletti racionalis (konzisztens) preferencia rendszer valoszi-
niiségekkel leirhato.

II. : A kimenetelek (akciok) feletti racionalis (konzisztens) preferencia rendszer hasz-
nossagokkal (és a maximalis hasznossag elvével) leirhato.

ITI. : A felcserélhetGség feltevése maga utan vonja a modellatlagolassal valo leirhato-
sagot.

Fontos hangsilyozni, hogy az altalunk kovetett bayesi-pragmatista megkozelitésben a
valoszintiségi keret univerzalis alkalmazasa mint modellezési eszkoz jelenik meg, s az
értelmezés semmiben nem érinti a valoszinliségszamitas megszokott axidémait.
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2.2. A Bayes-statisztikal keretrendszer altalanos séma-
ja

Az axiomatikus-pragmatista megkdzelitésben adodo, megfigyeléseket is kezels statisz-
tikai keretrendszerben a bizonytalansidgok modellezése technikailig két szintre bonthato
feladatként fogalmazhato meg: az események feletti bizonytalansagokat kifejezd valo-
szintiségi modell megalkotasa, illetve ezen modell feletti bizonytalansagok modellezése
egy méasik valoszintiségi modellel. Fontos hangstlyozni, hogy csak technikailag elvalasz-
tott a két modell és modellezési szint, a ketts egyetlen, egységes valoszintiségszamitasi
keretben jelenik meg (a ,valoszintiségek valoszintiségeivel” kapcsolatos filozofiai vagy
pszichologiai megfontolasok matematikai oldar6l nem jelennek meg). Miel6tt megvizs-
galnank a valészintségi grafos modellek felhasznélasat ezen technikailag kettds szintd
keretrendszerben, Osszefoglaljuk a Bayes-statisztikai keret &ltalanos sémajat. A séma
gyakorlati aspektusait fogjuk hangsilyozni, a lényegének bemutatasa végett nem tar-
gyaljuk a dontéselméleti kapcsolatéat (azaz itt csak a Bayes-statisztikai keretet vazoljuk,
az altalanos bayesi dontéselméleti keretet a Becslés- és dontéselmélet cimi fejezetben
targyaljuk).

Az axiomatikus szarmaztatas jogossaganak elfogadasatol fiiggetleniil a Bayes-statisztikai
keretrendszer koncepcionalisan nagyon egyszert, s ez a gyakorlati alkalmazasahoz sziik-
séges szamitési er6forrasok megjelenése mellett a népszeriiségére is magyarazat. Ebben
a statisztikai megkozelitésben, parametrikus modelleket feltételezve, egy adott informa-
cios ellatottsagn £ szituacioban a megfigyelések feletti p(z|€) bizonytalan elvarasokat
ugy allitjuk els, hogy els6 lépésként meghatarozzuk a relevans, 6 paraméterezést p(x|6)
modelleket, majd ezen 6 paraméterezés felett egy p(6|¢) valoszintiség eloszlast (az x;
mennyiségek a megfigyelhets, a 6 paraméter a tipikusan nem megfigyelhets kategoriaba
esnek). A ¢ informécios kontextus és a valoszintiségek feltételeiben valo szerepeltetése
a valoszintiségek szubjektiv értelmezését hivatott hangsilyozni. Gyakran hasznalt jelo-
lés a €1 és £, amelyek a neminformativ és informativ szituaciokat jelolik. A p(z, 6|€)
egyiittes eloszlas megkonstrualasa utan a valosziniiségszamitas szabélyai szerint tetszo-
leges kovetkeztetések lehetségesek uniform moédon hasznalva a megfigyelhet6 x; mennyi-
ségeket és a nem megfigyelhets 6 paraméreket. A kovetkeztetések altalanos formaban
egy p(a(z,0)|£) kozvetlen valoszintiségi allitast jelentenek, amely felfoghatd személyes
elvarasnakl| A Bayes-statisztikai keret erejét sok tekintetben a valoszintiségszamités
ezen uniform, megfigyeléseket és modellparamétereket egyontettien kezelS, koherens
volta adja.

A jegyzetben a valészintiségszamitasban megszokott jelolésrendszert hasznaljuk. Nagy-
betts valtozok jelolik a véletlen valtozokat és kisbettis megfelelGik az értékeiket, példaul
Px (X = z), ahonnan egyértelmiiség esetén az eloszlas jelolését és a véletlen valtozot
magat is elhagyjuk (P(z)). Binaris, propozicionalis valtozok esetében sajnos a kon-
vencié szerint a nagybetd gyakran hasznélt a pondlt érték jellésére is, ezért azon
esetekben gyakran a teljes kiirast hasznaljuk (P(A = igaz)). Ugyanazt a p(.) jelolést
hasznaljuk a valoszintségi tomegfiiggvényre és stirtiségfiiggvényre, és a megnevezéseiket
is megkiilonboztetés nélkiil hasznaljuk. Ha lehetséges, X jeloli a magyarazo, bemeneti,

* Az angolban szinte kizarolagosan hasznalt ,belief” bizonytalansagokkal kapcsolatos neutralis volta
a magyarban a meggy6z&dés és elvaras szavakkal adhato talan legjobban vissza, de a hit, hiedelem
szavakat is hasznaljuk, esetlegesen érzett mellékjelentéseiktsl elvonatkoztatva.
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avagy fiiggetlen valtozot, és Y jeloli a kimeneteli, fiiggs avagy valasz valtozot. Alta-
laban Dy = {zM, ..., M} jeléli N teljes adatot, azaz amikor a valtozok teljes V.
halmazdban minden valtozé értéke ismert. Ha sziikséges, akkor a vektorokat aldhazas,
a matrixokat dupla aladhizés jeloli.

2.2.1. A modell specifikdlasa a bayesi keretben

Egy idealizalt bayesi megkozelitésben a felhasznalt modellek korét a lehetd legtagabbra
lehetne valasztani, természetesen az informacios kontextusban jelen lévd strukturélis
kényszerek, példaul szimmetridk figyelembevételével. Azonban harom aspektust min-
denképpen érdemes megfontolni:az Ockham—elv potencidlis megsértését, a szamitasi
komplexitast és a komplex modell specifikaciojdnak gyakorlati nehézségeit. Az Ock-
ham elv (,Ochkham borotvéija”) szembedllitdsa a bayesi keretrendszerrel sokat vitatott
kérdés. A még mindig parazslo vita a gyakorlatban dgy oldodik meg, hogy a baye-
si megkozelitésben a komplexebb, altaldnosabb modellek kevesebb megerésitést kap-
nak, mint a megfigyelésekhez hasonloan illeszkedd, de egyszertibb modellek [28,33./40].
A masodik, szamitasi komplexitassal kapcsolatos ellenvetést a 2000-es évektsl megfi-
gyelhetd hardverfejlesztési trendek részben megvalaszoljik, mivel az egyre elérhetGbb
parhuzamos architektturak, altalanos célu grafikus kartyak (GPGPU-k), vagy akar a
,kozlizemi szolgaltatasként” igénybe vehet§ felhSinfrastruktirak, nagyon jol kihasznél-
hatoak a bayesi kovetkeztetésben a Monte Carlo eljardsokon beliill. A harmadik, a
komplex modellek specifikaldsanak nehézségéhez kapcsolodo ellenvetés a fejezet £6 té-
méaja, nevezetesen, hogy hogyan is lehet hatékonyan komplex valészintiségi modelleket
formalizalni. A keretek kijelolése és a fogalmak bevezetése érdekében most csak a
hierarchikus modellezés koncepciojat foglaljuk Gssze.

Hierarchikus modellek axiomatikus szarmaztatasahoz szintén a felcserélhet&ségi meg-
fontolésok hasznalhatoak fel, de ekkor mar a 6 paraméterek szintjén, ami analog médon
vezet egy djabb (technikai) ,hiper” szint megjelenéséhez modellek egyiittese (keveréke)
és a hozzajuk tartozd ¢ hiperparaméterek altal:

p(0,0) = p(9)p(6]9). (2.2)

A gyakorlatban elterjedt megkozelités szerint a hierarchikus specifikdcioban a relevans

M modellosztalyok specifikiciojaval, majd az azokon beliili S, vagy M} model struk-
turék specifikdciojaval, és végiil a modellstruktirakhoz tartozo 6 paraméterek speci-
fikiciojaval torténik. Ennek megfelelGen egy adott ¢ modellosztalybeli k struktara 6}

paraméterezéséhez tartozoé a priori bizonytalan elvaras egy szorzatként fejezhetd ki:

PO, My, M) = p(MO)p( M| M)p(0}.|M}). (2.3)

P

p(z]0,¢) (avagy p(z|0i, M) feltételes eloszlas egésziti ki a Bayes-statisztikai megko-
zelitéshez tartozo teljes egyiittes eloszlassa.

2.2.2. A prediktiv kovetkeztetés

A Bayes-statisztikai keret felhasznalasara és a fogalmak bevezetése végett foglaljuk
ossze a f6bb kivetkeztetéstipusokat (az induktiv kovetkeztés részletesen az Intelligens
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adatelemzés cimii jegyzetben talalhat6). Az a priori elvarasok specifikilasa lehet6vé
teszi az a priori prediktiv kovetkeztetéseket az x megfigyelhet6 mennyiségek felett:

pla) = Y p(Me) [ plal60)p(06/ M) 06 (2.4)

Az integralas és/vagy Osszegzés a modellek felett, akar modellstruktirak és paraméte-
rezésiik felett, a valoszintségszamitasbeli vetitésnek (marginalizacionak) felel meg, és
a bayesi kontextusban bayesi modelldtlagolisnak nevezik [20,25,35,37]. Az a posteriori
valoszintiségi eloszldsok formalis bevezetését megelGlegezve, egy D megfigyelési adat

esetében a a posteriori prediktiv eloszlds a D adathalmazon vett feltétellel igy irhato
fel:

plelD) = 3" p(4ID) [ plalbi)p(6:1D. M) a6 (2.5)

Ezek az egyenletek jol illusztraljak a Bayes-statisztikai keret megkiilonboztets jegyeit
a frekventista valoszintiségi értelmezéshez kapcsolodo frekventista statisztikai kerethez
képest: a bayesi megkozelités egyetlen fixnek tekintett adathalmaz esetében modellek
sokasaga felett atlagol (azaz nincs sem modellkivalasztés, sem hipotetikus adathalma-
zok feletti vizsgalat). A fenti bayesi modellatlagolas normativ szarmaztatasa ellenére
mint technika is széles korben hasznalt, ilyen példaul regresszios és klasszifikacidos mo-
delleknél a ,committee” megkozelitésés [5]; Bayes-haloknal [37]. Mivel a modellatla-
golas altaldban analitikusan nem oldhatd meg, Monte Carlo modszerek hasznalatosak
(altalanos attekintését lasd [25]).

Fontos hangsilyozni, hogy a Bayes-statisztikai megkdzelitésben a predikcié és a pre-
diktiv eloszlasok jelentik a célt, a modellek csupan eszkozkén jelennek meg (bar mint
lattuk sziikségszeri eszkozként). Kovetkezésképpen az idealis Bayes-statisztikai ered-
mény a prediktiv eloszlas, amely természetesen nem 6nmagéban jelenik meg (jelents-
dik), hanem a bayesi dontéselméleti keretben keriil felhasznalasra és vezet optimalis
dontésekhez, példaul a jelentett mennyiségek révén. Az a priori bizonytalansagok p(0)
és a p(x]6) modell felhasznalasaval a kovetkeztetések masik tipusat is bemutatjuk.

2.2.3. A parametrikus kovetkeztetés és a Bayes-szabaly

Az egyiittes eloszlas, amelyben a megfigyelt mennyiségeknek és a modellparaméterek-
nek egyforma statuszuk van, a paraméterekre valo kivetkeztetést is lehetové teszi. A
hires Bayes szabdly felhasznélasédval a megfigyelt mennyiségekkel vett feltétel szerinti
parametrikus kovetkeztetés valik lehetvé:

p(]0)p(9)
p(Olz) = x p(x|0)p(9). 2.6
A egyenletben p(0) az a priori eloszlds vagy prior, p(x|f) a mintavételi eloszlds
amely a likelihood-ot és az L(0;z) a likelihood fiigguény-t is definidlja. A p(x) az adat
margindlis likelihood-ja, amely csupan egy normalizacios konstanst definial és p(0|x) az
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a posteriori eloszlds a paraméterek felett, vagy egyszertien poszterior. Az a[2.6]egyenlet
azt is mutatja, hogy a poszterior egyensilyi allapotot jelent a prior és likelihood kozott,
és a prior konstans volta miatt a megfigyelések novekvs szama esetén a poszteriort a
likelihood fogja dominalni, mig a prior hatasa elhanyagolhatova valik.

A paraméterek a poszteriori eloszlasa méar a prediktiv poszterior eloszlas kapcsan is
megjelent a 2.5 egyenletben mint p(0|D), P(Mjy|D) és p(0x|D, M) a D adat megfigye-
lese utan (lasd [4]). Diszkrét modellek esetében a p(My|D) poszterior felirhato gy,
hogy

p(D|My)p(My)

p(Mg|D) = 2.7
ahol a margindlis modell likelihood avagy M) evidenciaja
p(DIM) = [ p(D M)p(6s/21) oy (2.9
és a margindlis adat likelithood pedig
p(D) = p(D|My)p(My). (2.9)
k

A bayesi megkozelités els6dlegesen elméleti volta ellenére a bayesi elemzés célja gyakran
a modellre vagy legalabbis a modell tulajdonsagaira térténd kovetkeztetés, ami a szub-
jektiv értelmezés szerint a prior elvarasok megfigyelések szerinti normativ ,frissitését”
jelenti.

2.3. Valészintiségi eloszlasok fiiggetlenségeinek
rendszere

A Bayes-statisztikai keret nyitva hagyja a felhasznaland6 valoszintiségi modellosztaly
kérdését, igy akar a teljes targyteriileti vagy akar egyetlen valtozo fiiggésének a model-
lezése is lehetséges. A tovabbiakban a teljes targyeriileti modellezésnél legelterjedtebb
valoszintiségi grafos modelleket, azon beliil a Markov-héalokat, s kiilonosen az oksagi
modellezésben is kézponti szerepet jatszé Bayes-halokat fogjuk attekinteni. A felté-
teles modellek alkalmazhatosédgat az Intelligens adatelemzés jegyzet PGM-ek tanulasa
cimii fejezetében foglaljuk Gssze.

A nagyszamu valtozo6 feletti egyiittes eloszlas hatékony reprezentalasdnal kulcskérdés
az eloszlasban megfigyelhets fiiggetlenségek kihasznélasa, amihez pedig az explicit rep-
rezentalasuk sziikséges. A reprezentacios lehetdségek megértéséhez attekintjiik a fiig-
getlenségek rendszerét, s annak szabalyszertiségeit.

2.3.1. A fiiggetlenség és feltételes fiiggetlenség fogalmai

A feltételes fiiggetlenség fogalma kozponti szerepet jatszik a valészintiségszamitasban,
s mint latni fogjuk a relevancia-irrelevencia kérdéskorének tisztazasaban a logika, a
mesterséges intelligencia, és a gépi tanulés terén is (ezt a valoszintiségek szubjektiv
értelmezése is jelzi). Kovetve a Dawid [11] altal bevezetett jelolést, diszkrét véletlen
valtozok esetében a feltételes fiiggetlenség a kovetkezSképpen definidlhato.
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zok. Jelolje X és Y Z feltétel melletti fiiggetlenségét 1,(X|Z]Y), azaz
(X ALY|Z), iff (VYz,y, 2 p(z, y|2) = p(z]|2)p(y|2) ha p(2) > 0). (2.10)

Egyéb ekvivalens definiciok még a kovetkezdk is (feltéve, hogy a sziikséges mennyiségek
jol definialtak) [31].

(X1Y|Z), & plaly,z) =pz|z)

(X1Y1Z), < plz,y z) =plz,2)py, 2)/p(2)
(XLY|Z), & pla,y,z) = h(z, 2)k(y, z)valamely h,k-ra
(X1Y|Z), & plz,zly) = plz]2)p(z]y)

(2.11)

Az (X 1LY|Z), feltételes fiiggetlenségre egy mésik jeldlés az I,(X|Z|Y) és az I,(X; Y| 2).
Egyértelmiiség esetén az alsdindexet és a feltételt elhagyjuk. A fiiggetlenség hianyat,
azaz a fiiggest (X JLY|Z), jeloli. Erdemes észrevenni, hogy a feltételes fiiggetlenség
Z minden relevans értékére megkovetelt. A feltételes fiiggetlenség gyengébb formaja a
kontextudlis fiiggetlenség, amely esetében a feltételes fiiggetlenség csak adott ¢ értékek
esetén all fenn egy diszjunkt C' halmazndl. A kontextudlis feltételes fiiggetlenséget X
és Y kozott Z feltétel mellett a ¢ kontextusban [,(X|Z, c|Y) jeloli, azaz amikor

L(X|Z,clY) iff (Vz,y, 2 p(ylz, ¢, z) = p(ylz, ¢) ha p(z,c,z) > 0). (2.12)

Az X és Y kozotti fiiggés erdsségének kvantitativ jelzésére nagyon sok asszocidcios
mérték ismert. Egy igen altalanos standard mérték a (feltételes) kélesinds informdcio

MI,(X;Y|Z) = KL(p(X,Y|Z)|p(X|Z)p(Y|Z)). (2.13)

2.3.2. Egyéb valoszintiségszamitasi alapfogalmak

A fiiggetlenség fogalman til a valészintségszamitas elemi eszkozkészletét fogjuk csak
hasznélni, amelynek osszefoglalasaként ajanlhato az MI Almanach [47]. Tételesen a
kovetkezdkre lesz sziikség.

1. Eseménytér. Elemi és Osszetett esemény, additivitas.

Egyiittes eloszlas. Diszkrét eseménytér esetén eloszlas tablazatmodell.
Vetités/bovités. Események feletti  ki-atlagolas/szummazas/integralas”.
Véletlen valtoz6. Varhato érték, variancia, median, modusz.

Feltételes valoszintiség. Kétvaltozos és altalanos eset.

Bayes szabaly. Kétvaltozos és altalanos eset, prior, posterior fogalma, "oc" jelolés.

Lancszabaly. Tetszbleges sorrend melletti alkalmazhatosag.

e R A

Naiv kovetkeztetés. Tetszéleges feltételes eloszlas szérmaztatasa az egyiittes el-
oszlasbol, levezetés.

9. Egyenl6tlenségek. Markov, Csebisev, Cauchy-Schwarz, Jensen
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2.3.3. A Markov-takar6, Markov-hatar és kozvetlen fiiggés fo-
galmai

A feltételes fliggetlenség lehetévé teszi egy adott valtozd szempontjabol irrelevans val-
tozok definidlasat is, méghozza tobbvaltozos modon, illetve elégséges és sziikséges szem-
pontokbdl is.

2.1. definicio. Egy véltozohalmazt M Bp(X;)-t X; Markov-takaré-jonak neveziink
P(Xy,...,X,) eloszlasban, ha (X; 1L V\ MB(X;)|MB(X;))p (egyértelmiiség esetén
P nem jelolt). A miniméalis Markov-takarot Markov-hatarnak nevezziik és M Bo(X;)p
jeloli.
Ha a Markov-takaré egyértelmien létezik, akkor bevezethets egy szimmetrikus paron-
kénti relacio a Markov-hatarbeliségre [L11]: MBM(X;, X;)p fennall X; és X, kozott
P-ben, ha

MBM (X;,X;)p <> X; € MBo(X;)p (2.14)

A Markov-hatarbeliségen beliil definidlhaté egy szigoribb kategoria is, amelyet kdz-
vetlen fiiggésnek neveziink, ha minden diszjunkt Z C V' halmazra (X UL Y|Z) fennall
(ebben az esetben a fiiggés két valtozo kozott is létezik, amikor Z = | ami nem feltét-
leniil igaz a Markov-hatarbeli valtozoparoknal).

2.3.4. A grafoid axiémak

Egy adott valoszintiségi eloszlas esetén a feltételes fiiggetlenségek eleget tesznek a ko-
vetkez6 tulajdonsagoknak, amelyek a valoszintiség szubjektiv értelmezése esetén irre-
levancia tulajdonsédgokként is olvashatok [11,22].

a Szimmetria: Az irrelevancia szimmetrikus.

(XY |Z)if f 1,(Y; X|Z)

b Dekompozicié: Irrelevans informéacio része is irrelevans.

L(X;YUW|Z) = 1,(X;Y|Z) and I,(X; W|Z)

¢ Gyenge unid: Irrelevans informacio6 irrelevans marad mas irrelevans informécio
megismerése utan is.

L(X;YUW|Z) = I,(X;Y|ZUW)

d Osszevonas: Irrelevians informécio irrelevans marad més irrelevans informécid
elfelejtése utan is.

I(X;Y]Z) and I,(X; W|ZUY) = L(X; Y UW|Z)

e Metszet : Szimmetrikus irrelevancia egyiittes irrelevanciat jelent, ha nincs més
fliggés.

L(X;Y]ZUW) and L,(X; WIZUY) = I(X; Y UW|Z)

www.interkonyv. hu © Antos A., Antal P., Hullam G., Millinghoffer A., Hajés G.


http://www.interkonyv.hu

2. Valosziniiségi grafos modellek 33

Ezek a tulajdonsigok mas teriileteken, az adatbazisok elméletében, illetve a grafelmé-
letben is megjelennek, ami indokolta az alabbi fogalmaj bevezetését:

1. Szemi-grafoid (SG) axiomaknak nevezziik a szimmetria, dekompozici6, gyenge
unio, 6sszevonas tulajdonsagokat, amelyek minden eloszlasban teljestilnek.

2. Grafoid axiomaknak nevezziik a szemi-grafoid axiémakat és a metszet tulajdon-
sagot, amely csak szigortian pozitiv eloszlasokban &ll fenn.

A tulajdonsagokat a[2.1) abra és a [2.2] Abra illusztraljak.

A tulajdonsagok bevezetése felvetette, hogy esetleg lehetséges egy helyes és teljes logikai
kalkulust létrehozni a fiiggetlenségek feletti kovetkeztetésre. Els6ként vezessiik be a
fiiggetlenségi modell fogalmat.

2.2. definicid. Egy P(Xy,...,X,) eloszlas Mp fiiggetlenségi modellje pontosan a P-ben
érvényes Ip(X, YY) fiiggetlenségi allitasokat tartalmazza.

Sajnos azonban a Pearl&Paz altal1985-ben megfogalmazott teljességi feltevéssel ellen-
tétben a teljesség nem elérhetd, mivel vannak ezen kiviil is érvényes tulajdonsagok,
amelyeknek nincsen véges karakterizciojuk [52].

2.1. dbra. A szemi-grafoid axiomak vizualizaciéja.
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2.2. abra. A grafoid axiomak vizualizaciéja.

Fiiggetlenségi térképek

Az eloszlasok strukturalis, sok esetben szinte egyediil 1ényeges tulajdonsagainak, azaz
a fliggetlenségi modelljének a reprezentalasahoz tobb megkozelités kinédlkozik.

2.3. definicid. Egy harom argumentumu binaris fiiggvényt I(X, YY) : VXV xV — 0,1
XY, Z CV P eloszlas

1. fliggetlenségi térképének neveziink, ha I = I,

2. fiiggési térképének neveziink, ha I < I,

3. perfekt térképének neveziink, ha I < I,

A grafoid axiéméak grafokban val6 fennalldsa miatt a grafok természetes jeloltek ilyen
térkép szerepre, bar korlataikat latni fogjuk (a [2.3] abra nem-grafoid axiomakat illuszt-
ral).
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2.3. abra. Nem-grafoid axiomak vizualizacidja.

2.4. Valoszintiségi grafos modellek

A grafelmélet és valdszintiségszamitas a véletlen grafok elméletétdl a mai halozatkuta-
tasig sok teriileten kapcsolodik egymashoz. Mindkét kutatasi irany foglalkozik a valo-
szintségi eloszlasok reprezentilasaval, s ez megneheziti a terminologia valasztast. Az
angol probabilistic graphical models (PGMs) kifejezés jelentése grafos vagy graf-alapt
Val(')szim'iségi—1rnodelle1<:|j_‘-]7 amit a meghonosodni latsz6 valészintségi grafos modellek for-
ditas remélhetsleg jol kifejez. Mint latni fogjuk, a grafstruktarak feletti eloszlasok
megadéasanal a véletlen grafok elmélete is szerephez jut, de az alapvet6 kapcsolatot a
grafok felhasznalasa, a valdszintségi modellek strukturalis és parametrikus reprezen-
talasa jelenti. A fiiggetlenségi modell reprezentaldsan tul tovabbi kérdés az eloszlas
kvantitativ reprezentalésa, a kovetkeztetésben valo felhasznalésa és az oksagi modelle-
zésben val6 felhasznélas kérdése. A jelen fejezetben az els6 két kérdést targyaljuk, a
kovetkeztetés kérdését és az oksagi modellek aspektusait a jegyzet két masik fejezete
targyalja. A jelen fejezetben az oksagi kutatasban betoltott szerepe miatt a Bayes-
halés modellosztaly kap nagyobb hangsilyt, de ebben a fejezetben a formalis targyalas
soran a valoszintiségi (akauzalis) értelmezés keretein beliil maradunk.

2.4.1. Bayes-halok kutatasanak attekintése

A Bayes-halok (BN) a valoszintiségi grafos modellek egy alosztélya, amelyben iranyi-
tott, kormentes grafokat (DAG) hasznalunk a sokvaltozos eloszlas fliggetlenségeinek
és kvantitativ jellemzd&inek a reprezentalasara, illetve opcionalisan az eloszlast generélo
oksagi mechanizmusok reprezentalasara is. Egy intuitiv értelmezés szerint a csomopon-
tok a véletlen valtozokat, az élek pedig kozvetlen oki rahatast jelentenek, igy definalva

fNem pedig véletlen grafokon alapulé modellek jelentés.
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a modell strukturajat, amely egy iranyitott kormentes graf. A strukturat definialo
DAG lokalis valészintiségi modellekkel van kiegészitve, annotalva, nevezetesen min-
den csomoéponthoz tartozik egy lokalis modell, amely megadja azon csomépont altal
reprezentalt valoszintiségi valtozd valoszintségi fiiggését a grafban sziilként jelen 1évé
valoszintiségi valtozoktol. Ezen lokalis modellek paraméterei a modell paraméterei.

A Bayes-hal6 modellosztalyt tobb tudomanyteriileten is sokoldaltan felhasznaljak. A
teljesség igénye nélkiil ide tartozik a tuddsmérnokség, a gépi tanulés, az adat- és tudéas-
fazio, a biomarker kutatasok vagy az oksagi kutatasok. A Bayes-halok sokoldalusaga
abbol a ténybdl kovetkezik, hogy hdrom autonom kutatési szintet kapcsol egybe: az
oksagi modellt, a valoszintiségi modell fiiggetlenségi struktirajat és a kvantitativ elosz-
last. Egy masik dimenzié mentén szintén harom szerepet tolt be: a tudasreprezentalas,
az adatokbol torténd tanulds és az intelligens dontéstamogatas problémakoreit fedi le.
Ezen két dimenzié6 mentén létrejové kombinaciok kimerithetetlen tarhazat jelentenek,
malis szekvencialis beavatkozasok megtervezésénél. A valoszintiségi grafos modellek és
eloszlasok akauzalis relacidinak sokféleségét a [2.4) abra illusztralja.

Irdnyftott/irdnyftatlan G graf

Egyltteseloszlas | & e Grafbeli elvalasztds l<V|Z| W>
P(X)
I
\\ ,' 1
1 ~ Pl 1
~ »
1 \\ y 1
1 ~ ,’ 1
1 N 1
I “a
- N 1
1 ,, \\ 1
Fe B ” \~
Dekomponalas .~ ~ | Fiiggsegi model
P(U) =IT f(Ui) M= [Io<V| Z| W>,....]

2.4. abra. A valoszinitiségi grafos modellek és eloszlasok akauzalis relacio.

A grafos modellek kutatasa valoszintiségi és oksagi modellezésben visszavezethetd az
1920-as évekig, Wright atvonal-diagrammokat vizsgalé munkajaig [55]. Az els6 (orvosi)
alkalmazasa a Bayes-haloknak, mint valoszintiségi szakérti rendszereknek 1970-ben
jelent meg, amely mind tudasmérnoki és gépi tanulési jegyeket is felmutatott [13].
Sokvaltozos, nagyobb szakteriiletet lefed alkalmazasok az 1980-as évek végétdl lattak
napvilagot. Valoszintiségi eloszlasok fiiggetlenségeinek szisztematikus vizsgilata 1979-
ben publikaltak [11], amit J.Pearl mérfoldkének szamito konyve kovetett a DAG-ok
felhasznalhatosagarol [22]. Az eloszlasok dekomponalasanak lehetdsége annotalt DAG-
okkal 1982-ben meriilt fel elGszor (a graf alapi dekomponélas részletes targyalasat
lasd [31]).

A Bayes-halok oksagi felhasznélasa a kezdetektdl jelen van [22)28]53|, bar eleinte csupan
emberi segédeszkoznek tekintették és az oksag valoszintiségi alapt kutatésa f6 kérdé-
sének a passziv megfigyelésbdl valo tanulas hatarainak a tisztazasat tartottak (példaul
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a hatéasersség identifikilhatosaganak kerdését [21122,42]). Ezt kés6bb egészitette ki
a fliggetlenségi modell mogotti oksagi modell kutatésa és a kontrafaktualisok szeman-
tikdjanak modell alapu definidlasa |12}23]. Hatékony kovetkeztetési eljarasokrol szolo
publikaci6 Bayes-hélok egy specidlis osztalyara, a polifakra 1983-ban jelent meg, ame-
lyet 1988-ban kovetett egy altalanos esetben is hasznalhato, az egzakt kovetkeztetésben
dominanssa valo megoldas, a klikkek fajaban valo kovetkeztetés [25]. A paraméterek
bayesi kezelése rogzitett struktira esetén Dirichlet priorok felhasznaldsaval 1990-ben
jelent meg [27], a kapcsolodo ,prekvencialis” (predictive sequential,prequential) keret
pedig 1993-bol szarmarzik |26]. A paraméterek atfogo, strukturalis és kauzalis aspektu-
sait is figyelembe vevs megoldasa 1995-ben sziiletett meg [16].

A struktarak feletti bayesi megkozelités 1991-ig vezethets vissza, amely még feltette a
valtozok oksagi sorrendjének az ismeretét [1|. Az altalanos elméleti és gyakorlati keret
1992-bél szarmazik [6]. Egy teljes bayesi megkozelitést strukturalis modelltulajdonsa-
gok kovetkeztetésére 1995-ben kozoltek [37], amelyet 2000-ben adaptaltak nagyszami
valtozora [11L|16].

Bayes-halok dekompondlt reprezentalasa mar az 1990-es évektdl jelen van a szakiroda-
lomban [19], bar kezdetben a kontextualis fiiggetlenségek vezérelték ezt az iranyt. A
propoziciondlis reprezentaciotol valo elmozdulas a relacids és az altalanosabb elsérendii
logika felé egy jelenleg is aktivan kutatott irany [23,27.29430].

2.4.2. Iranyitott elvalasztas, és egyéb grafelméleti fogalmak

A fiiggetlenségek tulajdonsagainak grafszeriisége és a fiiggetlenségi térképre vonatkozo-
an megfogalmazott kivanalmak a [2.3] definici6ban természetes modon vetik fel a grafok
felhasznalasat a feltételes fiiggetlenségek reprezentalasara. A lefogés/elvalasztas relacio

T s

hasznalni.

10. definici6. Egy G iranyitott, kdrmentes grafban az X, Y, Z C V diszjunkt csomo-
pont halmazok esetében jeldlje I (X |Z|Y), illetve Iq(X;Y|Z), ha X ésY d-elvdlasztottak
7 altal, azaz ha minden p 4t X és Y kozott blokkolt Z altal a kdvetkezGképpen

1,2 a p ut tartalmaz egy Z-beli n csomépontot nem Osszetarto élekkel (azaz igy
— n — vagy igy < n —),

3 a p ut tartalmaz egy nem Z-beli n csomépontot Gsszetartd élekkel (azaz igy
— n <), amelynek nincs leszarmazottja Z-ben.

A [18] definiciot a [2.5] abra illusztralja.
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2.5. dbra. Az irdnyitott elvdlasztas (d-szeparacio) vizualizacidja. Az X és 'Y csomo-
ponthalmazok akkor d-szeparaltak, ha koztiik minden 1t blokkolt vagy dthaladé (1) és
széttarté (2) médon egy Z-beli csoméponttal, vagy konvergalé médon (3) Z-n kiviili
elemmekkel (leszarmazottak sem Z-beliek).

Az elvalasztason /lefogason kiviil sziikséges grafelméleti fogalmak még a kovetkezGek
(lasd MI Almanach [47]):

e Iranyitatlan, irdnyitott, részlegesen iranyitott graf fogalma

Grafreprezentaciok, adjacencia matrix

Sziil6, gyermek, &s, leszarmazott, at, hurok, klikk

Fa, polifa, t6bbszoroson dsszekotott grafok

Topologiai (6siségi) sorrendezés

Kordalis/haromszogesitett grafok |perfekt grafok|.

Az iranyitott Markov-feltételek

Egy Bayes-halo struktiirdja és a reprezentalni kivant eloszlas kozti kapcsolatot az alabbi
négy feltételre alapozhatjuk [7,22,23,31].

11. definici6é. A p(Xy,...,X,,) eloszlas faktorizalhato a G DAG szerint, ha

n

p(Xi,..., Xn) = [ [ p(Xil Pa(X))), (2.15)

i=1
ahol Pa(X;) az X; csomopont sziil6i halmaza G-ben.

12. definici6. A p(X;, ..., X,) eloszlasra teljesiil a sorrendi Markov-feltétel G szerint,
ha

Vi= 1, NN (X_<(i) ain {{X<(1), e X_<(Z-_1)} \ Pa(X<(i))}] Pa(X<(i)))p, (2.16)

ahol < egy topologikus sorrend G esetén (azaz az élek kompatibilisek G-vel) és
{X<(1), e X<(i,1)} \ Pa(X<(i)) X<(i) Osszes 0sét jeléli kivéve a sziileit.
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13. definici6. A p(Xy,...,X,) eloszlasra teljesiil a lokalis (sziil6i) Markov-feltétel G
szerint, ha barmely valtozé fiiggetlen a nem-leszarmazottaitol feltéve a sziileit

Vi=1,...,n:(X; 1L Nondescendants(.X;)| Pa(X;)),, (2.17)

ahol Nondescendants(X;) jeloli X; nem-leszarmazottait G-ben (azaz akikhez nem vezet
it G-ben X,-tol).

14. definicio. A p(Xy, ..., X,) eloszlasra teljesiil a globalis Markov-feltétel G szerint,
ha
VXY, ZCV: I(X;Y|Z)g = (X 1L Y|Z), (2.18)

Ezen feltételek segitségével megfogalmazhato egy alapvets kapcesolat eloszléasok és DAG
reprezentaciojuk kozott [31].

2.4.1. Tétel. | [31]] Egy p(V) eloszlas és G DAG esetén a [11] és |14 feltételek
ekvivalensek:

(F) p Markovi G-hez avagy p faktorizalodik G szerint,
(O) p eleget tesz a sorrendi Markov-feltételnek G szerint,
(L) p eleget tesz a lokalis Markov-feltételnek G szerint,
(G) p eleget tesz a globalis Markov-feltételnek G szerint.

A feltételek ekvivalencidja miatt ezekre a feltételekre egyiittesen is mint iranyitott
Markov-feltételekre hivatkozhatunk (p, G) par viszonylataban.

2.4.3. Bayes-hal6 definicidok

A Markov-feltételek felhasznalaséval az alabbi meghatarozas adhato.

15. definici6. A G iranyitott kormentes graf a P(V) eloszlas Bayes-haloja, ha minden
valtozot a graf egy csomopontja reprezental, a grafra teljesiil valamelyik (és igy az
osszes) Markov-feltétel, és a graf minimalis (azaz barmely él elhagyasaval a Markov-
feltétel mar nem teljesiil).

Mig ez a definici6 egyértelmtiien a valoszintségi fiiggetlenségek rendszerének reprezen-
taciojaként tekint a Bayes-halora, addig a mérnoki gyakorlatban kézkedvelt az alabbi,
praktikus meghatarozas.

16. definici6. A V valoszintiségi valtozok Bayes-héloja a (G, 0) paros,ha G egy iranyi-
tott kormentes graf, amelyben a csomoépontok jelképezik V' elemeit, 6 pedig a csomo-
pontokhoz tartozo P(X;|Pa(X;)) feltételes eloszlasokat leiré numerikus paraméterek
Osszessége.

A Markov-feltétel teljesiilése biztositja, hogy minden grafbol kiolvasott fliggetlenség
teljesiiljon az eloszlasban, azonban a maésik iranyhoz, ahhoz tehat, hogy minden fiig-
getlenség kiolvashato is legyen a grafbol, annak stabilnak is kell lennie.
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17. definicio. Egy P(U) eloszlas stabil, ha létezik olyan G DAG, hogy P(U)-ban
pontosan a G-bdl d-szeparacioval kiolvashato fliggések és fliggetlenségek teljesiilnek
benne (azaz G perfekt térkép).

A DAG-reprezentéicié korlatjat alapvetGen az jelenti, hogy numerikusan a struktira
szerint nem sziikségszeri fliggetlenségek is lekddolhatdak. A trividlis redundancidkon
tal ezek rejtett formakban is megjelenhetnek, példaul nem tranzitiv fliiggések képében
vagy alacsonyabbrendii fiiggetlenségek képében (példaul egy Markov-lancban megfelels
paraméterezés mellett el6fordulhat, hogy a fiiggések nem tranzitivak).

A d-szeparacio sziikséges és elégséges voltat a kovetkezd tétel mutatja, amely szerint egy
adott G DAG-gal kompatibilis Gsszes eloszlasban érvényes fiiggetlenségeknek a G-beli
d-szeparacié egzakt reprezentacioja [22].

2.4.2. Tetel. [ [22]]

VXY, ZCV: (X LY|Z)e < (X U Y]|Z),in all p Markov relative to G.

A tétel élesitése, hogy &ltalanos bayesi megkozelitésben azon eloszlasok mértéke 0,
amelyeknek G nem perfekt térképe [21].

Azonban bizonyos tipust fiiggetlenségekhez, példaul a négy csomoépontos gyémant
struktirdhoz, a Bayes-halos megkozelités nem alkalmas, s ez a reprezentéacios korlat
felveti més graftipusok hasznalatat is.

2.4.4. Markov-halok

Markov-halok esetében egy G=(P,E) iranyitatlan graf alapjan definidlunk egy fiig-
getlenségi térképet a G-beli (irdnyitatlan) elvalasztasra/lefogasra alapozva (P a (cso-
mo)pontok halmaza és E a P-be tartozé pontparok, élek halmaza).

18. definicié. Egy G iranyitatlan grafban az X, Y, Z C V diszjunkt csomépont halma-
zok esetében jelolje I(X|Z|Y), illetve I6(X;Y|Z), ha X ésY elvdlasztottak Z altal,
ha minden p Gt X és Y kozott tartalmaz egy Z-beli elemet.

Az iranyitott grafokkal anal6g modon irdnyitatlan grafoknal is megfogalmazhatoak
Markov-feltételek.

2.4.5. Markov-feltételek iranyitatlan grafokban
F Klikk faktorizalas: Ha P(X;.,) G klikkjein definialt szorzatként felirhato.

P Paronkénti markovisag: Barmely két nem szomszédos valtozo fliggetlen egymaéstol
az Osszes tObbi valtozoval vett feltétellel.

L Lokalis markovisag: Egy véiltozo fiiggetlen minden més valtozotol a szomszédaival
vett feltétellel.

G Globalil markovisag: Barmely két valtozohalmaz fiiggetlen egyméstol egy ket
elvalaszto halmazzal vett feltétellel.
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Az iranyitott grafoktol eltérden ezek a feltételek altalanos esetben nem ekvivalensek,
bar G = L = P. Kordalis grafokban szorosabb a kapcsolatuk, és pozitiv eloszlasokban
viszont ekvivalensek.

2.1. tétel (Hammersley-Clifford, 1971, unpublished). Pozitiv eloszlasokban az iranyi-
tatlan Markov feltételek ekvivalensek: F' < P & L & G.

2.2. tétel. Ha egy G kordalis graf lokalisan (vagy globélisan) markovi a p eloszlashoz,
akkor az F tulajdonsag is teljesiil.

Ennek kévetkezményeként is a Markov-halo definicidja igy adhatd meg.

2.4. definicid. G irdnyitatlan graf a p eloszlas Markov-haloja (azaz G fliggetlensé-
gi térképe p fiiggetlenségi modelljének), ha G globalisanﬂ markovi (Ig(X|Z]Y) =
Ip(X|Z|Y)) és G minimélis (azaz egy él torlésével ezt a tulajdonsagat elvesztené).

Pozitiv eloszlasokban a Markov-héalot/Markov-(véletlen) mezét Gibbs-(véletlen) mez6-

nek is nevezik, mivel a Hammersley—Clifford elmélet szerint a kdvetkezé faktorizalhato
lehetséges.

2.5. definicio. Egy eloszlas Py Gibbs mérték, ha faktorokkal (potencialokkal) definial-
hato & = {®1(V4),..., Px(Vk)}:

1
Po(V) = = 1_11 (V7). (2.19)
ahol Vi,...,Vx C V & Z egy normalizaciés konstans. Gibbs-(véletlen) mez6khoz

tartozd G esetében Vi, ..., Vi pontosan G klikkjei.

Mivel a globalis markovisaghol kovetkezik a lokélis markovisag (p, G) esetében, X szom-
szédos  csomopontjai G graftban  bd(X,G)  mindig X Markov-takardja
(MB,(X,bd(X,G))). Tovabba pozitiv eloszlasokban ez egy egyértelmi Markov-takaro.

2.3. tétel (Pearl,Paz, 1985). Ha G egy Markov-héloja egy p pozitiv eloszlasnak, akkor
X szomszédos csomodpontjai G grafban egy egyértelmt Markov-hatart formalnak.

A tulajdonsigok a tudasmérndkség és gépi tanulds szamara is sokrétiien felhasznalha-
toak, példaul:

F Klikk faktorizalas: kovetkeztetésben.
P Paronkénti markovisag: élenkénti konstrukcié esetében.
L Lokalis markovisag: Markov-hatar alaptu konstrukcioban.

G Globalis markovisag: globalis relevencia viszonyok gyors kikovetkeztetésében (el-
valasztasra hatékony algoritmusok léteznek).

fNem ekvivalens definiciockban a Lokalis feltétel is hasznalt.
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2.4.6. Bayes-halok és Markov-halok reprezenticios képessége

A Markov-halok, a Bayes-halokhoz hasonldéan helyes, de nem teljes reprezentacioi a
fiiggetlenségeknek. Reprezentacios képességeik (avagy hidnyossagaik) azonban bizo-
nyos mértékig komplementerek. Példaul a gyémantstruktaraju Markov-halokkal egzakt
modon reprezentalt eloszlasok Bayes-halokkal egzakt modon nem reprezentalhatoak,
viszont a Bayes-halokban egzakt moédon reprezentalhatd v-struktira egzakt modon
nem reprezentalhatdo Markov-halokkal. A két modellosztaly reprezentacios képességeit
a [2.6] abra illusztralja.

2.6. definicio (Intranzitiv harmas/v-struktira). X,Y, Z véletlen valtozok egy Intran-
zitiv harmast /v-struktirat alkotnak p eloszlasbn, ha fennall D,(X;Y), D,(Y;Z) és
L(X; Z).

Iranyitatlan
grafalk

Kordalis grafok

-

DAG-ok

Valoszinlségi
flggetlensegek

/
P

" Markov
mezdk
Oksagi modellek

Dekomponalhatd modellek

2.6. abra. A kiilonb6z6 tipusi grafok reprezentacios képességei.

2.5. Egyszeri Bayes-halok

A valo6szintségi grafos modellek strukturalis képességeinek attekintése utan a modellek
kvantitativ specifikdlasanak kérdéseit vizsgaljuk. Ennek bevezetéseként harom egysze-
ri, de széleskorben hasznalt modellosztaly paraméterezését és felhasznéalasat mutatjuk
be.

2.5.1. Naiv Bayes-halok

Tételezziik fel, hogy a valtozok halmaza tartalmaz egy hipotézisvaltozot (V') és megfi-
gyeléseket (X1,..., X,). (Elterjedt més elnevezések ugyanezen fogalmakra: ok, modell,
diagnozis, illetve okozat, bizonyiték, megfigyelés, tiinet, szimptoma.) A megfigyelések
csoportjat tekinthetjiik kiilonb6z6 tipust megfigyeléseknek (példaul tiineteknek egy or-
vosi problémaban) vagy azonos tipusi, de eltérs ideji megfigyelések szekvencidinak. A
naiv Bayes-halok definialo tulajdonsaga, hogy a P(Y, X, ..., X,,) eloszlasban X;-k fel-
tételesen fiiggetlenek Y feltétellel, azaz Ip(X;; X'|Y) = P(X,|Y) barmely diszjunkt X’
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részhalmazra. A modell parametrikus megadasat Y p(Y) eloszlasanak megadasa és a
P(X1|Y),...,P(X,|Y) feltételes eloszlasok megadasa jelenti. Ekkor

PY|Xiy,..., X;,) x P(X,,|Y)... P(X;, |Y)P(Y). (2.20)
Ha Y binaris, akkor az esély igy irhato fel:

PY =1X;,...,X;,) P =1) 7 P(X;,]Y =1)
= 57 =0) H B (2.21)

Az eredmény jol tiikrozi a valdszintiségi grafos modellek, nevezetesen itt a Bayes-halok
azon képességét, hogy az altalanos diszkrét, véges esethen exponencidlis szdmossagi
paramétert és kovetkeztetést linearis szamossagi paraméterre és linearis szamitasi ideji
kovetkeztetésre lehetett redukalni a fliggetlenségek kihasznélasaval.

2.5.2. Markov-lancok és rejtett Markov modellek

Els6rendi Markov-lancok esetében feltételezziik, hogy az X, ..., X, valoszintiségi val-
tozok korében minden i-re teljesiil, hogy X; feltételesen fiiggetlen az X, ..., X; o val-
tozoktol az X;_; ismeretében. Homogén linc esetében tovabba az tigynevezett atme-
neti valosziniiségeket egy indexfiiggetlen P(X;|X;_1) feltételes eloszlas definidlja. Ez a
modell a rejtett Markov-modelleknél kiegésziil a megfigyelhetd evidencidk Fy, ..., E,
valészintiségi valtozd halmazzal, amit — egy statikus érzékel6 modellt feltételezve — egy
szintén indexfiiggetlen P(F;|X;) kot a kozvetleniil mar nem megfigyelhetének vélelme-
zett ,rejtett allapot” X; valtozokhoz. A Markov-lancot és rejtett Markov modelleket
a 2.7 4bra illusztralja.

2.7. abra. Markov-lanc és rejtett Markov modell illusztralasa.

A rejtett Markov-modellek esetében szintén hatékony, a valtozok szaméban linearis
és a valtozok értékkészletének méretében négyzetes futasi ideji eljarasok léteznek a
kovetkezd tipikus feladatokra:

1. Sziirés (filtering) vagy ellen6rzé megfigyelés (monitoring): ez a bizonyossagi al-
lapot (belief state) kiszamitasanak a feladata, ami a jelenlegi allapot feletti a
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posteriori eloszlas, az adott id6pontig vett Osszes bizonyiték ismeretében; vagy-
is szeretnénk kiszamitani a P(X;|e;.;) mennyiséget, feltéve, hogy a bizonyitékok
folyamatos sorozatban érkeznek a ¢t = 1 id6ponttol kezdve.

. El6rejelzés (prediction): ez egy jovibeli allapot feletti a posteriori eloszlas kisza-

mitasanak a feladata az adott id6pontig vett 0sszes bizonyiték ismeretében; azaz,
szeretnénk kiszamitani a P(X;,|e;;) mennyiséget valamely 0 < k esetén.

. Simitas (smoothing) vagy visszatekintés (hindsight): ez egy multbeli allapot fe-

letti a posteriori eloszlas kiszamitédsanak a feladata a jelen idépontig vett Gsszes
bizonyiték ismeretében; azaz, szeretnénk kiszamitani a P(Xj|e1.;) mennyiséget
valamely 0 < k < t esetén.

. Legvaloszintibb magyarazat (most likely explanation): a megfigyelések egy so-

rozatanak ismeretében szeretnénk megtaldlni azt az allapotsorozatot, amely a
legvaloszintibben generalta az adott megfigyeléseket; vagyis szeretnénk kiszami-
tani az argmax,, , P(x1.4]e1.) értékét.

. Likelihood paraméterezés: megfigyelések egy vagy tobb sorozatanak ismereté-

ben (x) szeretnénk megtalalni azt a paraméterezést (), amely az adott megfi-
gyeléseket legnagyobb valoszintséggel generalta; azaz szeretnénk kiszamitani az
argmazxeP(x|0) értékét.

2.6. Parametrizacio, priorok definialasa és tudasmeér-

noki kérdések

A teljes bayesi megkozelitésben a modelleket nem csupan egy pontparametrizacioval
kell ellatni, hanem a priori kényszereknek megfelel§ struktiarak és paramétertér feletti
eloszlasok megadasaval is. Ezek targyalasa viszont az oksagi aspektusok figyelembevé-
telét is igényli, igy targyalasuk a tudasmérndoki és kiterjesztett PGM reprezentéacidkhoz
hasonloan az Oksagi modellek cimi fejezetben kapott helyet.
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3. fejezet

Oksagi modellek: reprezentacidk és
kovetkeztetések

3.1. Bevezeto

A Valoszintiségi grafos modellek cimi fejezetben ismertett megkozelités a bizonytalan-
sag kezelésére, modellezésére mind tudoménytorténeti, mind gyakorlati szempontbol
sikeresnek mondhat6, aminek eredményeképpen a bayesi statisztika, a bayesi déntésel-
mélet, illetve a valoszintiségi grafos modellek, ezen beliil a Bayes-halok és a Markov-
halok megjelentek és széles korben elterjedtek szinte minden tudomaéanyteriileten, de
ipari és kereskedelmi alkalmazasokban is. Az oksagi kutatas sok tekintetben eltérd
helyzetben van, mivel az okozatisag

1. inkabb a determinisztikus és nem bizonytalan vilagképhez tartozik,
2. aszimmetrikus, szemben az informacids, asszociaciés bizonytalansaggal,

3. aktiv cselekvések, beavatkozasok kovetkezményeihez kapcsolodik, és nem passziv
megfigyelésekhez,

4. mechanizmusokhoz kapcsolédik, amelyek autondmok, modulérisok az Gket terheld
zajok és a beavatkozésok viszonylataban,

5. idéi-aspektussal is rendelkezik.

A bizonytalansag modellezésében az asszociacios relaciok és az oksagi relaciok meg-
kiilénboztetésére tobb szempontrendszert is megfogalmaztak, ilyen példaul az orvos-
biologiai kutatdsokbol szarmaz6 kovetkezd lista, mely az oksagi relaciokkal szemben
tamasztott kovetelményeket sorolja fel [33):

1. Er6. Erés statisztikai asszociacio.

2. Konzisztencia, specifikussag, koherencia. Példaul az ok megsziintetésével a hatas
is sziinjon meg (sziikségesség), és az ok bekovetkeztével a hatés is erdsodjon
(elégségesség).

3. Gradiens. Legyen a kévetkezmény aranyos a hatassal (dozis—hatas elv).
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4. Temporalitds. X id6ben el6zze meg Y-t.

5. Plauzibilitas és analogia. Létezzen magyarazat, és ne legyenek alternativ, zavar6
tényezdére is épit6 alternativ magyarazatok.

6. Kisérleti adatok léte.

Jelen fejezetben csak az oksagi modellek szakért6i tudason alapulé létrehozasat és fel-
hasznalasat vizsgéaljuk, a tanulasukat az Intelligens adatelemzés cimi jegyzet egyik
fejezete tartalmazza.

Kiindul6pontként elfogadjuk a Bayes-statisztikai keretet. Célunk egy olyan modell 1ét-
rehozasa, amely 0sszegzi az eddigi ismereteket és megfigyeléseket, s amely lehetévé teszi
a beavatkozasok hatasainak automatizalt kikovetkeztetését is. Els6ként azt vizsgaljuk
meg, hogy a Valoszintiségi grafos modellek cimi fejezetben ismertetett Bayes-halok
mennyiben felelnek meg az oksagi modellekkel kapcsolatos intuicionknak, nevezetesen
annak az oksagi szemantikanak, hogy az élek kozvetlen oksagi rahatast reprezentélnak.
Az irdnyitott kormentes grafok, a DAG-ok, remélt harmas felhasznalasat a abra
illusztralja.

Letis |

3. Egyuttes eloszlas reprezentalasa

@

P(M,K,B,S,T) =

P(M)P(K|M)P(B|K,M)P(S|B)P(T|S,M) Q 1. Oksagi modell

Mp={lp1(B;TM),..

2. Fuggetlenségek grafos reprezentalasa

3.1. abra. Bayes-halok reprezentacidjanak harom aspektusa.

Az experimentalis oldalrol kozelitve bevezethetd az idealis beavatkozéashoz tartozo (em-
pirikus) eloszlas fogalma.

19. definicio. Jeldlje do(X = x) az X valtozo beéllitasat  értékre, és jelolje p(Y|do(x))
az ehhez a beavatkozashoz tartozo eloszlast (elméleti kontextusban az empirikus voltét
jelols p nem jelolt).
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Természetesen a megfigyelési és beavatkozasi eloszlasok mar a legegyszertibb esetben
is eltérhetnek. Fontoljuk meg a két X,Y valtozo alkotta rendszert, amelyeket egy
X — Y oksagi relacio kot Ossze indulalva a p(X,Y) eloszlast. Az X esetében nincs
kiillonbség (passziv) megfigyelésés és (aktiv) beavatkozas kozott, de Y esetében mar
igen: p(Y|do(z)) = p(Y|z), de p(X|do(y)) = p(X) és nem egyenls p(X|y)-nal. A
megfigyelési ekvivalencia analogidjara a kauzdlis irrelevencia fogalma is bevezethetd |12,
23).

A statisztikai és oksagi kapcsolatak kutatasanak legf6bb fogyasztoja epidemiologia. E
teriileten a kovetkezd méroszamok hasznaltak az okségi relaciok kvantitativ jellemzé-
sére, amelyek a do szemantikat felhasznéalva a kovetkezGképpen irhatoak (egy binaris
X (pl. kitettség) és Y (pl. betegség) kozott): rizikobeli kiilonbség vagy okséagi hatés
(0), tulajdonithaté/okozott rizikéd () és az esélyhanyados(W).

d = plyldo(x)) — p(y|do(—x) (3.1)
 p(yldole)) — plyldo(~a)

b = P(yldo()) (3:2)
p(yldo(a))/p(-yldo(x))

Y= o)) p(cyldo(=a)) (3:3)

Természetesen ezeknek a mennyiségeknek a standard epidemioldgiai definicioja nem a
beavatkozasos do szemantikat hasznalja, hanem az ,,adjustalt” megfigyelési valoszinégé-
ken alapulokat |24]32,33]. Az ,adjustalas” (vagy ,kontrollolalas”) a zavaré tényezk Z
eliminaldsara szolgal tgy, hogy X hatasat Y-ra a potencialis zavard tényezdk azonos
értékei mellett vizsgaljuk (azaz feltételbe emeljiik és ,fixen tartjuk” Sket).

plyldo(x)) = plylz, 2)p(z) (34)

3.2. Bayes-halok ekvivalencia-osztalyai

Az eloszlas stabilitasanak és szigori pozitvitdsanak feltevése sem zérja ki, hogy az
eloszlés fliggetlenségi modelljének tobb DAG is perfekt térképe legyen. Erre példa a
kovetkezd.

3.2.1. Példa. || Tekintsiink egy Markov-lancot X = {X},..., X, }, amelynek eloszlasa
stabil. Fiiggetlenségi modellje definici6 szerint tartalmazza a kovetkezdket i=l, ... n:
(X; W{X,... Xi o} X;_1), és az implikalt (X; WL{Xy,... X; o, Xiio,. ., X X1, Xiva })
. Ez a fiiggetlenségi modell n darab azonos linearis vazi Bayes-héaloval is egzakt mo-
don reprezentélhatd (azok perfekt térképei), amelyekben nincs dsszetarto élpar. (Két
specialis eset az ,el6refele” és a ,yisszafele” irdnyitott halozat, 1asd abra.)
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T e

3.2. 4bra. Azon harom X, X3 valtozos Bayes-halok ekvivalencia-osztalyai, amelyekben
direkt fiiggés van X, Xo és Xo, X3 k6zdtt, de nincs Xy, X3 kozott.

A DAG-okbol d-szeparacioval indukalt fiiggetlenségi modellek lehetévé teszik egy DAG-
ok feletti ekvivalencia-relacio bevezetését [21}22,31].

20. definici6. Két DAG Gy, Gy megfigyelési ekvivalens, ha pontosan ugyanazokat a
d-szeparacios relaciokat definialjak, azaz (X 1L Y|Z)q,) < (X 1L Y|Z)q,.

Az igy definidlt ekvivalencia-osztalyok igen eltér6 szami DAG-ot tartalmaznak. A
fiiggések teljes hidnyahoz tartoz6 ekvivalencia-osztély n! szami DAG-ot tartalmaz,
amelyek mindegyike egy valtozdsorrend mentén tartalmaz minden élt. Ezzel szemben
az teljes fiiggetlenséghez tartozo ekvivalencia-osztaly 1 darab DAG-ot tartalmaz, az
iires grafot. Experimentalis vizsgalatok azt jelzik, hogy egy ekvivalencia-osztalyba
atlagosan 3 DAG tartozik [18]. A nagysagrendek érzékeltetése végett jelezziik, hogy a
DAG-ok szamossagara csak rekurziv képlet 1étezik [6]:

) = -1 ()20 = ) with £0) = 1. (35

- 2
=1

amelyre felsé korlatot jelent n csomopontnal 27("~1 élkombinécio (a DAG-sag kény-

szere miatt ez kisebb). Ez azonban még akkor is szuper-exponencialis, ha a maximalis
sziilszamot k-ban maximaljuk. (Vegyiik észre, hogy a lehetséges sziil6i halmazok
szama egy adott viltozo-sorrend esetén is nagysigrendileg n*", azaz 200 n1ee™) [11].)
A sorrendek, a DAG-ok, és egy adott sorrenddel kompatibilis, sziilészamban korlatos
DAG-ok szamét a [3.1] tablazat mutatja.

3.1. tablazat. A sorrendek, a DAG-ok, és egy adott sorrenddel kompatibilis, sziil6-
szamban korlatos DAG-ok szama. Az oszlopok sorban a kévetkezdket tartalmazzéak: a
valtozok szamat (n), DAG-ok szamat (|[DAG(n)|), egy sorrenddel kompatibilis DAG-ok
szamat (|G<|), egy sorrenddel kompatibilis DAG-ok szdméat maximuldsan 4 sziil6szam-
mal (|G1=4)), illetve 2-vel (|G'X'=?|), a sorrendek (permutacick) szamat (| < |) a sziil6i
halmazok dsszszamat sorrend kompatibilis DAG-okban |7~| és DAG-okban ha a ma-
ximalis sziilészam 4 (||7~| < 4]), illetve 2 (||7~| < 2]).

n | |IDAG(n)| | |G<| IGI=Y | 1el=? <] < | lIr=1<4] [ II==1<2|
5 2.9e+004 1le+003 1le4003 6.2e+002 1.2e+002 30 30 24
6 3.8e+006 3.3e+004 3.2e+004 9.9e+003 7.2e+002 62 61 40
7 1.1e+009 2.1e+006 1.8e+006 2.2e+005 5e+003 1.3e+002 1.2e+002 62
8 7.8e+011 2.7e+008 1.8e+4008 6.3e+006 4e+004 2.5e+002 2.2e+002 91
9 1.2e4+015 6.9e+010 2.9e+010 2.3e+008 3.6e+005 5.1e+002 3.8e+002 1.3e4+002
10 4.2e+018 3.5e+013 7.5e+012 1.1e+010 3.6e+006 1le+003 6.4e+002 1.7e+002
15 2.4e+041 4.1e4+031 2.1e4+027 3.1e+019 1.3e4+012 3.3e+004 4.9e+003 5.7e+002

35 | 2.1e+213 1.3e+179 | 1.8e+109 | 8.5e+068 1le+040 3.4e+010 | 3.8e+005 7.2e+003

www.interkonyv. hu © Antos A., Antal P., Hullam G., Millinghoffer A., Hajés G.


http://www.interkonyv.hu

3. Oksagi modellek: reprezentacick és kdvetkeztetések 53

Az azonos ekvivalencia-osztélyba tartoz6 DAG-ok tulajdonsigainak megértése tobb
szempontbdl is fontos. Egyrészt sziikséges tisztazni a DAG-ok szandékolt, intuitiv ok-
sagi szemantikidjanak fenntarthatosagat, nevezetesen azt, hogy milyen korlatok koézott
maradhatna érvényes ez az oksagi értelmezés (mint a Markov-lancok példaja mu-
tatja bizonyos esetekben az éleknek semmilyen iranyitast nem tulajdonithatunk). Més-
részt azonos megfigyelési ekvivalencia-osztalyba tartozd6 DAG-ok Bayes-haléit azonos
modon kellene felparaméterezni, ami akauzalis megkozelitésben is fontos kévetkezmeé-
nyekhez fog vezetni.

Az azonos ekvivalencia-osztalyba tartozé DAG-ok jellemzése két észrevételen nyugszik.
Az els6, hogy az azonos megfigyelési ekvivalencia-osztalyba tartoz6 DAG-ok iranyitat-
lan viza azonos, mivel a DAG-ban egy él egy kozvetlen fiiggést reprezental, amelynek
minden Markov kompatibilis DAG-ban meg kell jelennie [22]|. A masodik észrevétel,
hogy ha X,Y és Y, Z kozotti kozvetlen fiiggések léteznek, gy, hogy nincs kozvetlen
fiiggés X, Z kozott és nincs olyan fiiggetlenség, hogy (X 1L Z|{Y,S}), azt mindenkép-
pen egy Osszetartd élparral kell jelezni X — Y <« Z, egy ugynevezett v-strukturdt
létrehozva.

Az azonos ekvivalencia-osztélyba tartoz6 DAG-ok jellemzését a kovetkezs tétel bizto-
sitja.

3.2.1. Tétel. | [5,22]] Két DAG G4, G2 pontosan akkor megfigyelési ekvivalens, ha az
iranyitatlan vazuk megegyezik és ugyanazon v-struktirdkat tartalmazzak (azaz konver-
galo éleket, amelyek talpanal nincs él) [22]. . Ha a Bayes-halok (G4,0;) és (Ga,0,)
diszkrét valtozokat tartalmaznak és lokalis modelljeik multinomiélis eloszlédsok, akkor
G, Gy megfigyelési ekvivalencidja egyenld dimenzionalitast és bijektiv leképezhet&séget
jelent a 0, és 0, paraméterezések kozott, amit eloszldsbeli ekvivalencidnakneveznek [5]).

Mint l4thato, ha elfogadjuk az Ockham-elv altal diktélt modellminimalitas elvét, és egy
eloszlasmodellezésnél (az egyszeriiség kedvéért stabil eloszlast feltételezve) a fiiggetlen-
ségi modelljét minimalis moédon reprezentdlé DAG-okat tekintjiik, akkor bizonyos élek
irdnyitasa onkényes, igy oksagi értelmezése, a priori informéciok hianyaban értelmet-
len. Azonban a tételben szerepld v-struktarakndl tobb élre jelenthet megkotést a
megfigyelési osztalyba tartozas, hiszen bizonyos élek iranyitasa azért lehet egyértelm,
mert amugy v-struktirat hoznanak létre (ami kivezetne az ekvivalencia-osztalybol).
Ez a kovetkez§ definicidhoz vezet el.

21. definici6é. Az esszencidlis grif a megfigyelési ekvivalens DAG-ok halmazat rep-
rezentélja egy részlegesen iranyitott DAG-gal (PDAG), amely grafban csak azok az
ugynevezett kényszeritett élek iranyitottak, amelyek az ekvivalenciaosztalybeli DAG-
okban azonosan iranyitottak. A tébbi él iranyitatlansaga az (élszint(i) eldonthetetlen-
séget jelzi.

Az esszencialis graf meghatarozasara hatékony algoritmust kozolt Meek [21).

3.3. Oksagi Bayes-halok

A klasszikus kérdés, hogy hogyan lehet megkiilonb6ztetni az oksagi kapcsolatokat a
fiiggésektdl (,korrelacio versus kauzalitis”), azaz, hogy hogyan lehetne meghatarozni az
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oksagi statuszat passzivan megfigyelt X és Y kozotti statisztikai fiiggésnek, az felbont-
hato a valosziniiségi Bayes-halos reprezentaciokhoz tartozo fogalmakkal, mint stabilitas
és az esszencidlis graf. Els6ként megfontolandd, hogy vajon az Osszes kozvetlen fliggés
oksagi-e. Ez erdsen vitathato feltevés volna, amelyre hosszabban kitériink. Masod-
sorban a stabilitas feltevése is megfontolhato, hiszen annak hidnyaban (a Bayes-halos
reprezentacié definicioja szerint) nem fennallo fiiggéseketis impliklni fog a struktura.
Harmadsorban, meg lehet fontolni, hogy az esszencialis graf és a kényszeritett élek defi-
nialasanal hasznalt ,Boolean” Ockham elv (amely szerint csak a minimalis, konzisztens
modelleket vettiik figyelembe) a bayesi kontextusban nem terjeszthets-e ki?

Ezen kérdések megfontolasahoz vezessiik be az oksagi modell fogalmat, amely a korabbi,
Bayes-halokon alapul6 intuiciét formalizalja.

22. definici6. Egy DAG-ot a oksdg: struktirdnak neveziink valtozok V halmaza fe-
lett, ha minden csomopont egy valtozot reprezentél, az élek pedig kozvetlen rahatéast
szimbolizalnak. Egy oksdgi modell olyan oksagi struktira lokdlis valosziniségi model-
lekkel p(X;| pa(X;)) minden egyes csoméponthoz, amely leirja az adott X; csomopont
sztochasztikus fiiggését a pa(X;) sziileit6l. Mivel a feltételes modellek gyakran para-
metrikus modellcsaladbol szarmaznak, az X;-hez tartozo feltételes modell paramétereit
0, jeloli, és 0 jeloli a teljes modell paraméterezését.

A stabilitas feltevésével az esszencialis graf egzakt modon reprezentilja a fliggetlen-
ségi relaciokat, és a Boolean Ockham elv szerinti modellminimalitasnak megfelelGen
maximalis mértékben jelzi a potencialis oksagi relaciokat, igy elfogadaséaval az oksagi
relaciok rendszer—alapu kikovetkeztetésére lathatnank példat. A feltevések jogossaga-
nak vizsgalatidhoz vezessiik be az alabbi formaélis feltételt, amely egy okségi struktira
validitasat és elégségességét biztositja.

23. definici6. Egy G oksagi struktira és p eloszlas teljesiti az oksdgi Markov-feltételt
(CMA, ha p-ben teljesiil a G szerinti lokalis Markov-feltétel.

Az oksagi Markov-feltétel Reichenbach ,kozds ok elv’-én alapul, amely szerint X és
Y események kozotti fiiggés azért all fenn, mert vagy X okozza Y-t, vagy Y okozza
X-t, vagy kozos ok befolyasolja X-t és Y-t is [14,23]. Ennek megfelelen az oksagi
Markov-feltétel akkor all fenn (p, G) parra, ha a V' valtozohalmaz oksdgilag elégségséges,
azaz nincs rejtett, nem V-beli, koz0s ok (vagy masképpen fogalmazva: minden ko6zos
ok X,Y € V parokra V-beli). Ez természetesen nem azt jelenti, hogy nem lehetnek
rejtett valtozok, hiszen ez egy adott absztrakcios szinten elkeriilhetetlen, de csak azon
valtozoknak sziikséges V-ben szerepelni, amelyek két vagy tobb valtozot is kdzvetleniil
befolyasolnak.

Az oksagi Markov-feltétel 6sszekapcesolja az okséagi relaciokat és a fliggéseket, és az oksa-
gi modell (modellezés) elégségességét koveteli meg a megfigyelt fiiggésekhez (mondhatni
tigy is, hogy az élek elégségesek). Erdemes észrevenni, hogy a stabilits feltevése éppen
az élek sziikségességét jelenti (mondhatni gy is, hogy nincsen felesleges él). Ez a két
feltevés biztosithatja, hogy a Bayes-halo altal implikalt fiiggetlenségek valoban fennéll-
nak és a fiiggések is egzakt modon reprezentéaltak az oksagi modellben [12]. Az oksagi
Markov-feltétel lehetévé teszi tovabbéa a beavatozasok modellezését do() miivelet
bevezetésével a ,manipuldcios tétel” ( |28]) avagy ,graf csonkolas” ( [23]) szerint.
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24. definicio. Egy G, 6 okségi modell esetén p(Y|z, do(X = x)) jelolje azt az eloszlast,
amelyet tigy kapunk, hogy a (perfekt) beavatkozashoz tartozé X valtozok bemend éleit
toroljiik és ezeket a valtozokat az elgirt értékre beallitjuk (azaz a kovetkeztetés soran
a beallitott valtozokhoz tartozo faktorok nem szerepelnek).

A beavatkozéasok formalis modellje jelzi, hogy egy okségi modell, amely teljesiti az ok-
sagi Markov-feltételt, minden lehetséges (perfekt) beavatkozashoz tartozo eloszlast a
fenti graf csonkolasos szemantikaval képes reprezentalni [23]. Az oksagi modellek és
a beavatkozasok kapcsolata tovabb is vihetd, ami elvezet az autoném, lokalis ,mecha-
nizmusok” rendszeréhez, amelyek beavatkozasokra fiiggetleniil reagélnak, és zajjal valo
terheltségiik is fiiggetlen. A |, funkciondlis Bayes-hdldk” ezen zajjal terhelt determinisz-
tikus mechanizmusokon alapulnak, kapcsolodva a strukturalis egyenletek formalizmu-
sahoz is [9,123]. A funkcionalis Bayes-halok a beavatkozasokon kiviili kontrafaktualis
kovetkeztetésekben is felhasznalhatoak, ami egy elképzelt multbeli beavatkozas jelen
kévetkezményeinek kovetkeztetését jelenti.

3.4. Az oksagi értelmezés nehézségei

Az oksagi értelmezés kritikdja el6tt érdemes Osszefoglalni a valészintiségi modellezés
szamara is kihivast jelentd lehetoségeket.

3.4.1. Tisztan magasabbrendii fiiggések

Tegyiik fel, hogy X,Y,Z binaris valtozok, X,Y fiiggetlenek, egyenletes eloszlasuak,
Z pedig a Z = XOR(X,Y) logikai fiiggvénnyel meghatarozott. Ekkor (X 1L Z) és
(Y 1L Z),de ({X,Y} J Z), azaz az egyiittesiikt6]l mar fiigg. A fiiggések (asszociaci-
0k) tehat nem feltétleniil monotonak.

Fiiggések iranya

Egy Markov-lanc X = { Xy, X1, ... X,,}, amely a p(X;|X;_1) atmeneti valoszinuségek-
kel adott, atirhato p(X;_1|X;) alakba is, azaz a lanc iranyitésa esetleges.

3.4.2. Intranzitiv fliggések

Tegyiik fel, hogy X, Y, Z koziil legalabb egy nem binéris valtozo, példaul Y. Ekkor lé-
tezik egy olyan p(X,Y, Z) eloszlas, amelyre (X L Y) és (Y U Z), de (X1 Z), azaz
a fliggések (asszociaciok) nem feltétleniil tranzitivak. Azonban ha feltessziik, hogy az
eloszldsunk fiiggetlenségi viszonyai stabilak, azaz a kvalitiv fiiggési viszonyok nem val-
toznak infinitizimalis perturbéciokra, akkor az intranzitiv harmas fiiggési modellt egye-
diil az tgynevezett v-struktira magyarazhatja (X — Y «+ Z), amelyben (X J Z|Y)
(és nem (X 1L Z]Y")). Azaz ekkor kivételesen adodik, hogy Y a kovetkezménye két &t
befolyasolo fiiggetlen eseménynek, amelyek tapasztalataink szerint mindig korabbiak
(innen ered a filozofidban ,ido nyila” elnevezés).
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3.4.3. Simpson paradoxona

Lehetséges olyan eloszlas, amelyben p(Y'|X) > p(Y|X), de p(Y|X, Z) < p(Y|X, Z) és
p(Y|X,Z) < p(Y|X, Z), azaz az asszociacié hatasa rétegenként (Z szerint) és Gsszesitve
ellenkezé is lehet.

3.4.4. Ellenérvek

Az oksagi értelmezéssel szemben felhozott ellenérvek egy része a fenti, a valosziniiségi
modellezést is érintG kérdésekhez kapcsolodik, més része a maganak a Bayes-halos
megkozelitésnek a problémajara vilagit ra (példaul az oksag fogalma visszacsatolt vagy
emergens rendszerekben). Mivel ezek targyalasa meghaladja a jegyzet kereteit, csupan
felsorolasban jelezziik ket [14}28].

1. A direkt fiiggések nem mindegyike oksagi (hanem példaul szemantikai).

2. Adott eloszlas esetén a hozzatartozd megfigyelési ekvivalencia-osztaly egyértel-
miiségéhez fel kell tételezni a stabilitast (ami logikai fiiggéseknél nem teljesiil,
ahogyan azt a XOR-t tartalmaz6 példa mutatta).

3. Az esszencialis graf definicioja csak a minimalis, konzisztens modellekre tdmasz-
kodik (egyaltalan nem véve figyelembe a kissé komplexebb konzisztens modellek
iranyitasat).

4. Rejtett zavard tényezok, stabilitas, modell minimalitéas.

5. Kivélasztasi bias, amikor is a megfigyelés akér fiiggetlen események kombinécio-
jatol fiigg, igy okozva az adatokban akauzélis fiiggést.

6. Oksagi modellek keveréke, azaz ha X befolyasolja Y-t és forditva. Hasonlé prob-
léma a visszacsatolés.

7. Globalis fizikai és szemantikai kényszerek a valtozok kozott.

8. Az asszociaciok, a fiiggetlenségek, a fiiggések és igy az induktivan kikovetkeztetett
oksagi viszonyok viszonylagosak az elemzett valtozok halmazahoz képest, s6t még
az értéktartomanyukhoz (diszkretizalasukhoz) képest is.

Mindazonéltal kijelenhetd, hogy a tobbvaltozos elemzések miatt és a Bayes-statisztikai
megkdozelités miatt az oksagi kovetkeztetést ma méar széles kérben alkalmazzak, meg-
haladva a korabbi két-véaltozos ,correlation (association) # causation” zsédkutcas igaz/-
hamis szemléletet.

3.5. Bayes-halok a Bayes-statisztikai keretben

A nagy dimenziés, viszonylagosan kis mintas orvosbiologiai alkalmazasok az egyik f6
terepe a Bayes-halok Bayes-statisztikai keretrendszerben valé alkalmazasanak. Termé-
szetesen a modellosztaly vilasztasa a statisztikai kerettsl fiiggetlen dimenzio, de az
oksagi modellek feletti dtlagolds igénye a tobbi modellosztaly hasznalataval egyidében
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felvetdott [8]. Ez megjelent a valodi ok kényszeritett éleken alapul6 bayesi megko-
zelitésében (lasd példaul [10L/17]) vagy a hataserGsség strukturak feletti atlagolast is
magaba foglalo becslésésében [23]), illetve az optimalis intervencion alapuld adatgyij-
tésben [34).

Azonban a Bayes-statisztikai megkozelités alkalmazasa Bayes-hélokra rengeteg megol-
datlan kérdést vet fel a modellhez kapcsolodo a priori ismeretek sokfélesége miatt. Ez
természetesen a modell értelmezésének sokféleségével is Osszefiigg, azonban ezek egy-
séges kvantitativ forméba torténd transzformélasa, azaz az Sket tiikréz6 informativ a
priori eloszlasok konstruélasa jelenleg is aktiv kutatas alatt &all, részben a ,transfer”
learning részeként is. Logikai kényszerek felhasznalasa [4,6,19,29], kvalitativ mono-
tonitési relaciok felhasznéalasa [15,130] sok egyéb mellett méar megjelent tudoményos
kozleményekben mint prior eloszlasok informacioforrasa [1}2}6,16,26].

A Bayes-statisztikai megkozelitésben a prior eloszlas p(G,0)) a DAG-struktardk és
hozzajuk tartozé paraméterek felett definidlt. A Bayes-halo reprezentacié univerzali-
tasa miatt ez termeészetesen az eredeti targyteriilet feletti Bayes-halo kiterjesztésében
is reprezentalhat6. Azonban ennek az egyilittes a priori eloszlasnak a specifikilasa
vagy akar csak a paraméterekre vonatkozo p(6|G) feltételes eloszlasnak a specifikalasa,
mind elméleti, mind gyakorlati megfontolasokat igényel, egyrészt a modelltér komplex
és nagydimenzids volta, mésrészt a struktira- és paraméterekvivalencidk miatt. Els6-
ként a paraméterpriorokat targyaljuk, majd ezt kévetGen a strukturak feletti priorok
kérdését.

3.5.1. Paraméter priorok Bayes-hal6khoz

A p(0]|G) paraméter prior specifikdlasa a kovetkezs kérdéseket veti fel: milyen elosz-
lascsaladot hasznaljunk, mi a kapcsolata a prior dekomponéalasanak és a targyteriileti
eloszléds dekomponalasanak, hogyan lehet konzisztens moédon bizonyossagot definialni a
dekomponélt prior felett az egész struktirat tekintve, hogyan lehet konzisztens priort
definidlni a megfigyelési ekvivalens struktirak tekintetében. Ezeket a kérdéseket egy
lentebb, tobb 1épésben kifejtett, atfogd eredmény valaszolta meg, amely nem csak az ok-
sagi modellek Bayes-statisztikai felhasznélasahoz, hanem a Bayes-halok valoszintiségi,
akauzalis felhasznalasahoz is sziikséges. ElsG része kimondja, hogy ha a paraméterpri-
or a struktiira szerint dekomponalédik és a paraméterpriorok ekvivalensek megfigyelési
ekvivalens struktirak esetében, akkor a paraméterprior sziikségszertien Dirichlet elosz-
lasi. Tovabba ha a dekomponéalt paraméterprior részei a struktirara nézve invariansak,
akkor a p(0|G) paraméterprior tetszéleges G struktira esetén egyetlen pont-értéki 60y
paraméterezésbdl és egyetlen a priori mintaszamként értelmezhetd skalarbol szarmaz-
tathato. Ennek a formalis kimondasahoz és megértéséhez a kovetkezs fogalmakra van
szitkség. Elsdként a paraméter fiiggetlenségre |7,27]:

25. definici6é. Egy G Bayes-halo struktira esetén, a globdlis paraméter figgetlenség

feltevése azt jelenti, hogy
n

p0|G) = [ »(6ilG), (3.6)

i=1

ahol 6, jeloli a paramétereket, amelyek p(X;| Pa(X;)) feltételes eloszlashoz tartoznak
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G-ben. A lokdlis paraméter fiiggetlenség feltevése azt jelenti, hogy
qi
p(0;|G) = Hp<Qij‘G)7 (3.7)
j=1

ahol ¢; a sziil6i konfiguraciok szamat jelenti (pa(X;)) Xi-hez tartozik G-ben és 0,; a
paramétereket jeloli a p(X;[pa(X;);) feltételes eloszldsban valamely fix sorrendjében a
pa(X;) konfiguracioknak. A paraméter figgetlenség feltevése mind a globalis, mind a
lokalis fiiggetlenség feltevését jelenti.

A likelihood ekvivalencia fogalma a megfigyelési ekvivalencidt terjeszti ki a strukttarak-
rol a paraméterekre ( [13,[16]).

26. definicié. A likelihood ekvivalencia feltevés azt jelenti, hogy két megfigyelési ek-
vivalens Bayes-halo struktira Gy, Go,

p(by|G1) = p(by|Go), (3.8)

ahol 0y, a multinomidlis parametéreknek egy nem redundans halmazat jelenti a teljes V
egylittes eloszlasra nézve. (A lokalis modellek multinomiélis volta biztositja az eloszlas
ekvivalenciat és, azt, hogy Jacobi-paramétertranszformacio létezik.)

Ezek utan a kévetkezd tétel mondhato ki [13,16].

3.5.1. Tétel. | |13,16]] Pozitiv stiriségfiiggvények, likelihood ekvivalencia és paraméter
fiiggetlenség feltevése G, teljes struktirakra azt implikalja, hogy p(6,,) sziikségszeriien
Dirichlet eloszlast N, . ., hiperparaméterekkel.

A p(0,|G;) = Ja,p(0y), ahol Jg, a Jacobi transzforméicio 0y-r6l 0 -re. Figyelemre
mélt6, hogy egy struktirak szintjén megfogalmazott kényszer, a struktarak likeliho-
od ekvivalenciaja multinomialis lokalis modellekkel, ilyen erés paraméterszintd kény-
szert eredményez. A kovetkez6 eredmény kimondéasahoz irjuk at a hiperparamétere-
ket, mint N’ = Zm e Ng, ...z, amit prior vagy virtudlis mintaméretnek hivnak és
p(1, ..., x,]ET) = lez...,zn/N/- Tovabba, sziikséges még a kivetkezd fogalom:

27. definicié. A paraméter modularitds feltevése azt jelenti, hogy ha pa(X;) azonosak
két Bayes-halo struktiraban Gy, Gy, akkor

p(sz|G1) = P(Qz‘j|G2)a (3.9)

ahol 0, jeloli a paramétereket a kapcsolodo p(Xi|pa(Xi)j) feltételes eloszlasban a
pa(X;) konfiguraciok valamely fix sorrendje esetében.

Az oksagi értelmezéshez kozel allo6 paraméter modularitas feltevése lehetévé teszi pa-
raméterprior szarmaztatasat a teljes modellekrsl nem teljes modellekre is .

3.5.2. Tétel. [ [13L/16]] Ha N' a globélis prior mintameéret, p(6,,) egy Dirichlet eloszléas
Nuy.wn = N'p(21, ..., x,) hiperparaméterekkel, tovabba feltessziik a paraméter modu-
laritast, és minden G. teljes DAG-ra, p(G.) > 0, akkor barmely G strukturara teljesiil
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a paraméter fliggetlenség és likelihood ekvivalencia és a paraméterek dekomponélt el-
oszlasa Dirichlet eloszldsoknak a kovetkez§ szorzata:

n T4

N'p(X;=k,pa(X;,G|¢+)=pa,;)—1
p(8)G, ") HHH e I (3.10)

i=1 j=1 k=1

ahol r; az X; valtozo értékeinek szama, ¢; a pa(X;, G) sziil6i halmaz lehetséges érték-
konfiguracioinak szdma, és pa;; jeloli a sziil6k értékeit a j-edik sziil6i konfiguracioban,
valamely fix sorrendjében a sziiléi konfiguracioknak.

A tétel praktikus modszert kindl likelihood ekvivalens paraméterpriorok megada-
sara minden struktirira: egy maximalisan részletes modell esetében hatarozzuk meg a
pontparametrizaciot és az a priori mintaszamot, majd barmely més modell esetén mar-
ginalizaljuk az eloszlast, és szamitsuk ki az ott relevans hiperparamétereket. Azonban
a tétel azt is jelzi, hogy nem teljes megfigyelések esetében a struktura kiilonbozé
részein eltérG bizonyossag fog jelentkezni, igy nem lehetséges egyetlen mintaszammal
jellemezni azt [14].

3.5.2. Struktira priorok Bayes-halokhoz

A bayesi megkozelités Bayes-halos modellek paramétereihez az 1980-as évektdl jelen
van a szakirodalomban [7,[2526], és ez a kutatasi irany részben megvalaszolta a komp-
lex valoszintiségi modellek paraméterezésével kapcsolatos ellenvetéseket [3]. A struktu-
rak feletti bayesi megkozelités az 1990-es évek elején jelent meg, de a nagy szamitas-
igény sokaig gatolta az alkalmazasat. Egy sorrendspecifikus, analitikus megkozelités [1],
majd egy altalanos analitikai eredmény [6], ezt kovetGen pedig 1995-ben, az MCMC-
modszerek alkalmazasa is megjelent [20]. 2000. 6ta a modellek feletti bizonytalansag
kezelésére elterjedtté valt a strukturak feletti bayesi megkozelités alkalmazasa, azon-
ban strukturalis hattérinforméciok felhasznalasa a mai napig nem megoldott. Vegyiik
észre, hogy a p(G) struktira priorok kiegészitik a korabbiakban targyalt p(0|G) para-
méterpriorok targyalasat.

Referencia struktarak és alstruktirak felhasznalasa Az egyik alapveté mod-
szer, az eltérés alapi priorok egy referencia struktiaratol vald eltérést biintetnek, fel-
hasznalva egy ,referencia” struktiarat G és egy s biintetd faktort a hidnyzo vagy extra
e;; élek biintetésére [16]:

p(G) o k¥ ahol 6 = Y 1(1(ey; € G) # 1(eyy € Go)).

1<i<j<n

A jegy alapi priorok az egyes jegyek jelenléte szerint definidltak, ahol az F; jegy (mo-
delltulajdonsag) G-beli értékeit F;(G) = f; jeloli, i = 1,... K esetén,

G) = CHP(E-(G)), (3.11)

ahol a ¢ normaliziciés konstans az inkonzisztens jegykombinaciok kezelésére szolgal.
Lehetséges jegyek az iranyitatlan vagy iranyitott vagy kényszeritett élek, paronkénti
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vagy részleges sorrend szerinti sorrendezések fennallasa, Markov-hatarbeliség vagy akar
tetszoleges algraf megléte. Erdemes iigyelni a jegyek Gsszefiiggs voltara, ami a globalis
DAG-kényszer miatt 1ép fel, és torzitja az egyenletben szandékolt fiiggetlen hatast.

3.6. Megfigyelés, beavatkozas, spekulaci6

A valészintiségi, okségi, és funkcionalis Bayes-halok a kovetkeztetés kiilonboz6 szintjeit
képesek tamogatni, amit csupan felsorolasszerten Osszegziink (kifejtését lasd [23]):

1. Jeldlje p(Y = y|X = x) a (megszokott megfigyelési) feltételes valosziniiségét
Y =y értéknek X = x érték megfigyelése esetén.

2. Jelolje do(z) az X valtozd x értékre torténd beallitdsdhoz tartozd beavatkozést
és p(Y|do(z)) az ehhez tartozo beavatkozasi eloszlast.

3. Jelolje p(Y = y|do(X = z),Y = ¢/, X = 2’) a kontrafaktualis valoszintiségét
annak, hogy Y =y, amikor X =2/ Y = ¢/ és do(X = z).

3.7. Tudasmérnokség

A Bayes-statisztikai keretben definialt Bayes-halo a tudasmérnokség eszkozeként jelent
meg a 1980-as években. Konstrualasa jellemzéen a szakértéktsl szarmazo adatokbol
tortént manudlisan. A kézi konstrualas még napjainkban is jelentds sulyt képvisel a
Bayes-halok alkalmazésaban. Azonban ahol az adathoz viszonyitva jelentGs mennyisé-
gl a priori tudas all rendelkezésre, ott a Bayes-halok tudasmérncki alkalmazasa prior
konstruélas formajaban is el6fordul, a bayesi keretrendszer alkalmazéasanak egy kezde-
ti fazisaként. A tudasmérnokség metodikajara nagy hatassal volt a nagy mennyiségi
elektronikus targyteriileti informécié megjelenése, a megfelel6 mennyiségi statisztikai
adat elérhet&sége, valamint a Bayes-statisztikai alapt gépi tanuldsi modszerek elterje-
dése. A modell konstruélasa helyett érdemes a gyakorlatban tipikusan megjelend egész
tudasbazist tekintetbe venni, és annak konstrualasara fokuszalni. Kovetelményként
jelent meg a bayesi modszerek alkalmazésakor, hogy tamogassa a priorok konstruala-
sat, hiszen a valoszintiségekkel leirt a priori tudas és a rendelkezésre allo adatok bayesi
frissitéssel torténs kombinacioja szolgaltatja a végsé tudasmodellt. Mindemellett fon-
tos, hogy a tudéasbazis segitse a komplex, akar szabad szdveges hattérismereteket is
tartalmazo valoszintiségi allitasok megfogalmazasat, valamint tegye lehetévé a szakér-
t6ktol szarmazo szubjektiv informécié tarolasat, mely relevans lehet a bayesi a priori
tudasmodell megalkotasanal. Egy tudasbazis megépitéséhez olyan kdrnyezetben, ahol
rendelkezésre all elektronikus targyteriileti tudas, elegendé statisztikai adat, valamint a
megfelel§ bayesi modszerek, az alabbi lépések sziikségesek (amelyekbdl a specifikusokat
részletezziik):

1. Célok, alkalmazasi teriilet és modellezési szintek identifikacioja. Terminologia és
ontologia elfogadasa.

2. Nem rendszerezett tudés begytjtése. Ehhez a lépéshez tartozik az 0sszes relevans
elektronikus és egyéb szovegalapt informéacioforras feldolgozasa, amely magaba
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foglalja az a priori informacio kinyerését kiilonféle szévegbanyaszati metodusok
alkalmazésaval.

3. Struktiura kinyerése. A G DAG strukturak feletti p(G) priorok konstruélasa,
melyek egyesitik a szakértGk altal megadott informéciokat az elektronikus forra-
sokbol kinyert informaciokkal (a p(G) a priori eloszlast tébbnyire normalizalatlan
formaban lehet eléallitani).

4. Paraméter és hiperparaméter kinyerése. A valdszintiségi paraméterek tobbféle
modon nyerhetSk: adatbazisok, szakirodalom vagy szakértGk szubjektiv vélemé-
nye alapjan. A p(6|G) paraméterprior specifikicioja az altalunk vizsgalt diszkrét,
véges esetben egy egyszerti modszerrel megvalosithatd, ha feltehetjiik az egyes
valtozokhoz és sziil6i értékkonfiguraciokhoz tartozé paraméterek fliggetlenségét.
Egy szinte kizarolagosan hasznalt eloszlascsalad az adott valtozo, adott sziil6i
értékkonfiguraciojdhoz tartozo feltételes modellek megadasara a Dirichlet elosz-
las, amelyben a hiperparaméter a paraméterhez tartozo sziil6i értékkonfiguracio
korabban megfigyelt eseteinek szamait jelenti (Cowel1999). Ahogyan megmutat-
tuk a tételben, a Dirichlet csalad az egyetlen lehetséges véalasztas, ha az
ugyanazon megfigyelési ekvivalencia-osztalyba tartozé G struktirdkhoz ekviva-
lens priorokat szeretnénk megadni, ami kauzalis modellezésnél nem sziikségszerti
(Heckerman1995a).

5. Erzékenységi analizis, verifikicio és validacio. A modellek poszteriorjanak vizsgé-
lata magaba foglalja egyrészt az a priori eloszlasokra valo érzékenység vizsgalatat
(ami kiilénosen fontos a tobb szakért6t és tudasbazist is fellels automatizaltan
szarmaztatott prioroknél), masrészt referencia priorokkal valo Gsszehasonlitast.
A modellosztaly komplexitidsa miatt mindkét esetben gyakran sziikséges, hogy
egyrészt modell jegyeket hasznaljunk, masrészt hogy MAP-modellre alapozzuk a
vizsgalatot.

Mint ahogy az lathato, a tudasbazis épitése a bayesi modellkiértékeléssel, modelfi-
nomitassal, esetleg tanulassal zarul. A kiértékelés tartalmazza az adat és a modell
kompatibilitasanak vizsgalatat és az a posteriori valdszintiségek vizsgalatat, mas ese-
tekben a tudasmérndoki folyamat célja az a priori modell konstrualasa a késGbbi tanulasi
folyamat szdmara.

3.8. Bayes-halo6 kiterjesztések

A beavatkozasokkal torténd kovetkeztetésekre formélis lehetdséget kinalnak a dontési
halok, amelyekben a véletlen csomopontok mellett beavatkozas- és hasznossagcsomo-
pontok is taldlhatoak. Hasznalatukat és a valoszintiségi, illetve az oksagi Bayes-halok
egyéb kiterjesztéseit a Szekvencialis dontéstamogatas cimi fejezetben, illetve Bioinfor-
matikai laboratérium jegyzet fejezeteiben targyaljuk.
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4. fejezet

Tudasmérnokség, biasok és
heurisztikdk becsléseknél és
dontéseknél

4.1. Valoszintiségi itéletalkotas és a bayesi paradigma

A valoszintségi itéletalkotas lényegi kérdése, hogy milyen moédon hasznosithato a ren-
delkezésre allo informacié bizonytalan helyzetekben. A dontést szamos tényezd be-
folyasolhatja, melyek egy része objektiv, més része szubjektiv faktorokban testesiil
meg. JelentGs kiilonbségek tapasztalhatok az emberi dontési mechanizmusokban tob-
bek kozott aszerint, hogy mennyi id6 all rendelkezésre a déntés meghozatalara, vagy
milyen mértékben josolhatd meg elére egy adott tipusii eseménysor kimenetele. Mind-
ezek mellett olyan tényezok is kozrejatszanak, mint a rendelkezésre allo informacioba
vetett bizalom, az adott probléma kezelésébe valo bevonodas mértéke (a részletekre
valo ralatas mértéke), a hasonlo szituaciok kezelésében szerzett korabbi kudarc- vagy
sikerélmények.

Ha pusztdn matematikai, azaz normativ szempontbol kozelitjiik meg a valoszintiségi
itéletalkotast, akkor a bayesi paradigma alapja, a Bayes-tétel alkalmazéasa a megfelelg
eszkoz. Jeldlje H; az i-edik hipotézist, mig D a rendelkezésre allo adatot. A cél annak
a feltételes valoszintiségnek a megadéasa, mely szerint H; igaz D adat esetén.

P(D|H;) - P(H;)
P(D) ’

ahol P(D|H;) a likelihood, azaz annak a feltételes valoszintisége, hogy D bekovetkezik,
ha H; igaz, P(H;) pedig a H; hipotézis igaz voltanak el6zetes (a priori) valoszintiségét
jeloli. A P(H;|D)-t més néven utolagos vagy a posteriori valészintiségnek nevezziik.
E tétel alkalmazasa lehetGséget ad a kezdeti szubjektiv bizonytalansag optimalis fe-
lilbiradlatara 4j informéciok alapjan. Ezt bizonytalansigrevizidnak nevezziik, amely
a valosziniiségi kovetkeztetés és dontéstamogatas alapjat képezi. Ugyanakkor szamos
pszichologiai kisérlet kimutatta, hogy az emberi bizonytalansagrevizié nem feleltethetd
meg teljes egészében e normativ bayesi modszernek. E jelenség pszichologiai elemzésére
olyan vizsgéalatok szolgaltak, melyekben objektiven szamithato valoszintiségi mértéke-
ket vetettek Ossze ember altal becsiilt, azaz szubjektiv valoszintiségekkel.

P(H,|D) = (4.1)
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A vizsgalatok soran mindharom lehetséges emberi reakciot megfigyelték az 4j informa-
ciokra:

ezdeti bizonytalansdgan gyorsabban véltoztat, mintsem a matematikai szamita-
1) kezdeti bizonytalansagan gyorsabban véltoztat, mint tematikai szamit4
sok szerint megengedhets lenne,

(2) ,konzervativ modon” leragad a kezdeti bizonytalansaganal, és a kelleténél lassab-
ban véltoztat,

(3) a bayesi szamitasokkal nagyjabol egybevagoan folyik a bizonytalansag revizioja.

A valoszintiségi itéletalkotés vizsgalatakor az esetek tobbségében a (2) miikodési mo-
dot figyelték meg, s ezt a jelenséget konzervativizmus jelenségnek nevezték el. Kii-
16nb6z6 vizsgalatok azt mutattdk, hogy az ember nem tudja megfelelGen kihasznalni
a kezdeti bizonytalansagdnak megsziintetése érdekében az informaciok altal kinalt le-
hetGségeket. A bayesi szamitasok alapjan elvarhatonal 1ényegesen kisebb mértékben
csokkent az ember bizonytalansaga. Szamos kisérlet eredménye ugyanakkor arra utal,
hogy a valoszintiség-becslések ujraértékelésekor lényegében a Bayes-tétel segitségével
kiszamitott valoszintiségeknek megfelels tendencia mutatkozott (bar lényegesen kisebb
mértékben). Fontos megjegyezni, hogy a bayesi modell azon el6feltevésre alapoz, hogy
relative fiiggetlenek az egymas utan kovetkezs adatok, mig az emberek (a mindennapi
tapasztalatuk alapjan) hajlamosak arra, hogy fiiggéként kezeljék azokat. A konzerva-
tivizmus jelenséget tobb, egyméstol eltérd, st egymésnak ellentmondo modell, elmélet
probalta magyarazni, de egyikiik sem valt meghatarozova.

4.2. Statisztikak becslése

A pszicholégiai bayesi megkozelités abbol a feltételezésbdl indul ki, hogy a spontan
valoszintiségi itéletalkotasok valamiféle szamitasok eredményeként allnak els. Ez azt
jelenti, hogy az ember tudatosan vagy tudattalanul olyasfajta fejszamolast végez a
kapott informéaciokkal, amely a Bayes-tételnek megfelel§ algoritmusokhoz hasonld mii-
veletekkel ,képez” becsiilt valoszintiségértékeket.

Tversky és Kahneman elmélete szerint azonban tobbnyire nem ez a helyzet [3]. Az
altaluk végzett vizsgalatok alapjan a folyamat lényege, hogy az emberi tudat a sza-
mitasokat heurisztikdk alkalmazasaval helyettesiti. Heurisztika alatt a pszichologiai
megkozelitésben kognitiv folyamatok ismert, sajatos miikodési mechanizmusait értjiik.
Mérnoki szempontbol ezeket leegyszertisitve olyan iigyes modszereknek nevezhetnénk,
amelyek valamilyen egyszertsités alkalmazasaval elég jo megoldast adnak egy relative
Osszetett vagy nehezen kezelhets problémara. Az aldbbiakban attekintjiikk azokat a
teriileteket, ahol a heurisztikak valamilyen forméban szerepet jatszanak a valoszintiségi
itéletalkotas soran.

4.2.1. Elemi események becslése

Egy szituacio bizonytalan voltat az ember gyakran nem ismeri fel. A bizonytalansag
kiiktatasa leginkdbb olyan szituaciokban jelenik meg, ahol jellemz&ek a szélsGségesen
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nagy, illetve a szélséségesen kis valosziniiségi értékek. Sajatos értékelési tendencia je-
lentkezik a valoszintiségi skila végpontjain elhelyezkedd értékek becslésénél: az egészen
kicsi valoszintiségeket altalaban feliilértékelik, a nagy valoszintiségeket pedig alulérté-
kelik. Ez a jelenség a szubjektiv valdszintliségbecslés terén 1étrejovs centrdlis tendenci-
aként ismert.

4.2.2. Az eloszlas becslése

A spontén itéletalkotasi mechanizmusok nincsenek tekintettel a statisztikai minta elosz-
lasabol fakado tulajdonsagokra, annak kovetkezményeire. Altalanossagban az emberek
nem veszik figyelembe a minta nagysagat, ezért nagyjabol azonos eloszlasokat feltéte-
leznek példaul 10-es, 100-as, és 1000-es mintanagysigokra. Tekintsiink példaként egy
éves statisztikat a korasziilottek ardnyara az Osszes Ujsziilott gyermekhez viszonyitva.
Magyarorszagon ez az arany igen magas, atlagosan 8-9% szazalék koriili. Ha feltessziik
azt a kérdést, hogy varhatoan hol lesz nagyobb az atlagtol valo eltérés: egy kisvarosban,
ahol évente 1000 ujsziilott jon a vildgra, vagy egy faluban, ahol évente 10, akkor az
emberek tobbsége a varost nevezné meg, nem pedig a falut, ahogy az val6jaban helyes
lenne. A populécio egészét tekintve ugyanis az 1000 f6s minta joval reprezentativabb,
mint a 10 f6s minta. Tehat statisztikailag az 1000 f6 alapjan szdmolt atlag kdzelebhb
helyezkedik el a teljes népességre vetitett atlaghoz, mint a 10 f§ alapjan szamitott. A
probléméat a globalis és a lokalis reprezentacio lényegének osszekeveredése okozza. Egy
teljes populaciora megadott statisztika értelemszertien annak egészére vonatkozik, és
ebben a kontextusban globalis tulajdonsidgnak tekinthets. Egy adott alpopulacion ez
a mennyiség lokalisan jelentGsen eltérhet a globdlis atlagtol. Ezzel szemben az emberi
itéletalkotasba egyfajta elttlzott lokalis reprezentacié épiilt be, azaz a kisebb mintarol
ugyanakkora reprezentativitast feltételeziink, mint egy megfelelGen nagy mintarél. Az
idevago kisérletek eredményei meggy6zéen azt mutatjik, hogy a kis mintak reprezen-
tativitasat a vizsgéilatokban részt vevs egyének tulbecsiilték, és becsléseik folyaméan
sorozatosan kovettek el egészen elemi valoszintiségszamitasi hibakat. A mintareprezen-
tativitas talbecsiilésének jelenségét Tversky nevezte el a kis szdmok torvényének |[1).

4.2.3. A variancia becslése

A variancia egyfajta értelmezésben a heterogenitas mértékének tekinthets. Az elvégzett
kisérletek arra mutatnak ra, hogy a homogenizalas irdnyaba hato tendencia mutatkozik
a heterogenitas becslésekor, vagyis a kisérleti személyek az egyes rendhagy6 események
lehetGségét nagyfokban limitaltak becsléseik soran. Az emberek a gyakorlati életben
tett megfigyeléseik révén szekvencialisan megtanuljak -—— adott binomidlis sorozatok
kimenetele alapjan — az események valosziniiségét. Az ennek igazolasara végzett ki-
sérletekben ez a tanulas feltinen pontosnak bizonyult. Ezzel szemben az emberek
tobbsége nehézséggel kiizd a valdsziniiségi eloszlasok variancidjanak megbecsiilésében.
A kis valoszintségek megtippelése egyaltalan nem konnyt feladat, mert nagyon nehe-
zen jutnak esziinkbe 0sszehasonlitasok, és a centrélis tendencia eredményeképpen ezért
keriiljiik a valoszintiségskala polusainak hasznélatat.

Ugyanakkor megfigyelhets egy ellentétes irdnyt hatés is, amelyet az atlaghoz valo reg-
resszio elvetéseként jellemezhetiink. FEnnek az alapja az, hogy két egymast kovetd
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id6pontban végzett csoportos megfigyelés kozott a csoportatlagtol lényegesen eltérd
értékek spontan kozeledhetnek a csoportitlaghoz, azonban ezt az ember legtébbszor
kiils6 hatasnak tulajdonitja. Tekintsiink példaként egy idé6mérs edzéssorozatot, ahol
0t egymast kovetd alkalommal mérik egy rogzitett tav megtételének idejét hiisz em-
bernél. Tegyiik fel, hogy a harmadik edzésen sziilettek a csoportatlagot jelentGsen
meghalad6 eredmények, azonban ugyanezen emberek eredményei a negyedik edzésen
méar nem voltak jelent&sen kiilonbozéek a csoportatlagtol. Masok ellenben a negyedik
edzésen szerepeltek jobban az dtlagnal, és az 6todiken rosszabbul. Ilyen esetben az em-
ber hajlamos a negativ iranya valtozast olyan eredményromlasként értelmezni, amelyet
kiilsG tényezbk idéztek els, holott lehet, hogy csak arrdl van szo, hogy a korabbi kiugré
értékhez képest ismét az atlagos teljesitményt sikeriilt elérni. Tehat ekkor az atlaghoz
valo spontan visszatérés lehetdségét vetjiik el.

4.2.4. A fiiggetlenségre vonatkozo itéletek

Az egyén mentélis fejlédése sordn a statisztikai fiiggetlenség gondolata egy bizonyos
életkor utan alakul ki. Nyilvanval6an véletlenszert szituacioban hajlamosak vagyunk
azt hinni, hogy adott események, melyek nem jelentkeznek egy ideig, a jévGben va-
loszintibben fordulnak els. Tehét egyfajta korrekcids tendencia érvényesiilését varjuk
a véletlenszert, fiiggetlen események egymas uténi soraban [1|. Ezt a jelenséget hiv-
jak a szerencsejatékos tévedésének (gambler’s fallacy). Ez példaul egy olyan egyszeri
eseménynél is tetten érhets, mint a pénzfeldobas. Tegyiik fel, hogy szabélyos érmével
jatszott pénzfeldobas jatékban (p(fej) = p(irds) = 0,5) egymads utan 6tszor fej lesz az
eredmény. Ekkor a szerencsejatékos tévedésének hatasa miatt tgy tiinhet, hogy ezutan
sokkal valoszintibb, hogy irds fog kévetkezni, mert ,igy allna helyre a rend”, vagyis
igy kozelitene az elvart eloszldshoz a mért gyakorisag. A valdsdg azonban az, hogy a
megel6z6 0t forduld eredménye nem befolyésolja a jelenlegi forduld kimenetelét, tehét
azonos valdszintiséggel kovetkezhet fej vagy irds.

A bizonytalansag kiiktatasara szolgald tendenciabol természetszertileg kovetkezik az,
hogy a véletlenszertiség kiiktatasara is iranyul. Ez azt jelenti, hogy hajlamosak va-
gyunk ott is oksagi és korrelativ Osszefliggések vélelmezésére, ahol ilyenek nincsenek.
Masképp fogalmazva hajlamosak vagyunk olyan esetekben is torvényszeri egyiittjara-
sok meglétét feltételezni, ahol erre sem a megfigyelt egyiittjarasok gyakorisdga, sem a
tényezSk kozotti logikai kapcsolat nem nyujt elegendd okot. Ezt nevezziik illuzérikus
korrelacionak.

4.3. Heurisztikak

Amikor az ember bizonytalan helyzetekben alkot itéleteket, korlatozott informacio-
feldolgozési kapacitdsa miatt egyszertsité eljarasokat kell, hogy alkalmazzon. Ennek
kovetkeztében a valoszintiségi itéletalkotas egyes elméletek szerint az emberi itéletalko-
tas néhany spontdn miikodési szabalyara épiil, és nem aritmetikai miiveletek sordnak
végrehajtasara. Ennek megfelelGen tehat heurisztikus jellegii. A valoszintségi itéletal-
kotés sajatos jellemzdit Kahneman és Tversky szerint harom heurisztika alkalmazasa
magyarazza: (1) a reprezentativitas, (2) a hozzaférhetGség és (3) a rogzités és igazi-
tas [3].
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4.3.1. Reprezentativitas

A reprezentativitason alapul6 heurisztikdkat akkor alkalmazzuk, amikor valamely egyed,
esemény, osztaly (X) egy nagyobb osztalyhoz (M) valé tartozasanak valoszintségét kell
megbecsiilniink. Ennek megfelel§en négy alesetet kiilonb&ztethetiink meg;:

e (1) Eloszlas — jellemzs érték: M egy osztaly, X; pedig az egyik az osztalyban
definialt valtozok (jegyek) koziil, melynek egy konkrét értéke x;. Ekkor az M
osztalyt reprezentald x,., érték egy relevans valtozo (X,) adott osztalyban eld-
fordulo értékeinek (z,) a jellemzd értéke, példaul atlaga. Egy egyszert példa erre
a magas férfiak osztalya, ahol az osztélyt reprezentilo érték az atlagos magassag.

e (2) Kategoria — egyed: M egy osztaly, X az osztaly egy egyede. X akkor repre-
zentalja M-et, ha olyan jegyekkel bir, mint az osztalyba tartozd egyedek.

e (3) Populacio — minta: M egy osztaly, X egy részhalmaza, azaz X € M. A
reprezentativitas ezen aspektusanak a mintavételezésnél van szerepe.

e (4) Kauzalis rendszer — hatas : M egy kauzalis rendszer, X egy lehetséges kovet-
kezmény. X reprezentalja M-et vagy azért, mert erGsen asszocialtak, vagy mert
X tényleges (vagy vélt) kovetkezménye M-nek.

Tekintsiink egy példat a (2) esetre, mivel a reprezentativitasi heurisztika itt érzékel-
tethetd szemléletesen. Mi a valoszinisége annak, hogy eqy budapesti utcan szembejovd
ember foglalkozdsdt tekintve bankdr? A valoszintiség értékelésében a példa szerinti
esetben meghataroz6 szerepet jatszik, hogy a szembejovs jarokel6 milyen mértékben
reprezental egy bankban dolgoz6 vezetd beosztasi embert, mennyire felel meg banka-
rokrol kialakult elképzelésiinknek. Tehat hasonlésdg alapjan dontiink, s ennek ered-
ménye szamos esetben élesen eltér a tételes valoszintiségszamitas alkalmazasan alapulé
dontést6l. A reprezentativitasi heurisztika gyakran egyiitt jar bizonyos valosziniiségi
Osszefiiggésekkel szembeni érzéketlenséggel, példaul a kovetkezdkkel:

e ecsemények elsGdleges valdszintisége
e mintanagysag
e véletlen helytelen értelmezése

e becslés pontossaga és meghizhatosaga

Az emberek gyakran mutatnak érzéketlenséget az események elsGdleges valoszintisé-
gével szemben. Ez megmutatkozhat példaul abban, hogy figyelmen kiviil hagyjuk az
el6fordulasi gyakorisdgon alapuld valoszintiséget, amikor a reprezentativitas szerepet
jatszik. Amikor megbecsiiljiik egy szembejové jarokels foglalkozasanak valoszintiségét,
elsGsorban azt kellene meggondolnunk, mekkora a val6szintisége annak Budapest egy
adott részén, hogy a kérdéses foglalkozast emberrel taldlkozunk. Egy bankarral valo
talalkozas valosziniisége a belvarosban vagy altalaban bankok kézelében joval nagyobb,
mint egy peremkeriilet lakoovezetében. A minta nagysaga iranti érzéketlenség és a veé-
letlen helytelen értelmezése is hasonldé mechanizmusokbdl vezethet6k le. Az emberek
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az adott mintat mindig a populacié reprezentansanak fogjak fel, fiiggetleniil a minta
nagysigatol; s a nagy szamok torvényének reprezentalasat varjak el a kis elemsza-
mt mintaktol is (kis szamok torvénye). Ez alapozza meg a szerencsejatékos tévedése
(gambler’s fallacy) jelenségét is. (Tversky és Kahneman szerint, a konzervativizmus
jelenségére is magyarazatot ad a minta nagysaga iranti érzéketlenség [1].)

A becslés pontossaga és megbizhatdsaga iranti érzéketlenség egyfelsl azt jelenti, hogy
rendszerint figyelmen kiviil hagyjuk, hogy egy adott esetben a becslés varhaté pon-
tossdga mekkora, azaz mekkora lesz a becsiilt érték konfidenciaintervalluma. Masfelsl
mell6ziik a rendelkezésre all6 evidencidk megbizhatosagat, és ezaltal az arra alapozott
becslés meghizhatosagat. Ehelyett a jovGbeni események becslésénél egy adott minta
reprezentativ voltat hasznaljuk fel. A becslések megbizhatdsagara vonatkozé kvantita-
tiv mutatok iranti igényt ily modon cstkkentik a reprezentativitason alapuld joslasok.
keltik. FEnnek lényege, hogy minél nagyobb a hasonlosag, a redundancia az evidenci-
ak kozott, annal megalapozottabbnak véljiik a dontést. Tehat az egymastol fiiggs, az
egymashoz képest redundans és korrelativ inputok alapjan kialakitott déntésekben job-
ban megbizunk, mint azokban, amelyeket egyméstol fiiggetlen, egyméshoz képest nem
redundans, nem korrelativ inputok alapjan hoztunk. Statisztikailag a fiiggetlen inpu-
tokon alapuld dontés a megbizhatobb, mégis tobbre becsiiliink egy fiiggs informacio-
egyiittest annak bels§ konzisztencidja miatt. Ezéltal szembekeriiliink az itéletalkotéas
normativ elGirasaival, azonban a reprezentativitason alapulé heurisztikdk alkalmazésa-
kor a bemenetek bels6 konzisztencidja jobban hasznosithaté, mint a statisztikai erd.
Kahneman és Tversky szerint a reprezentativitason alapulo itéletekben ragadhatok meg
a regresszio téves értelmezésének okai [3]. A kozéparanyos iranyba valo regresszioként
ismert altalanos jelenség kovetkezménye, hogy bizonyos folyamatok esetében oszcillalo
részkimenetek eléfordulésa varhato. Ez a jelenség nehezen kezelhets az emberek szama-
ra. Gyakran feltételezik a regresszio létezését ott, ahol lényegében nincs (lasd példaul
a szerencsejatékos tévedése), de nem vesznek rola tudomast ott, ahol létezik. Ugyanak-
kor altalaban kiils6 oksagi magyarazatot talalnak ra, még ha fel is ismerik a regresszio
jelenlétét. A jelenség nehezen kezelhetGségét az okozza, hogy nem egyeztethetd Gssze
sem azzal a felfogassal, hogy a josolt eredmény maximalisan reprezentativ a bemenetre
nézve, sem azzal, hogy az eredményviltozé értékeinek annyira kell szélsGségeseknek
lenniiik, mint a bemeneti valtozok értékeinek.

4.3.2. Hozzaférhetdség

Akkor alkalmazzuk ezt a heurisztikat, amikor annak alapjan becsiiljiik meg valamely
esemény valoszintiségét, hogy mennyire konnyen vagyunk képesek mnemikusan (em-
lekezési technikakkal) felidézni a ra vonatkozd példakat. A hozzaférhetség alapjan
kialakitott itéletek (hasonldan a reprezentativitason alapulokhoz), jelentds statisztikai
megbizhatosdgot mutatnak, mert a konnyebb felidézhet&ség altaldban az esetek multbe-
li nagyszamu eléfordulasan alapul. Természetesen mas tényezdk is szerepet jatszhatnak
a mnemikus anyag ,hozzaférhet&ségében”, ezért e heurisztika alkalmazasa ugyancsak sa-
jatos, a valoszintiségszamitis eredményeivel 0sszehangolhatatlan itéleti outputok for-
rédsa lehet. Kutatok allasfoglalasa szerint kiilonbozé elGitélettipusok eredetét talaljuk
meg az itt el6fordulod torzitasokban:
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a) példak felidézhet6ségén alapulo torzitas,

b) keresési rendszer hatékonysaga szerinti torzitas,

c¢) elképzelhetGséghdl fakado torzitas,

d) illuzoérikus korrelacidobol fakadd torzités.

)
)
)
)
A nagy érzelmi toltési tapasztalatok, illetve a kozvetlen atélésbél és a masodkézbol
valo értesiilésb6l adodo informaciok felidézhetGségének Gsszehasonlitasa esetében a fel-
idézhetGséghdl adodo valdszintiség-becslésbeli értékeltolodast tapasztalhatjuk. Példaul
ha valaki személyesen szenvedett el egy balesetet, a baleset bekovetkezésének lehetd-
ségét sokkal valoszintibbnek fogja tartani, mint az, aki csupan hallott ilyenekrsl. A
felidézhetGséghez kapcesolodo tovabbi faktor az esemény idébeli elhelyezkedése. Egy
tavolabbi esemény becslést befolyasold hatasa ugyanis kisebb, mint egy kozelmiltban
tortént eseményé.

A keresési rendszer hatékonysaga miatti torzitds vélhetGen annak a kovetkezménye,
hogy bizonyos problémékhoz kialakitunk egy optimalis keresési médot. Minél jobban
eltér egy adott helyzetben a becslés felallitdsahoz sziikséges informéciokeresés ettél az
optimélis modtol, annél nagyobb lesz a torzitas. Tekintsiik egy olyan példat, melyben
adott betiiket tartalmazo szavak gyakorisagat kell megbecsiilni. Ha feltessziik azt a
kérdést, hogy az ,e” betiit az els6 vagy a harmadik poziciéban tartalmazo6 szavak gya-
korisdga a nagyobb, akkor nagyobb valdszintiséggel az el6bbi opcidt fogjuk valasztani.
Ennek az oka az, hogy a szavakat rendszerint a kezdébetijiik szerint rendezziik, keres-
siik. Az els6 opcié ennek megfelel, mig a méasodik ettdl eltér, és igy nehezebb felidézni
ilyen szavakat. A centréalis tendencia jelenségért is a keresési rendszer hatékonysaga
a felelgs. Ha egy személy olyan instrukciot kap, hogy nevezzen meg példaul valamely
0,005 vagy 0,995 valdszintiségii eseményt, igen nehezen taldl r& példat. Maga a jelenség
arra vezethets vissza, hogy igen valészinitlennek tartjuk a valoszintiségskidlan ennyire
polaris elhelyezkedésii eseményekkel valo taldlkozast.

Az elképzelhetségbdl (imaginaciobol) fakado torzitassal azokban az esetekben kell sza-
molnunk, amelyekben olyan osztalyok gyakorisagat kell megallapitanunk, melyekrol
nincsenek kozvetlen emlékképeink, hanem csak — bizonyos szabélyok szerint — elkép-
zelhetjiik Gket. Néhany példat altalanositunk ezzel a modszerrel, és arra tamaszkodva
allapitjuk meg a gyakorisagot és a valoszintiséget. Erre egy egyszert példa 10 f6s min-
taban 3, illetve 7 f6s diszjunkt részcsoportok képzése. Bar matematikailag az emlitett
részcsoportok szamossaga megegyezik, a 3 fGs csoportok képzése jobban elképzelhetd,
igy ezt véljik gyakoribbnak.

Muzérikus korrelaciobol fakado torzitas akkor 1ép fel, amikor két jelenség kozott erds
tudati asszociacié all fenn, azonban ez statisztikailag nem allja meg a helyét. Ilyen
esetekben akkor is gyakori kozos el6fordulast feltételeziink, amikor ennek a minta va-
l6jaban ellentmond.

4.3.3. Rogzités és igazitas

E heurisztika lényege abban ragadhaté meg, hogy a feladat elvégzése soran az itéletal-
koto kijelol valamilyen kezd6 értéket, azt veszi alapul és ahhoz igazitja hozza a végss
dontést. A kiindulépont szarmazhat a probléma megfogalmazasanak modjabol, vagy
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partikularis szamitasokbol. A dontés és a cselekvés kivitelezhetGsége szempontjabol a
rogzitésen és igazitason alapuloé dontési mandver nagy jelentéséggel bir, és felel6s olyan
jelenségekért is, mint az elégtelen igazitds és a konjunktiv és diszjunktiv események
értékelésében jelentkezs tipusos tévedések.

Annak alapjan észlelhetjiik az elégtelen igazitasra iranyuléd tendenciat, hogy az itéleti
érték nagysagat tilzottan befolyasolja a kezdd érték megadasa. Valoszintiségi elosz-
lasok becslésekor jelentsen eltérd értéket adunk meg, ha kiindulési érték nélkiil kell
megbecsiilniink egy adott esemény valoszintiségének 90%-os konfidenciaintervallumét,
szemben azzal, ha adott egy median érték, és ehhez képest kell becslést adnunk az
intervallumra. Akkor is ezt a jelenséget figyelhetjik meg, ha valaki befejezetlen sza-
mitasokra alapozza az értékelését, tehat adott szamu elemi miivelet alapjan becsli egy
komplexebb miivelet eredményét. Ha adott egy komplex miiveletleirds két eltérd for-
méaban: 1-2-3---10¢és 10-9-8---1, akkor az utobbit nagyobbnak becsiiljiik, mert az
elsG par értékhez képest igazitunk.

A konjunktiv és diszjunktiv események értékelésében jelentkezd tipusos tévedések szin-
tén az igazitds és rogzités alkalmazasibol adodnak. Tekintsiink egy példat harom
eseménytipus (elemi, diszjunktiv, konjunktiv) egymassal torténd osszehasonlitasara
Englénder et al. nyoman.

Legyen az elsd eqy elemi esemény, ahol eqy olyan zsdkbol, amely fele részben tartalmaz
piros és fele részben fehér tiveggolyokat, eqyszeri hizdssal eqy pirosat vesz ki valaki.
A konjunktiv esemény példdul a kovetkezd: eqy zsdkban taldlhatd tiveggolyoknak 90%-a
piros, 10%-a fehér. Valaki hétszer eqgymds utdn piros golydt hiz ki a zsdkbol gy, hogy a
kihizott golyot mindig visszateszi. Diszjunktiv eseményre példa a kévetkezd: eqy zsdkbol,
amelyikben az tiveggolyck 10%-a piros és 90%-a fehér, hét eqymds utdni hizdssal valaki
legaldbb eqy piros golyot hiz ki. A kihizott golyot természetesen mindig visszateszi.
Egy kisérletben a kisérleti személyek azt a feladatot kaptak, hogy kdssenek fogadast
a harom eseményfajtara, melyiket mennyire tartjak valoszininek. Kideriilt, hogy a
kisérleti személyek legnagyobb része a konjunktiv eseményre fogadott, kisebb része
az elemi eseményre, és legkisebb része a diszjunktivre, holott a diszjunktiv esemény
bekovetkezését tekinthetjiik matematikailag a legvaloszintibbnek (0,52), utana az elemi
eseményt (0,5) és legkevésbé valoszintinek a konjunktivat (0,48) [7].

Ezt a jelenséget Kahneman és Tversky a rogzitésbdl kovetkezs hatassal magyarazzak [3).
Allaspontjuk szerint egy elemi esemény megallapitott valoszintisége szolgal természetes
kiindul6pontként a valdsziniiség értékeléséhez mind a konjunktiv, mind a diszjunktiv
eseményeknél. A kezdGponttol valo igazitas altalaban nem kielégits, ezért a végss érté-
kelés mindkét esetben tul kézel marad az elemi események valoszintiségéhez. Ez a jelen-
ség nem egyszer érezteti hatdsat a mindennapi gyakorlatban. A konjunktiv események
valoszintiségének tulértékelésével talalkozhatunk példaul a projekttervek teljes meg-
valésithatosaganak tulértékelésekor. Ha adott egy tobb részfolyamathol allo projekt,
akkor a részfolyamatok egyiittes sikeres megvalositasanak a valoszintiségét rendszerint
feliilbecsiiljiik. A diszjunktiv itéleteknél tapasztalhato alulértékelés pedig példaul a
rendszerek részmeghibasodési lehet&ségének alabecslésében mutatkozik meg. Vagyis
bar az egyes részhibdk egyenként jellemzdGen kis valoszintiségtiek, annak valoszintisége,
hogy valamilyen hiba fellép, mar nem elhanyagolhato.
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4.4. Torzitdsok a kockazat észlelésében

4.4.1. Perspektivahatas

A kockazat id6i sikban torténd érzékelése, és az ezen alapul6é dontéshozatal egy tovabbi
teriilet, ahol eltérés mutatkozik a valoszintiségszamitas szabalyaitol. Az adott idépil-
lanathoz kozelebbi kockézatot nagyobbnak, a tavolabbit kisebbnek érzékeljiik. Ezt a
jelenséget a kockézat perspektivahatasanak nevezziik. A perspektivahatast tobb kisér-
let keretében vizsgéaltdk. Ezek egyike egy szerencsejaték szitudcié soran demonstralja
a jelenséget [7]. A kisérlet résztvevéivel egy négyfordulos szerencsejatékot jatszattak.
Minden egyes forduléban haromszor dobtak fel egy pénzdarabot és egyszer egy jaték-
kockat. A résztvevSknek valamennyi dobéas el6tt tippelniiik kellett, hogy mi lesz a
dobas kimenetele. A pénzdarab feldobasa esetén a lehetséges opciok: fej vagy iras,
a kockadobés esetén pedig a lehetséges 6 szam egyike. Az egyes fordulok a dobasok
sorrendjében tértek el egymastol. Az els forduloban a kockaval kellett dobniuk els-
szor, majd az érmével haromszor. A masodik forduloban a kockadobas a masodik
helyre keriilt. A harmadik és a negyedik forduloban pedig rendre a harmadik és a
negyedik helyre. A kisérlet tovabbi feltételei: a kisérleti személy csakis akkor nyer
meg egy-egy fordulot, ha az érmefeldobésok és a kockadobés kimenetelét is helyesen
josolja meg. Ha egyszer is téved, a forduld lejatszasat megszakitjdk. Ha nyer, a tét
48-szorosat kapja, ha veszit, akkor a tét a vizsgalatvezetGé. A jaték elkezdése elGtt a
jatékosoknak valamennyi fordulora fogadniuk kellett, és azt is meg kellett mondaniuk,
hogy melyik forduléban mekkora téttel fognak jatszani. FEz lehetGséget adott annak
mérésére, hogy a fordulokat egymashoz képest mennyire tartjak esélyeseknek. Bar a
négy forduld sordn a nyerés valosziniisége objektive teljesen azonos volt, a kisérletben
résztvevok jelentGsen eltérének itélték az egyes fordulok kockazatat. Az eredmények
azt mutattak, hogy minél korabban kovetkezett a kockadobds, a sorozat legnagyobb
rizik6ja tagja, annal nagyobbnak érzékelték a résztvevik az Osszkockizat nagysagat.
Ennek megfelelGen minél tavolabb volt id6ben a kiemelt rizik6ju pont, annal kisebbnek
itélték az osszkockazatot.

Az elvégzett kisérletek eredményei alatamasztottak azt a hipotézist, mely szerint minél
kés6bb kovetkezik be a legnagyobb kockazatot képvisel6 esemény, annal esélyesebb-
nek tinik az eseménysorozat egésze. Ebbdl a hipotézisbél az is kovetkezik, hogy a
valdjaban egyenls valosziniiségli sorozatokat az emberek nem egyenlékként kezelik. A
hipotézis hatterében megtalalhaté az adaptiv célszeriiség hatasédnak feltételezése: a
biolégiai adaptéicié szempontjabol az a legésszertibb, ha dontési sorozatok esetében azt
a lehetséget valasztjuk, amelyikben a lehets legkésébb jelentkezik a legnagyobb koc-
kazat. AlapvetGen csak ez a stratégia segiti a tulélést. Az, hogy a lényegében egyenls
esélyd és hasznossagu lehetéségeket egyméstol kiillonbozokként észleljiik, lehetdséget
ad arra, hogy donteni tudjunk kozottiik, és ezzel megérizziik cselekvGképességiinket.

4.4.2. Egyenletesség

A kockazat id6beli észlelésének egy tovabbi emberi sajatossaga a kockazat egyenletessé-
gének preferaldsa. Az emberi gondolkodas adott tipusu szituaciokban végzett kockazat-
becslésnél elényben részesiti az egyenletes kockazateloszlasu sorozatokat. Kiilénb6zd
kisérletek igazoltdk, hogy ha az ember egy szitudcidban azonos 0sszkockazatii esemény-
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sorozatok értékelése alapjan végez kockazati becslést, akkor az egymastél jelentGsen
kiilonb6z6 kockazati elemeket tartalmazokkal szemben az azonos vagy egyméshoz igen
kozel all6 kockazatu elemeket tartalmazé sorozatot preferalja.

Englénder és munkatérsai egy rulettszert kisérlettel demonstraltak ezt a jelenséget [7].
Adott volt egy sorrendben szdmozott szerencsekerék, amely 16 részre volt osztva 1-t61
16-ig terjedd szamozassal és 4 szinre volt festve (piros, sirga, kék, zold). A kisérlet
résztvevsi szamra (jele: N, p = 1/16), szinre (jele: C, p = 1/4) és a szamok paros,
illetve paratlan voltara (jele: P, p = 1/2) fogadhattak. A kisérlet folyaman ezen
eseményekbdl Osszedllitott eseménysorozatok Osszkockazatat kellett megbecsiilniiik a
kisérleti személyeknek. Példaul N|P|P (p = 1/16-1/2-1/2 = 1/64) vagy C|C|C
(p=1/4-1/4-1/4 =1/64). Az eseménysorozatok valosziniisége minden esetben 1/64
volt, mégis jelent&sen tobben itélték az utdobbi eseménysort a legkevésbé kockazatosnak,
mivel ennél volt a kockazat a legegyenletesebb.

A kockazategyenletesség preferencidja egyfajta ,kvézi optimalizaciés” modszernek is
tekinthetd, ugyanis az emberek konnyebben tudjak kezelni azokat a helyzeteket, me-
lyek jellemz6i viszonylag tartosak. Ennek feltételezhetGen az az oka, hogy a kornyezeti
adaptacio szempontjabol elényos egy tartos tényezd, mivel lehet6vé teszi a hozzé tor-
téng alkalmazkodast. A jelenség tigy is értelmezhets, hogy az ember az 6sszkockazatok
nagysaganak megitélésekor, a fliggetlen részesemények valészintiségeinek Gsszegzése so-
ran a matematikai gondolkodasnak jobban megfelel6 szorzasok helyett Gsszeadashoz
hasonl6 miveletet alkalmaz.

4.4.3. Aranyossag

Az 6sszkockazat nagysaganak meghatarozasat két tovabbi, egymassal ellentétes hatasu
tényezd befolyésolja, a kockéazat stiriisége és tartossaga. A kockézat stiriisége azt fejezi
ki, hogy az Osszkockazat milyen mértékben stritett egyetlen vagy igen kevés szami
pontbha. A kockézat tartossadga a kockdzat fennallasdnak tartamét jeloli. E két ténye-
76 hatasat az egyenletesség vizsgalatanal leirt kisérlet egy valtozataval vizsgaltak. A
kiséreti alanyoknak harom eseménysorozatra kellett kockdzatbecslést végezniiik, azaz
fogadniuk téttel. Az elsd sorozat 1 elemet (N), a masodik 2-t (C'|C'), a harmadik pedig
4-et (P|P|P|P) tartalmazott. A szamitott Osszkockdzat mindharom sorozat esetében
azonos volt (N =1/16,C-C =1/4-1/4=1/16, P-P-P-P =1/2-1/2-1/2-1/2 = 1/16).
Az érzékelt” kockazat az elsénél a legnagyobb, de csak egyszeri, mig a masodik és har-
madik esetében lényegesen kisebb, de tobbszor kell elviselni. A kisérlet eredményei azt
mutattak, hogy ilyen szituaciokban inkabb vilasztjik az alacsonyabb mértékid kocka-
zat tObbszori elviselését (alacsony kockazatstirtiség, relative magas tartossag), mint az
egyszeri nagy kockazatot (magas kockazatsirtiség, alacsony tartossag). Ilyen modon
érvényesiilhet az aranyossag elve. (A kornyezeti adaptacioban is inkabb ez a megoldas
valt sikeressé.)

4.5. Funkcionalis referenciak

Kisérletsorozatok eredményei azt mutattak, hogy mind a laikusok, mind a felséfoku
matematikai képzettséggel rendelkezék a kockazati perspektivahatasnak megfelelgen
tették meg a fogadasaikat (habar a szamitott kockazati esélyek egyenlGk voltak). Ha
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az itélet helyességének feltétlen kritériuma a normativ matematikai elGirasok alapjan
szamitott értékekkel torténs egybeesés, akkor valoban hibaztak a kisérletben résztve-
vék. Ezzel szemben, ha a biologiai adaptacié vagy a mindennapi gyakorlat szemszogeé-
bél vizsgaljuk meg a kérdést, akkor nem ez a konklizié adodik. A korabban emlitett
szerencsekerék kisérletben résztvevéknek el kellett donteniiik, hogy a lehetséges opciok
koziil melyiket mekkora téttel fogadjak meg. Tisztan formai szempontbo6l ugyantugy
hibaztak volna, ha mas sorrendet allitottak volna fel (az Gsszekockézat ugyanakkora
volt mindharom esetben, tehat barmilyen sorrendezés hibas, amely valamelyik esetet
nagyobb kockazatunak jel6li a t6bbinél). Ha elfogadjak azt, hogy a rendelkezésre allo
opcidk egyenld értékiek, és elutasitjak a dontést, a szituativ feltételek alapjén a lehets
legrosszabb megoldast valasztottak volna (kizartdk volna magukat a jatékbol, vagyis
elestek volna a potencidlis nyereménytdl). A kisérletek lebonyolitasa soran vilagossa
valt, hogy miikodott a matematikai ismeretekbdl, illetve a valdsziniliségszamitasi kész-
ségbdl szarmazo kontroll (kiilonosen a szakértSk megjegyzései utaltak erre), de amikor
dontottek, nem a matematika normativ szabalyaibol fakado kritériumnak tettek eleget.
A kisérletek arra mutattak ra, hogy a valosziniiségi itéletalkotas egy kettds, alternativ
kritériumrendszeren alapul. Az adott feladathelyzet altal mozgositott kritériumhalmaz
orientéalja az itélet kialakitasanak modjat és szabalyait. A két kritériumtipus vagy mas
néven funkcionalis referencia [7] a kovetkezd:

e igazsdagkritérium — a feladat elsGdlegesen egy helyzet, allapot, tény igazsaganak
feltarasa,

o hatékonysdgi kritérium — egy cselekvés el6készitésére iranyul az itéletalkotés.

A hatékonysagi kritérium azon esetekben keriil el6térbe funkcionalis referenciaként,
amikor cselekvéskényszerbe keriil az itéletalkot6 ember. A kovetkezd valasztasos tipust
helyzetekben (jellemzGen akkor, amikor nincs elegendd id6) adodhat el cselekvéskény-
szer:

e azonos értékd lehetdségek kozott kell valasztani,

e tulsdgosan komplex a probléma az egyén informéciéfeldolgozo teljesitményéhez
viszonyitva,

e sajat jelent&ségéhez mérten til Osszetett a probléma,

e clégtelen a rendelkezése allo informéacié mennyisége.

A funkcionalis referencidnak megfelelGen két feladathelyzetet lehet megkiilonboztetni,
az egyik a ,hagyomanyos gondolkodas” (példaul egy matematikai probléma helyes meg-
oldésa), a masik a becslés (példaul szerencsejatékban fogadas). A becslés kozelebb all
az érzékelési folyamatoknél feltart mechanizmusokhoz, a kognitiv tevékenység analog
munkamodjai dominéalnak, a miikodési szabalyokban meghatarozo a kockazat perspek-
tivahatasa, a heurisztikdk alkalmazasa, a mennyiségek logaritmikus konverzioja.

Neumann szerint a digitalis miikodés (matematikai szamitasok) elvitathatatlan elénye
az elméletileg végtelen precizités, pontossag, de nagy hatranya a labilis meghizhatosag
(a nagy szamu logikai lépést elvégz6 miiveletsorok kozott egyetlen hiba is gyakori és
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stlyosan hibas végeredményhez vezethet. Ezzel szemben az analog miikodés (heuriszti-
kéak hasznalata) kétségteleniil durva és pontatlan, de meglehetésen megbizhato, és igen
ritkdk a silyos, abszurd hibak).

Meglehet&sen nehéz elméleti probléma a heurisztikus itéletalkotas elhelyezése az itélet-
alkoto folyamatok komplett rendszerében. A heurisztikus elméletet a filozofia oldalarol
érkezett kritikdk az emberi irracionalitas kisérleti bizonyitasara valé torekvésként jel-
lemzik.

4.6. A kauzalitas szerepe

Bizonytalan szituaciokban az emberi itéletalkotas folyamatiaban a problémék idébeli
szerkezetének fontos szerepe van. Bar tisztdn matematikai szempontbol a val6szint-
ségi dontéshozatal id&beli paraméterei kozombosek, mégis szadmos kutatasi eredmény
alapozza meg azt az allitast. Az attribucios (oktulajdonitasi) elmélet kidolgozdinak
(Kelley és McArthur) az az allaspontja, hogy a bizonytalan helyzetekben torténd ité-
letalkotés soran is érvényesiil az a tendencidézus kényszer, hogy az ember kauzilis sé-
maban értelmezze az egymast kovets eseményeket [11], [10]. Jelolje X a rendelkezésre
allo adatot (mintat), Y pedig a vizsgalt eseményt, melynek valoszintiségét becsiiljiik.
Ekkor az alabbi sémékat kiilonboztethetjiik meg [2]:

e X — Y : X kauzalis informacioval szolgél Y-rol
e Y — X : X diagnosztikus informacioval szolgal Y-rol

o YV« Z — X: X indikaci6 (adott szituacioban informéacioval szolgal Y-rol

Y —/—X: X véletlenszerid Y szempontjabol, tehat nincs sem direkt, sem indirekt
kauzalis él.

Ezek koziil a kauzalis irdnynak van pszicholdgiai tilstlya, ami azt vonja maga utan,
hogy a korabbi eseményt oknak, a késébbit okozatnak tekinti az ember. Ez olyan ko-
vetkezménnyel is jarhat, hogy akkor is ok-okozati Gsszefiiggés benyomasa alakul ki az
emberekben, mikor csupédn az események egymasutanisagar6l van szd. Spontan, hét-
koéznapi szituaciokban a kévetkeztetések mechanizmusa tgy miikodik, hogy az id6ben
elére (korabbirdl késébbire) iranyulo kovetkeztetéseket, mint okrol okozatra, az idében
visszafelé iranyuléakat mint okozatrol okra torténé kovetkeztetéseket hajtjuk végre. Az
el6bbieket kauzalis, az utobbiakat diagnosztikus kovetkeztetéseknek nevezziik.

A kauzalis kovetkeztetési forma természetesebb az ember szamara, a koérnyezeti adap-
tacié folyamataban Gsibb kovetelményeket elégiti ki a diagnosztikushoz viszonyitva. A
sikeres adaptacidhoz, illetve a tuléléshez sziikséges gyors cselekvéses valaszok kivitele-
zését a kauzalis kovetkeztetési forma biztositotta. A miultbeli szituaciok megértése és
értékelése csak késébb, a biologiai és tarsadalmi fejlédés magasabb szintjén valt igazan
értékesithetGvé. A diagnosztikus kovetkeztetési forma megjelenése mar azt a tipusu
gondolkodést vetiti el6re, amely elvezet a tudoményos megismerés modszereihez.

Az elmélet kidolgozdi a kovetkezdket feltételezik a hétkdznapi itéletalkotasban:

1. kézenfekvébbeknek tiinnek és kénnyebben végrehajthatok a kauzalis kovetkezte-
tések, ezért jobban megbiznak benniik az emberek,
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2. az informéaciokbol alapvetGen a varhato, jovébeli torténésekre vonatkozd kovet-
keztetési lehetGségeket hasznositjuk, és elhanyagoljuk az informéaciok miltra vo-
natkozo6, diagnosztikus értékét,

3. lényegesen kdnnyebben tudunk kauzalis modelleket késziteni a bekovetkezett ese-
mények megmagyarazasara, mint diagnosztikusokat.

Mindezek jelentds kovetkezménye tuddsmérndki szempontbol, hogy ha rendelkezésre
all olyan informéacio, amely egy kauzalis kovetkeztetési lanchoz illeszkedik, akkor ez
lesz a dominans. Mindazon mintakat, illetve a tovabbi informaciokat, melyek ehhez a
sémahoz nem illeszkednek, figyelmen kiviil hagyjuk. A modellalkotas szempontjabol
mindennek jelentés kévetkezménye van, akar hétkoznapi értelemben, ha az embernek a
kornyezd vilag mechanizmusaira modelleket alkot6 tevékenységét tekintjiik, akar forma-
lis értelemben, ha egy adott targyteriilet modellezését nézziik. A modellezési lépéseket
harom f6 vezérl elv koré csoportosithatjuk: predikcio, magyarazat, modellrevizid. Az
els két elv a kauzalis kdvetkeztetés iranyaba illeszkedik, mig az utobbi a diagnosztikus
kovetkeztetéshez kapcsolodik. A kauzalis irany tidlstlya a modell-kimenet viszonylat
értelmezésében jelentkezik. Predikcié esetében az ember hajlamos azon kimenetek st-
lyat eltidlozni, melyek leginkabb illeszkednek a modellhez, mig a magyarazat jellegi
megkozelitésnél a modellnek azon elemeit stlyozzuk feliil, melyek révén a kimenet 16t-
rejohetett. Mindkét esetben az adott modell-kimenet illeszkedésének josagara keriil a
hangsuly. Ezzel szemben modellrevizié esetén annak megallapitasa a cél, hogy a mo-
dell mely paramétereit kell modositani a jobb illeszkedés érdekében. Ez utéobbi elv a
diagnosztikus kovetkeztetést igényld volta miatt hattérbe szorul, emiatt a valoszintiségi
itéletalkotas és a kapcsolodd modellallitas folyamén tulsilyba keriil a predikcios és a
magyarazat alapt megkdzelités.

A revizi6 elvetése nem csak a kauzélis sémakhoz kapcsolodoan jelentkezhet. A hiedel-
mek melletti kitartds még 1j, annak ellentmondo adat esetében sem feltétleniil valtozik
meg. Tegyiik fel, hogy adott két csoport, A és B, melyeknek ugyanazon eseménynek a
valoszintiségérdl eltérd hiedelmeik vannak. Ha egy olyan 1j evidencia valik elérhet6vé,
mely szerint mindkét hiedelem elfogadhato, akkor optimalis esetben kozeledhetnek a
hiedelmek egymashoz, feltéve, hogy az 1j adat meggy6z6, konzisztens a kordbbiakkal.
Ha az evidencia nem konzisztens a kordbbiakkal, akkor a két csoport vagy elfogad-
ja egymas hiedelmeit valamilyen mértékben vagy nem valtoztat az allaspontjan. A
val6sagban azonban a hiedelmek nem hogy kozelednének egymashoz, hanem polarizé-
lodnak, tavolodnak egymastol. Az altalanos tendencia az, hogy minden informaciot a
sajat hiedelmeink megerdsitésére hasznalunk. Még abban az esetben is, amikor egy ko-
rabbi evidencianak megkérddjelezGdik a hitelessége (vagy kideriil, hogy egyértelmiien
tévedés), akkor sem csokken annyit a ,hitiink”, mint amekkorat né pozitiv megerdsités
hatasara. Ennek mértékét a tudatban elraktarozott korabbi siker-, illetve kudarcélmé-
nyeink befolyasoljak.

Ehhez kapcsolodik egy tovabbi jelenség, melyet visszatekintési torzitasnak neveztek el.
Ennek lényege, hogy egy vizsgalt esemény bekovetkezte utan, a visszatekintés folyaman
talbecsiiljiik azt, amit elére latni lehetett. Tehat a bekovetkezett eseményt szinte elke-
riillhetetlennek véljiik utolag, azt feltételezziik, hogy mindent latni lehetett mar elére,
holott valojaban nem ez volt a helyzet. Ennek hatranya az, hogy a késGbbi predikciokat
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tilzottan magabiztossa teheti, masfeldl ,eltakarja” az idékdzben fellépd hibak és mas
varatlan események jelentGségét.

4.7. A valbszintiségi itéletalkotas mint Osszetett szaba-
lyoz6 rendszer

Az emberi problémamegold6é gondolkodas egyik jellemz& formaja a valoszintiségi ité-
letalkotas folyamataban a heurisztikak alkalmazésa, ami egytttal ravilagit a kovetkez-
tetési folyamataink természetére is. A kutatok egy része azt feltételezi, hogy mindez
csak a pszichologiai laboratoriumban végzett vizsgalatok mellékterméke, mig mas je-
lentés csoportjuk ezt nem fogadja el. A valbszintiségbecslések feliilvizsgalata soran
az ember bayesi gondolkoddsmodjat hangsilyozo felfogas ellentmondésban van a he-
urisztikus megoldasok analég, kvalitativ jellegével. A két neves kutatd, Tversky és
Kahneman a reprezentativitas heurisztikara vezeti vissza a konzervativizmus jelensé-
get [3]. Ok szakitanak azzal az elofeltevéssel, hogy az emberek ,bayesi” mechanizmussal,
azaz el6zetes és feltételes valosziniiségeket meghatarozé adatok alapjan tesznek kissé
torzitott, nem kell6 hatékonysagu kovetkeztetéseket. E szerzok tigy vélekednek, hogy
a becslések mechanizmusai az észleléshez kozelebb 4ll6 szinten zajlanak, alapvetGen a
rendelkezésre all6 informéaciok, illetve az alternativ hipotézisek hasonlésdgara vonat-
koz6é komplex benyomésokon alapulnak. A konzervativizmus jelenséget abbol vezetik
le, hogy az emberek érzéketlenek egy lényeges statisztikai jellemzével szemben, ez pe-
dig a minta nagysaga. A ,bayesi modon gondolkod6 ember” modelljének ugyancsak
ellentmond a rogzités és igazitas heurisztika rendszeres fellépésével kapcsolatos elvaras.
méanyos modellje és a miiveletsorok kiszamitasanak elkeriilésére iranyuld torekvés. Bar
meggy&zonek tinik a valoszintségi itéletalkotas igen erds heurisztikus tendencidinak
létezése, a hagyomanyos bayesi kisérletek eredményei ramutatnak, hogy az egyének az
informéaciok novekedését valamilyen szinti hatékonysaggal mégis csak hasznositjak. Az
1j informacidk — azaz a mintanagysag névekedése — befolydsoljak a konzervativizmus
A valosagban a gondolkodas egyes folyamatai digitalis 1épéseinek meghizhatosagat jol
értelmezik az analog miiveleteket alkalmazé heurisztikus becslések; a heurisztikak elna-
gyoltsagat, logikai pontatlansagat pedig a digitalis elemzések sziikség esetén felismerik
és korrigaljak. Az itéletalkotasunk soran nem egymastol fiiggetlen, befejezett itéleteket
alakitunk ki. A kiilénbozé itéletek kozott kolesonos kapesolatok allnak fenn, kont-
rollaljak és kiegészitik egymast, tobb nézetbdl és kiilonb6zé modokon kozelitik meg
ugyanazt a problémét. Az itéletek Gsszetett dinamikival miikodé halézatokat, hierar-
chidkat alkotnak, melyekben iitkznek a kiilonboz§ tipust heurisztikdk és a normativ,
digitalis gondolkodasi folyamatok eredményei. A valoszintségi megismerés intuitiv és
normativ mozzanatai egymast kélcsonosen kontrollalo és kisegité miveletek. Témoren
megfogalmazva, a kovetkeztetési, itéletalkotasi rendszer egy bonyolult visszacsatolasi
miikodést biztositoé szervomechanizmust alkalmaz. A kiemelt kérdés az, hogy a kdvet-
keztetések intuitiv és normativ elemei a valdszintiségbecslések folyamatidban hogyan
hatnak egymasra.

A szakirodalom nagymértékben megosztott az emberi itéletalkotas mint atfogd rend-
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szer tekintetében. Az egyik irdnyzat szerint a nagy kockazata helyzetekben az emberi
dontések helyessége gyakran a tiulélés alapfeltétele, ugyanakkor az ellenérzésre és kor-
rekcidra alig van vagy egyéltalan nincs lehetdség. Ebb6l az kovetkezne, hogy a legveszé-
lyesebb szituaciokban ki vagyunk szolgaltatva a tévedéseinknek, melyek a heurisztikak
biasképz6 tendencidja miatt nem ritkdk. Tovabba a kiillonbo6z6 érzékelési modalitésok-
bol szarmazo6 informaciok visszacsatolasi hatésaira, illetve a tanulasi folyamatokra nem
szamithatunk, mert ttlsdgosan ritkdk az ilyen rendkiviili helyzetek a helyes dontések
és a megfelel§ cselekvés elsajatitasdhoz. A szituaciok kockazatos mivolta feloldhatat-
lan az ember szamara, és a kockazatpercepciés kutatasok szemlélete szerint az emberi
pszichikum nincs felkésziilve a kockazat kezelésére a visszacsatolas hianyéban.

Egy mésik irdnyzat szerint, azonban tobbek koézott biologiai megfontolasok is indo-
koljak a kételkedést a fentiekben. A leirt kisérletek alapjan feltételezhets egy belsé
kontrollrendszer, amely az itéletek megbizhatosagat biztositja [7]. A kiilénbozé ko-
vetkeztetési mechanizmusok szimultan miikodése, interaktiv dinamizmusai, az analog
és digitalis folyamatok, eltérd modon miikédé heurisztikak kolecsonosen ellenérzik, el-
lensilyozzak egymést. A valoszintiségi problémamegoldés egységes rendszere az eltérd
mechanizmusok nagyfoki egyilittmikodésébdl és a miveletek megfelels hierarchikus
szervezGdésébol szarmazik.

A fentiekkel ellentétben az extrém stressz kutatasok eredményei arra utalnak, hogy
létezik visszacsatolas a kornyezet és az egyén kozott. Az extrém kockézati szituici-
okban azonnali reflexes reakciok indulnak be a veszélyeztets tényezdk kikiiszobolésére.
Ezzel parhuzamosan a kognitiv apparatus értékeli a visszacsatolasi informaciokat, és
modja van a kockazatbecslési mechanizmusok alkalmazasara (minél pontosabb képet
rajzolnak az informéciok, és minél tobb id6 &all rendelkezésre az itéletalkotashoz, a
bizonytalansigrevizié sordn annal inkabb tolédik at a gondolkodés a heurisztikdk al-
kalmazéasarol méas, pontosabb kockazatbecslési mechanizmusokra). Tovabba szélsGséges
szitudciokban is elraktarozodhat tapasztalat, f6leg az er6s érzelmi kontextussal rendel-
kez$ negativ tapasztalasok esetén. Ez utobbiak vésGdnek be a legerGsebben (persze
ehhez tl kell élni a tévedést). Természetesen a mas tapasztalatabol valo okulas mint
informacio nagyon fontos, s6t mint attitiid, alapja lehet a fejezet elején taglalt kocka-
zatbecslési torzitdsoknak akkor, ha valoban nem vessziik figyelembe a mintanagységot.
A szamunkra fontos emberek, csoportok tapasztalata nagyobb befolyassal hat adott
esetben, mint egy joval nagyobb populéacié kockazatbecslési itélete.

A kockézatbecslés folyamataban nagy erével hatnak a kordbbi negativ tapasztalatok
(sikertelen vagy kevéssé sikeres itéletek kovetkezményei). Hasonlo szituaciokban befo-
lyasolja, torzithatja a kockazatbecslésiinket még akkor is, ha az adott szituicié szamos
paramétere méas, mint a korabbié (minden olyan helyzetben nagyobbnak fogjuk érzé-
kelni a kockadzat nagysagat, amely nagy vonalakban hasonlit egy korabbi, kudarcot
eredményezett valosziniiségi itéletalkotasunkhoz). Ugyanakkor a rulettkisérletek soran
felismert torzitasok is megjelennek a mindennapi gyakorlatban: ha tudottan 50-50%-os
valoszintiségi dontési helyzetben tobbszor egyféleképpen dontiink sikerteleniil, ragasz-
kodhatunk hozza azon feltevés miatt, hogy az n-edik probalkozasnal mar nagyobb a
valoszintisége annak, hogy igazunk lesz.
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4.8. A torzitasok hatasa és azok kezelése

A valoszintiségi kovetkeztetés és modellezés terén a paraméterek meghatarozasat ille-
t6en alapvet&en kétféle kovetkezménye lehet az eddigiek folyaman ismertetett jelensé-
geknek, torzitasoknak: tulzott magabiztossag (overconfidence) vagy a magabiztossag
hidnya (underconfidence). A ttlzott magabiztossag (lasd abra) a valoszintiségi
skala szélssegei felé valo eltolodast jelenti (azaz 0,5 alatt 0 felé, 0,5 felett 1 felé).

O T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8

=

4.1. dbra. A tilzott magabiztossiag (overconfindence) hatédsa valosziniiségi kovetkez-
tetd rendszereknél. A vizszintes tengely a tiilzott magabiztossagot mutaté becslést, a
fiiggdleges tengely az adat alapjan szamolt relativ frekvencidakat jel6li

A magabiztossag hidnya (lasd abra) az el¢bbivel ellentétes tendenciat, azaz mind-
két iranyban 0,5 felé valo eltolodast mutat.

4.2. dbra. A magabiztossag hianyanak (underconfindence) hatésa valosziniiségi kovet-
keztetd rendszereknél. A vizszintes tengely a magabiztossag hidnyat mutaté becslést,
a fiiggdleges tengely az adat alapjan szamolt relativ frekvencidkat jel6li

A heurisztikdk miatt felléps torzitasok kovetkeztében a tilzott magabiztossag jellem-
706, amit célszerd figyelembe venni a valdszintiségi modellezés folyamén. Ha a tilzott

magabiztossagot az idealis becsléshez viszonyitott szordsaval (o) jellemezziik, akkor
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megallapithato, hogy kismértékid szoras estén (o < 0,2) hatésa a modell teljesitmeé-
nyére még miniméalis, azonban ezen érték felett jelentGs romlas tapasztalhato [§]. A
magabiztossidg hidnya ennél nagyobb romlast eredményez, azonban nem ez a jellemzs
a szakértsi becslésekre. Onisko és Druzdzel vizsgaltak a becslések pontatlansdganak
(kerekitésének) hatésat egy valoszintségi koveteztetd rendszerben [9]. Ennek soran
kimutattak, hogy a becsiilt valosziniiségek 0-ra valo kerekitése okoz nagymértéki tel-
jesitményromlast.

A tulzott magabiztossag kezelése  kalibracio” segitségével lehetséges [5]. Ennek fo-
lyamén az szakért6t felkérjiik adott valdszintségi események megbecslésére, majd a
rendelkezésre allo adat alapjan kiszdmitott relativ frekvencidkkal ezeket Osszevetjiik.
Ily médon atfogd képet kaphatunk arrdl, hogy az adott szakérts becslése mennyire szor
az adatbol szamitott értékekhez képest (lasd abra).

1_ H ® H o + -.-.X
0.6k *

0.8F = P

07+
0.6k x .
06F
o4k .. _*
0.3F
nek . '. ) R .=
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4.3. dbra. Kalibracié. A vizszintes tengely a szakértd becsléseit, a fiiggéleges tengely
az adat alapjan szamolt relativ frekvenciakat jeloli. A ponttal jelblt szakértdi becslések
az adat alapjan szamitott valészintiség konfidenciaintervalluman beliil talalhatok, az
x-szel jelélt becslések pedig a konfidenciaitervallumon kiviil

Tudasmérndki szempontbol egy tovabbi kdvetkezménye az ismertetett torzitasoknak
és heurisztikdknak, hogy a szakérté rendszerint elfogult lesz az adott probléméhoz
kapcsolodd konkrét informéciok stulyozasanal [4]. Ez azt jelenti, hogy ha rendelkezés-
re all a probléméahoz kapcsolodo altalanos informécié és egyedi informacio, akkor az
utobbi kap nagy hangsuilyt, mig az el6bbit rendszerint elhanyagolja. Tekintsiink pél-
daként egy épitési projektet. Mivel szdmos hasonlo vallalkozés lezajlott mar, elérhetd
nagymennyiségi informéacio az ilyen tipusia projektek eredményességérdl, kritikus sza-
kaszairol, a tervezett és a valos kivitelezési id6r6l. Masképpen szolva eloszlas jellegii
informaciohalmaz all rendelkezésre. Ezzel allnak szemben a konkrét épitési projekt
egyedi informécidi, mint példaul a kivitelez§ vagy a helyszin paraméterei. A szakérts
hajlamos a projekt tervezése folyaman az intuitiv becslések meghozatalakor figyelmen
kiviil hagyni az eloszlasbol szarmazé informéciokat, és feliilértékelni az egyedi informa-
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ciokat. Ennek oka tobbrétid lehet, tobbek kozt szerepet jatszik az egyedi informaciok
idGbeli kozelsége, a szakérté személyes érzelmi érintettsége a korabbi kudarcok vagy
sikerek kapcsan, valamint a jellemzé tulzott magabiztossag.

Elvileg lehetséges egy korrekcios metodust kialakitani az intuitiv becslések javitasara.
Ennek lépései: (1) referenciaosztaly meghatarozasa, (2) referenciaosztaly paraméterei
eloszlasanak meghatérozasa, (3) intuitiv becslés, (4) josolhatosag becslése, (5) intu-
itiv becslés korrekcidja a josolhatosag figyelembevételével. A gyakorlatban azonban
ez tobbnyire nem megvalosithatd, hiszen a legtobb esetben egyfelél a referenciaosz-
taly (amihez hasonlitjuk az adott probléméat), masfelsl a josolhatosag (mennyire lehet
pontos a becslés) meghatarozasa akadalyokba iitkozik. Emiatt inkabb a torzitasok le-
hetséges jelenlétének tudatositasa, és ebbdl kifolyolag az adott feladat tobb szempontu
megkozelitése nydjthat segitséget.

4.9. (")sszegzés

A matematikai szabalyszertiségek, szigorian meghatarozott szamitasi elvek és modsze-
rek szemszogébdl tekintve, az emberi gondolkodéasban, itéletalkotasban, kockazatbecs-
lésben, kiilénosen a bizonytalan helyzetekben megmutatkozo, gyakran és szabélysze-
riien jelentkezd elégtelenségek, torzuldsok, hibék ellenére a valoszintiségi itéletalkotas
kognitiv mechanizmusai a kornyezeti alkalmazkodas folyamataiban kell6 hatékonyséag-
gal mikddnek. Olyan szituaciokban, amelyekben preciz valosziniiségi szamitasok elvég-
zésére az idGkeret sziikossége nem ad lehetGséget, a becsléses itéletalkotés sok esetben
elnagyoltabb, durvabb moédszerei jobban szolgaljak a bioldgiai tulélést. Az ember ilyen
tipusi kognitiv miikddéseinek hét, az alkalmazkodast segité kiilonbozé funkcidja fi-
gyelheté meg (melyek matematikai nézdpontbdl gyakran mindsiilnek tévedésnek vagy
hib4nak):

1. A cselekvSképesség biztositasa lerdviditi a dontéselGkészités idGtartamat azaltal,
hogy strukturalja, értelmezhetévé teszi a masképpen nem kezelheté bemeneti adatokat,
azaz megkiilonboztethetGvé tesz matematikai oldalrol nézve egyenértéki opciokat.

2. Olyan miiveleti eljarasokat alkalmaz (mint példaul a kockazati perspektiva hatas),
amelyek az emberi becslésben azon kimeneteleket érzékeltetik esélyesebbnek (a tulélés
szempontjabol), melyekben a legnagyobb veszélyt hordozo események bekiovetkezése a
legkésébbre varhato.

3. Az emberi cselekvés természetes jellemzGihez adaptélt kovetkeztetéseket, prognozist
képez, vagyis a tartosan konstans paraméterekkel rendelkez§ szituacidkat veszélytele-
nebbnek mingsiti, mint a valtoz6 paraméterekkel birokat.

4. Az emberi kognicioban egyarant szerepelnek nagy pontossagu digitalis és nagy meg-
bizhatosagi analdég miiveletek, ami lehetévé teszi a szituacié realisztikus szemléletét.
Az analog kognitiv miiveletek soran az aktuélis feltételek és koriilmények Osszevetése
a korabbi tapasztalatokkal (az itéletalkotas altaluk befolyasolt egyedi mechanizmusai)
tereli az itéletalkotast. A digitalis miveletek sordn a kognitiv mechanizmusok is az
alapvetd aritmetikai miiveletekhez hasonldéan miikodnek.

5. Az emberi gondolkodas jellemz6i kreativ megoldasokat tesznek lehet&vé, melyek
normativ kdvetkeztetések révén nem, csupan 1j osszefiiggések felismerésével és alkal-
mazasaval vezethetnek eredményre. Példaul: adott helyzetben a rendelkezésre &llo
adatokbol pusztan hagyomanyos matematikai szamitasokkal nem talalhaté megoldas,
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ugyanakkor mas nézépontbol szemlélve az adathalmazt 0j kapcsolatok és Osszefiiggeé-
sek felismerésével (esetleg mar korabban sikeresen megoldott feladatokban alkalmazott
modszer adaptalasaval) megoldhatova valik a feladat.

6. A diagnosztikus kovetkeztetésekben mutatkozd konzervativizmus egyfajta kiegyen-
stilyoz6 hatassal bir a bizonytalansagrevizié soran, szemben az ok-okozati kovetkezte-
tések lehatarolt mechanizmusaival.

7. A kockdzatnagysag értékelésében, a becsléses és a kvazi matematikai gondolkodasi
folyamatok kozotti parhuzamos egyiittmtikodés és kontrolltevékenység biztositasa az
egyik legfontosabb kognitiv funkcié. A mechanizmus miikédésének lényege hasonlatos
ahhoz a biologiai folyamathoz, amikor egy komplex érzékelési folyamatban az egyes
érzékszervek altal begytijtott informaciok egymast pontositva, korrigdlva eléggé meg-
bizhat6 Gsszképet alakitanak ki (példaul egy kozeledd targy, jelenség veszélyességének
megitélése soran). Az emberi kockazatbecslések soran nyilvan el6fordulnak tényleges
hibék is, ezért az emberi itéletalkotast, mint teljesitményt csak a fentiekben leirt fo-
lyamatok interaktiv egyiittmiikodése teheti teljes értékiivé.
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5. fejezet

Egzakt, optimalizacids és
Monte-Carlo-kovetkeztetések
VGM-ben

5.1. Prediktiv kovetkeztetés Bayes-halokban

Mint a korabbi fejezetekben lattuk, a Bayes-halok elsGdleges célja, hogy az altaluk
reprezentalt valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat leirja. A Bayes-halokban alkal-
mazott legalapvetébb miivelet a prediktiv kdvetkeztetés, amely soran egy vagy tobb
ugynevezett célvdltozo eloszlasat vagy adott konfiguraciojuk valoszintiségét keressiik
adott feltételek mellett. Ezek a feltételek tipikusan az ugynevezett bizonyiték- vagy
evidencia valtozokra vonatkozo ismeretek.

Ebben a fejezetben a diszkrét valtozokat tartalmazoé Bayes-halokban valé kovetkeztetés-
sel foglalkozunk. Az itt felolelt anyag legnagyobb része a Russel és Norvig mesterséges
intelligenciarol irott konyvének [3] 14.4 (Egzakt kovetkeztetés Bayes-halokban) és 14.5
(Kozelits kivetkeztetés Bayes-halokban) szakaszait fedi le.

A bizonyiték tipusai Ha egyértelmien ismert a bizonyitékvaltozo altal felvett érték,
akkor biztos evidencidrdl, ha csak az eloszlasa ismert, akkor bizonytalan evidencidrol
beszéliink. Lathato, hogy a biztos evidencia a bizonytalan evidencia specidlis esete:
ekkor a valtozo eloszlasa 0,...0,1,0,...0 alaku.

A két legaltalanosabb kovetkeztetési eset az alabbi:

Egy célvaltozo marginalisa. A kovetkeztetés alapfeladata: keresett az egyetlen cél-
valtozo eloszlasa a bizonyiték-ismeretek mint feltétel mellett (P(X|E = e)). A
f6 oka annak, hogy ezt a kovetkeztetési esetet kiilon kiemeljiik, az, hogy sok
kovetkeztetési algoritmus (elsGsorban az egzaktak) esetében az Osszetett esetek
kezelésének az a legegyszertibb és leghatékonyabb, ha az Osszetett esetet vissza-
vezetjiik a célvaltoz6 marginélisara.

To6bb célvaltozo egyiittes konfiguracidja. A kovetkeztetés altaldnos esete: az evi-
dencidk ismeretében keresett a (tipikusan) t6bb célvaltozo egyiittes eloszlasa. Ha
egy adott algoritmussal nem adhaté kozvetleniil hatékony megoldéas erre az eset-
re, akkor alkalmazhato a lancszabaly: vessziik az els6 célvaltozot és kiszamitjuk
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ennek valosziniiségét a bizonyitékok mellett; ezutan a bizonyitékok halmazat ki-
bévitjiik a célvaltozd értékével, és a kdvetkezd célvaltozo valoszintiségét mér az
1j bizonyiték mellett szamitjuk. Ha végigértiink a teljes célvaltozo-halmazon,
a keresett valoszintséget az egyes elemekre kapott részeredmények szorzataként
kapjuk.

A fenti alapesetek alkalmazasaként még szdmos kovetkeztetési tipust kaphatunk. Ezek
koziil a legjelentGsebbek a kovetkezok:

Kovetkeztetés érzékenysége (Sensitivity of inference) Ebben az esetben azt vizsgal-
juk, hogy adott valtozok értékére vonatkozé ismereteink, hogyan befolyasoljék a
célvaltozok eloszlasat. Azaz azt vetjiik 6ssze, hogy a célvaltozo(k)nak az evidenci-
ak eredeti allapota szerinti feltételes eloszldsa hogyan valtozik, ha a bizonyitékok
korét rendre kib&vitjiik a vizsgalt valtozd értékeivel. A vizsgélat természetesen
kibGvithets tobb vizsgalt valtozora is.

To6bbletinforméacié értéke (Value of information) Ha a halé csomopontjainak (egy
halmazanak) konfiguracioihoz valamiféle hasznossagértéket rendeliink, vizsgal-
hatjuk, hogy egy (vagy t6bb) adott valtozé értékének ismerete hogyan fogja meg-
valtoztatni a varhaté hasznossagot. Az informécié értéke a kiovetkezd képlettel
szamolhato:

VOI(X|E) = P(z|E) x |Eprexy[U(V)] = Egng [U(V)]]; (5.1)

zeX

vagyis varhatoan (az j evidencia feltételes valoszintiségével silyozva) mekkora
abszolut hasznossagvaltozast fog okozni az 1 bizonyiték belépése.

5.2. A kovetkeztetési eljarasok attekintése

Bar a Bayes-halokban val6é prediktiv kdvetkeztetés célja minden esetben alapvet&en
az, hogy bizonyos ismeretek birtokdban a hé&lo tobbi részére vonatkozoé valdszintiségi
mennyiségeket szamitsunk ki, magara a kovetkeztetés elvégzésére szamos eljaras al-
kalmazhato, aszerint, hogy mi a kovetkeztetés konkrét targya. Ennek megfelelGen a
kovetkeztetési eljardsokat tobbféle szempont szerint is csoportosithatjuk, melyek koziil
a leglényegesebbek a kovetkezok:

e Az oksagi viszonyok, azaz a kiilonb6z4 szerepii (megfigyelés-, illetve cél-) csomo-
pontoknak a haloban egymashoz képest elfoglalt strukturalis helyzete alapjan,

e az alkalmazott eljaras jellege szerint,

e a Bayes-halo (és ezzel egyiitt a teljes kovetkeztetés) komplexitasa szerint.
A megfigyelés- és a célcsomopontok oksagi viszonya intuitiven fogalmazva a kovetkez-
tetés logikai iranyat jelenti, vagyis azt, hogy a cél- és a bizonyitékvaltozok kozdtt mend

utakon milyen az élek irdnyitottsdga. E szerint a besorolds szerint a f6 csoportok a
kovetkezok (az 5.1 abra):
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(b) (c) (d)

CED QD Q@ & &

D D QD
CED

QD CED CED

5.1. abra. Tipikus kovetkeztetési esetek az evidencidak és célvaltozok topologikus vi-
szonya szerint: okozati (a), diagnosztikai (b), okok kozti kimagyardzas (c) és kevert

(d).

(a)

Okozati A megfigyelt csomoépont a célpontnak az Gse, azaz a kovetkeztetés iranya
megegyezik a halo definidlasa soran feltett ok-okozati irdnynak: az okot ismerve
kell meghataroznunk az okozat eloszlasat.

Diagnosztikai Az el6z6 ellentettje, bizonyos kévetkezmények ismeretében kell meg-
hataroznunk az azt kivalto okokat (pontosabban azok eloszlésat).

Okok kozotti kimagyarazas A halo egy csomopontjanak két Gse (egy v-strukttra
két fels6 csomopontja) kozott is fellép valoszintiségi fiiggés, ha a kozos leszarma-
zott értéke is ismert. Ilyen esetbe, azaz amikor egy masik ok ismerete a vizsgalt
ok eloszlasat megvaltoztatja, beszélhetiink egy ok kimagyarazasarol.

Kevert Altalinos esetben (amikor tobb megfigyelési és célpont valtozonk is van) a
megfigyelések és célpontok strukturalis viszonya nem fedhet§ le teljes mértékben
egyik fenti kategoriaval sem. Ilyenkor beszéliink kevert kovetkeztetésrol.

5.2.1. A kovetkeztetési algoritmus

Az aldbbiakban a legalapvetdbb, illetve a leggyakrabban alkalmazott kovetkeztetési
eljarasokat soroljuk fel.

Egy teljes konfiguraci6é valdészintiségének kiszamitasa. Ha a megfigyelt - és a
célvaltozok halmazai egyiitt lefedik a halo egészét, a kérdéses valoszintiség a Bayes-
halok definiciojaul is szolgald szorzatképlet egyszerti modositasaval szamithato:

P(V=v) =[] P(X = z|Pa(X)), (5.2)

Xev

azaz a valtozok egy topologikus sorrendjén végighaladva, az adott valtozonak rendre
értékiil adjuk a megfigyelt vagy lekérdezendd értéket. Ha a csomépont célvaltozo, akkor
annak feltételes valoszintiségét bevessziik a szorzatba, ha pedig megfigyelt, kihagyjuk
a szorzatbol.

Bar ilyen kovetkeztetési eset a gyakorlatban szinte sohasem fordul els, az eljaras meg-
jelenik a kovetkez6 kovetkeztetési modszer épitékockajaként.
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Kimerits felsorolas A legegyszeriibb kovetkeztetési eljaras: lényegében felsoroljuk
a vizsgalt bizonyiték-célvaltozo konfiguracioval kompatibilis teljes konfigurdciokat és
ezek valoszintiségeinek Osszegeként adodik a keresett valdszintiség. A részletes leirast
az alfejezet tartalmazza.

Kovetkeztetés fagrafokban Ha a vizsgalt Bayes-halo struktiraja fagraf (vagyis
barmely két csomopontja kézott maximum 1 4t vezet), akkor lehetdség van a fenti-
nél jelentGsen hatékonyabb egzakt kovetkeztetésre. Ennek az algoritmusnak a lefrasat
az [5.3.3 alfejezet tartalmazza.

Kovetkeztetés masodlagos struktaraban Ha a haloban van irdnyitatlan kor, ak-
kor a fagrafokra alkalmazhato6 algoritmus nem hasznalhato. A méasodlagos struktiarakat
létrehozo algoritmusok ezt probaljak kikiiszobolni: a halot agy alakitjak at, hogy az
1j modell az eredeti egyiittes eloszlast reprezentalja, de fastruktardban, amelyben mar
hatékonyan kovetkeztethetiink. Természetesen ezeknél az algoritmusoknél a latszolagos
komplexitas-csokkenésnek mindig megvan az ara, példaul az 4j struktira csomopontjai
az eredetihez képest joval nagyobb értékkészlettiek lesznek.

Az ebbe a kategoéridba tartozé algoritmusok koziil bemutatunk néhany egyszertibbet
(5.3.4] alfejezet), illetve egy Osszetettebbet, amely valos alkalmazasokban a leggyakrab-
ban fordul el (5.4 alfejezet).

Kozelité kovetkeztetés Monte-Carlo-eljarasokkal Ha a fenti egzakt eljarasok
nem alkalmazhatok (ennek oka a leggyakrabban a halé tul nagy volta), sztochasztikus
szimulaci6 alkalmazhat6. Ezen eljarasok alapotlete, hogy mintavételezziik a halo altal
reprezentalt eloszlast, és a minta alapjan szamitott statisztikdval becsiiljiik a keresett
mennyiséget és alfejezet).

Természetesen itt is igaz, hogy az egyszeriibb algoritmusok koltsége a probléma nove-
kedtével kezelhetetleniil nagyra né. Az fejezetben bemutatunk egy olyan Markov-
lanc Monte-Carlo mintavételezési eljarast, amely nem kozvetleniil a Bayes-halo egyiittes
eloszlasat mintavételezi (de belathato rola, hogy az egyensilyi eloszlasa ehhez tart), és
igy kezelhet&bb komplexitast megoldast kinal.

5.2.2. A kovetkeztetés komplexitasa

Altalanos esetben (amikor a Bayes-halo tetszélegesen nagy fokban 6sszekotott részeket
is tartalmazhat) belathato, hogy a kovetkeztetés feladata NP-nehéz, és a kovetkeztetés
a csomoépontok szaméban exponencialis komplexitast. Az ezzel kapcsolatos gondolat-
meneteket és levezetéseket az Fiiggelék tartalmazza.

Kovetkeztetés polifakban. Fagrafokban (melyeknek barmely két csomopontja ko-
z0tt maximum 1 at fut) belathato, hogy a kovetkeztetés végrehajthato polinom idében.
Ez igaz mind az [5.3.3] alfejezetben bemutatott specidlisan fagrafokra alkalmazhato al-
goritmusra (hiszen az eljaras minden egyes csomépontot maximum egyszer érint), mind
az [5.3.2] alfejezetben bemutatott valtozo eliminacios algoritmusra. A részletes gondo-
latmeneteket a hivatkozott alfejezetekben kozoljiik.
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5.3. Egyszertibb egzakt kovetkeztets eljarasok

A kovetkezSkben a Bayes-halokban valo egzakt kovetkeztetésre szolgéld alapvet&bb el-
jarasokat mutatunk be. Az algoritmusok tobbségét az alabbi modell felhasznalasaval
illusztraljuk: A kovetkezé algoritmusok leirasanal minden esetben az egy valtozd mar-

P(R) P(B)

A) o001 (B 0,002,
A, B |P(C)

i, 1]0,95

C i, h|0,94

h, i]0,29

h, h|0,001

D c P(D) E c [P(E)
i (0,9 i 0,7

h [0,05 h 0,01

5.2. dbra. A kiévetkeztetési eljarasok bemutatasara hasznalt egyszerd Bayes-halo.

gindlis eloszlasat kiszamito eljarast adjuk meg. Ha tobb valtozo egyiittes konfiguraci-
6janak valoszintiségét akarjuk kiszdmitani, az megtehets a ldncszabdaly alkalmazasaval:
elgszor kiszamitjuk az elsé célvaltozo valdszintiségét, ezutan az evidencidk halmazat
kibovitjiik ezzel az értékkel és kiszamitjuk a masodik célvaltozo valoszintiségét. Ha
ezzel az eljarassal végigériink az Osszes célvaltozon, a menet kézben kapott egyes valo-
sziniiségek szorzataként adodik a teljes konfiguracié valdszintsége.

P(X1,...X,|E) = ﬁP(XAEU{Xj}é_Il) (5.3)

=1

5.3.1. Kovetkeztetés felsorolassal

A legegyszertibb kivetkeztetési eljarasban lényegében felsoroljuk a szabad (nem cél-
értékei szerint szeparalva Osszegezziik. Az egyes célvaltozo-értékekhez tartozd Gssze-
gek a célvaltozo normalizalatlan eloszlasat adjak, amelybdél a normalizalt értékek mar
egyszertien szamithatok:

PIX =alB =)= 3> [[PVHV I, (5.4

P(Vi|Pa(Vi))

ahol {F;} a ,szabad”, azaz se nem cél-, se nem evidencia valtozok halmaza.

Val6jaban nem sziikséges, hogy a szorzatban szereplG Osszes tag az Osszes szumman
beliil helyezkedjen el: ha a valtozok felett futoé szummakat a Bayes-halo egy topologikus
sorrendjében (<) helyezziik el, a P(V;|Pa(V;)) tagok elérehozhatok kozvetleniil a
vonatkozo Zv szumma mogé, hiszen az értékiik nem fiigg a szumma indexvaltozdjatol,
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igy konstansként kiemelhetSk. Igy a kifejezés a kovetkezd lesz:

PX=zE=¢)= ][] P(V;|Pa(VZ-))><Z( 11 P(V;|Pa(m))x2(...))

i:‘/;<topF1 Py 72:V'i<topF2 Py
(5.5)

Magat a kifejezést és annak kiértékelését az abra szemlélteti, kiszamitasa pedig
az [5.1] algoritmus szerint torténhet.

P(-c|a,"b)
0,06

P(c|a,b)
0,95

P(-c|a,b)
0,05

P(c|a,"b)
0,94

P(d|-c)
0,05

P(d|c)
0,90

P(d|c)
0,90

P(d|-c)
0,05

P(e|e) P(e|-e) P(e|c) P(e|-e)
0,70 0,01 0,70 0,01
5.3. éabra. A felsorolasos kiovetkeztetés altal kiértékelt kifejezés szerkezete a

P(A|D = i,E =1) lekérdezés esetén.

A FELSOROLAS-KERDEZES csak annyit tesz, hogy rendre kibéviti az evidencidkat a
célvaltozo értékeivel, ezen inicializalo 1épések utan pedig FELSOROL-MINDET szamolja
ki az[5.5egyenletben szerepls 6sszegeket, azaz a normalizalatlan eloszlas-vektor elemeit.

5.3.2. Kovetkeztetés valtoz6 eliminicidoval

Az elébbiekben bemutatott felsorolasos eljaras f6 gyengesége hatékonysagi szempont-
bol, hogy a kifejezés-fa alsd csomopontjaiban taldlhaté mennyiségeket feleslegesen,
tobbszor is kiértékeli. Természetesen adodik tehat a hatékonysagot javité modositas:
a felsoroldsos modszerben tobbszor is kiértékelt mennyiségeket taroljuk, és hasznéaljuk
fel Gket djra, amikor sziikségesek lesznek.

A wvdltozo elimindcids eljdras altal elvégzett feladat tehat a kovetkez6: adott egy Bayes-
halo és ezzel egyiitt az altala abréazolt P(U) eloszlés; keressiik a P(X|E) eloszlast, ahol
X a célvaltozok, E az evidencidk halmaza. Az eljards a szamitast gy hajtja végre,
hogy U-bol egymas utédn elimindlja a sem X-ben, sem E-ben nem szerepld valtozokat.
Példaképpen tekintsiik a P(A|d, e) mennyiség kiszdmitasat az abran bemutatott
minta halozatban. Szamitsuk ki az alabbi kifejezést:

(A|deo<P ZP ZPc\AB |) Plele). (5.6)

E
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Algorithm 5.1 Egzakt kovetkeztetés Bayes-halokban felsorolassal

1: function FELSOROLAS-KERDEZES(X, e, bn) > returns P(X)
> X : a lekérdezés valtozoja

> e : az E valtozok megfigyelt értékei

> bn : a valoszintiségi halo

2: Q(X) « tires eloszlas

3: for each z; in X értékei do

4: terjeszd ki e-t x;-vel

5: Q(z;) < FELSOROL-MINDET(VALTOZO|bn| €)

6: end for each

7 return NORMALIZAL(Q(X))

8: function FELSOROL-MINDET(vdltozdk, e) > returns valos szam
9: if UREs(vdltozdk) then

10: return 1.0

11: Y + ELSO(vdltozdk)

12: if Y értéke y € e then

13: return P(y|Pa(Y))x FELSOROL-MINDET(MARADEK (vdltozdk), e)

14: else

15: return ), P(y|Pa(Y))x FELSOROL-MINDET(MARADEK (vdltozdk), e U{Y = y})

A kifejezésben minden tag-valdszintiséget megjeloltiink a hozza kapcsolodé valtozod ne-
vével, ezek az ugynevezett tényezdk (factors). A kiértékelés jobbrol balra haladva, a
kévetkezSképpen torténik:

E: Mivel E valtozo értéke rogzitett (a bizonyitékban) ezért itt nincs sziikség F sze-
rinti Osszegzésre, pusztan taroljuk E valosziniiségét mint a feltételek (ebben az
esetben () fiiggvényét egy vektorban: fr(E) = (P(e|c), P(e[c)).

D: Ttt E-hez hasonléan kételemii vektort kell tarolnunk: fp(D) = (P(d|c), P(d|¢)).

C: Ebben az esetben a P(c|A,b) értékeket egy 2 x 2 X 2-es ;méatrixban”, fo(C, A, B)-
ben taroljuk.

Yoo A C feletti Gsszegzést két lépésben végezhetjiik el: el6szor dsszeszorozzuk a té-
nyezket, majd a szorzas eredményébsl C feletti Gsszegzéssel eliminaljuk C-t.
A tényezGk szorzasara az ugynevezett pontonkénti szorzds miivelet szolgal (rész-
leteit lasd lentebb). Az Gsszegzés utan az fepp(A, B) tényez6t kapjuk, amely
tehat D és E valoszintiségeit tartalmazza, A és B szerint indexelve, C-t pedig
osszegezve (erre utal a £ alsé index).

. A tovabbi lépések mar a fentiekbdl sejthetk: taroljuk fp-t, majd Osszeszorozzuk
az el6bb kapott tényezével, és B felett Gsszegezve kapjuk fzepr = D>, fB X
fepe(A, B)-t. Ezutan mar csak az A-hoz tartozd tényezdvel kell megszorozni az

eddig kapott eredményt: P(A|d,e) x fapepr = fa X [epE
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Pontonkénti szorzas. A fenti szamitasokban hasznélt tényezdk (faktorok) valoja-
ban egy valtozohalmaz konfiguracioival indexelt tablazatok, illetve tombok. A ponton-
kénti szorzds két ilyen tablazatot kombinal Ossze: az indexélashoz hasznalt valtozok
halmaza a szorzatban a két eredetinek az unidja lesz, az egyes bejegyzések pedig az 1]
indexbdl vetitéssel visszakaphaté eredeti indexekhez tartozé bejegyzések szorzata lesz,
példaul fio(a,b,¢) = fi(a,b)fo(b,c). Az[p.I|tablazat két tényezd pontonkéni szorzatara
ad példat.

A|B fl(AvB) B|C fQ(Bac) Al B|C leZ(A7B’C)
I[1] 03 I 1] 02 I|1[I| 0302
I | H 0,7 I | H 0,8 I T |H 0,3-0,8
H|1| 09 |H|T1| 06 I|H|1]| 0706
H|H| o1 |H|H| 04 I |H|H| 0,704
H|IT1|1| 00902
H|I|H 0,9-0,8
HIH|I| 0,1-0,6
H|H|H| 0,104

5.1. tablazat. Két tényez6 pontonkénti szorzata.

Az eljaras komplexitisa polifakban.

A valtozo6 eliminécids algoritmusban egy-egy Osszegzés elvégzésével mindig eltavolitunk
egy csomopontot a képletbdl, vagyis az ilyen 6sszegzések szaméat a valtozok szama feliil-
r6l korlatozza. Belathato, hogy a teljes eljaras koltségét az hatarozza meg, hogy egy-egy
Osszegzés soran mekkora f(...) tényezdt kell elGallitani és feldolgozni. Az f (...) té-
nyezGk mérete erdsen fiigg az eliminélas sorrendjétsl. A sorrend helyes megvalasztasa
esetén, azaz ha az konzisztens a halo egy topologikus sorrendezésével, a legnagyobb
ilyen tényezd is aranyos lesz az éppen eliminalt csomépont CPT-jének méretével.

Ha tehat a haloban a csomépontonkénti sziil6k szamara, és a csomépontok értékkész-
letére is adott egy felss korlat (k és d), akkor az eljards komplexitésa O(nd¥) lesz (ahol
n a csomopontok szama).

Valtozok relevancidja a kovetkeztetés szempontjabol

Tekintsiik a kovetkez6 lekérdezést az [5.2] abra halojaban:

P(Dla) < P(a) Y P(b) > P(cla,b)P(Dlc) > P(e|c). (5.7)

A >°_P(e|c) mennyiség definici6 szerint 1 lesz, vagyis belathat6, hogy minden levél-
csomopont, amely nem bizonyiték és nem célvaltozéd eltdvolithato a halobol a konkrét
kovetkeztetési esetben, mivel nem befolyasolja annak kimenetelét. Természetesen, ha
egy levélcsomopontot ily modon eltavolitottunk, az tj halo is tovabb ,nyeshets”, amibdl
a kovetkezo tétel adodik.
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5.1. tétel (Valtozok irrelevancidja). Egy Bayes-haloban minden csomopont, amely
nem eleme vagy Gse a bizonyiték- vagy a célvaltozoknak, irrelevins az adott lekérdezés
szempontjabol.

A relevans csomopontok halmaza tovabb sziikithetd a kovetkezdk figyelembevételével:

5.1. definicio (Moralis graf). Egy DAG (iranyitott kormentes graf) mordlis grdfia agy
kaphat6é meg, hogy az eredeti grafban az egyes csomopontok sziileit egymaéssal Gssze-
kotjiik, majd az igy kapott grafban toroljiik az élek iranyitasat.

5.2. definicio (m-szeparacio). Az X és Y valtozohalmazokat Z m-szepardlja a G DAG-
ban, ha Z szeparalja X-et és Y-t G moralis grafjaban.

5.2. tétel (Valtozok irrelevanciaja I1.). Azon valtozok, amelyeket G-ben a bizonyitékok
m-szeparalnak a célvaltozoktol, az adott lekérdezés szempontjabol irrelevinsak.

5.3.3. Kovetkeztetés polifakban

Ha a Bayes-halo egy tgynevezett erdd, azaz egy (potencidlisan) tobb fabol allo graf,
akkor létezik a valtozok szaméban linearis kovetkeztetési algoritmus. Ahhoz, hogy ezt
belassuk, tételezziik fel, hogy a feladat egy célvaltozo egy adott értéke valoszintiségének
kiszamitéasa [l

E" Ey.x Eu.x

®©
2 CZ

E EY\\X EY,,\X

5.4. abra. Koévetkeztetés polifiban: az X célvaltozé és az altala feltételesen fiiggetlenné
szeparalt halorészletek viszonya.

A feladat tehat a P(X|FE) valoszintiség kiszamitasa, amely a Bayes-szabaly segitségével
a kdvetkezd alakra hozhato, ha az evidencidk teljes halmazat kettébontjuk az X | feletti”

*Mind a teljes marginalis eloszlds, mind egy tobbvaltozos konfiguracioé valoszintiségének kiszamitasa
megoldhaté hasonl6 nagysagrendben mint amilyen egyetlen valtozo egyetlen értéke valosziniiségének
kiszamitasahoz sziikséges, hiszen a margindlis eloszlas kiszamithat6 az eljaras egyszerd megismétlé-
sével a valtozd Osszes értékére, egy tobbvaltozés konfiguraciora pedig alkalmazhatd a lancszabaly:
kiszamitjuk az elsd célvaltozd valdsziniiségét, ezutan felvessziik az evidencidk kozé, és kiszamitjuk a
méasodik célvaltozéd valoszinlségét az 1j, bévitett evidencia mellett, majd végiil a kapott valoszini-
ségeket Osszeszorozva kapjuk az eredeti lekérdezésre a valaszt. Vagyis a kovetkeztetés nagysagrendje
O(cn), illetve O(n?) nagysagrendben lesz, ahol ¢ az adott valtozé kardinalitdsa, n pedig a véltozok
szama
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(EY) és X ,alatti” (Ey) részekre:

P(Ex|X, Ex)P(X|EY)
P(EX|EX)

P(X|E) = P(X|E}, Ex) = (5.8)

A P(EL|EY) értéke kezelhets konstansként, igy elhagyhato, hiszen az X feletti eloszlast

majd X értékei felett kapott értékek normalizalasaként kapjuk. Tovabba mivel X d-
szepardlja E%-t és Ex-t, az egyenlet a kivetkezSképpen egyszertisithets:

P(X|E) x P(Ex|X)P(X|E}). (5.9)

P(X|EY) kiszamitasa A P(X|E}) mennyiséget egyszertien kiszamithatnank X szii-
leinek (U) eloszlasai ismeretében, a P(X|U) feltételes valoszintségek P(U) szerint si-
lyozott sszegeként. Ezt felhasznalva P(X|EY) tovabb bonthato:

P(X|EY) =) P(X|u, E)P(u|EY,). (5.10)

Mivel X d-szeparalja U elemeit, és EY azokhoz tartozo részeit (az dbran EY-
nak az Epy, x dobozokban 1évé részeit), P(u|EY) felithato a P(u;|EY) mennyiségek
szorzataként; a P(u;|EY) valoszinGségekben pedig EY a sztikebb Ep, x halmazokra
cserélhetd (ahol Ey, x az evidenciak azon halmazat jeloli, amelyek U;-bél a Bayes-halo
struktira élein lépkedve elérhetSk X érintése nélkiil):

P(X|EY) ZP X|u) HP wi| By x). (5.11)

Ez a képlet az eredetibe visszairva mar alkalmas lesz arra, hogy egy rekurziv eljaras
alapjat képezze, hiszen a P(X|u)-k a Bayes-halo CPT-inek bejegyzései, P(u;|Ey, x)
pedig (P(X|E))-hez hasonléan szamithato. P(u;|Ey, x) kevesebb evidenciat tartalmaz
mint (P(X|FE)), vagyis intuitive belathato, hogy az algoritmus ezen része terminalni
fog.

P(Ey|X) szamitasa Kihasznalva a halo struktirajanak fagraf voltat (hasonloképpen
az egyenletre vezet$ megfontolasokhoz) P(Ey|X) is felirhato egy X gyermekei (Y;)
feletti szorzatként:

P(ER]X) = [ P(EvxIX). (5.12)

Ha az el6z6 képlet tagjait felirjuk X gyerekei (Y;) és azok sziilei (Z;) feletti Gsszegzé-
sekként, a kovetkezoket kapjuk:

(BEx|X) = HZZP Evax| X, yi, 20) P(yi, 2| X). (5.13)

Ha Ey, x-et E-hez hasonloan felbontjuk Y; alatti és feletti részekre (Ey, és E;:_\X), az
alabbiak ad6dnak:

(Ex|X) = HZZPE X, yir 2) P(E X, 43y 20) Pyi, 2| X). (5.14)

Yi
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Kihasznalva, hogy Y; d-szeparalja Ey -t X-t6l és z;-t6l, illetve, hogy z; d-szepardlja
E+\ -t X-t6l és y;-t61, valamint klemelve egy z;-t6l nem fiiggd tagot a masodik szum-
mabol, a kovetkezEkhoz jutunk:

(Ex|X) = HZPE |y,ZP (B xl2) Pyi, 5] X). (5.15)

Alkalmazva a Bayes-szabéalyt P(E+\ < |zi)-re

“i YXPE;X
(Ex1X) =112 Pl 3 da 12(;,)( Wy ax). o)

Z

amib6l P(y;, z;| X )-re alkalmazva a lancszabalyt kapjuk, hogy:

“ilEyix PE;X
(Ex|X) = HZPE \yzz el 1\3(;)( 2 )P(yi!X,zi)P(zin). (5.17)

Itt kihasznalhatjuk, hogy a d-szeparacio miatt P(z;|X) = P(z). P(E;\X)—t atnevezve
B; normalizacios allandova, a kovetkezét kapjuk:

(Ex|X) = HZPE ;) ZBZ (2l By ) Pyl X, 22). (5.18)

A f;-k kiemelhetSk az Osszegzések elé, az igy keletkezd [ [, 5; pedig elhagyhaté a késébbi
normalizacié miatt. Y; sziilei (Z;;-k) fiiggetlenek lesznek egymastol Y; ismeretében, igy
egyiittes valoszintiségiik szorzatként felirhato:

P(E%|X) o H > P(Eyly) Y Pyl X, z) H P(2j|Ez\v,). (5.19)

A fenti kifejezés mar szintén felhasznélhato a rekurziv algoritmusban, hiszen

e P(Ey|y;) arekurziv megjelenése P(Ey|X)-nek;

o P(y;| X, z) CPT bejegyzések a haloban;

o P(z|Ez,\y,) pedig a rekurziv megjelenése P(X|E)-nek.
Az eljaras komplexitasa. Lathato, hogy az eljards minden csomoépontot maximum
egyszer latogat meg, hiszen az a célcsomopontbol inditott rekurziv hivasokbol 4ll, ame-
lyek az élek mentén haladnak a célcsoméponttol tavolodva (a rekurziv hivasok soran

az azt indito el6z6 csomopont kizarodik a meglatogatott csomopontok korébdl); ebbél
pedig kovetkezik, hogy komplexitidsa a csomopontok szaméaban lineéris.

5.3.4. Kovetkeztetés nem fa grafokban

Ha a haloban tobb 1t is vezet két csomopont kozott, az eléz6 szakaszban targyalt
algoritmus nem alkalmazhato. Ilyen helyzetben alkalmazhatunk az Gsszekotottség fo-
kara érzéketlen egzakt algoritmust, mint példaul a felsorolasos ((5.3.1] fejezet) vagy a
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valtozoeliminacios fejezet) eljaras. Ezek szdmitasi igénye azonban (annak ex-
ponencidlis volta miatt) a gyakorlatban csak jaték-alkalmazasokban elfogadhato. A
halot valamilyen eljarassal atalakithatjuk egy polifa struktiraba. Ebben az alfejezet-
ben ilyen eljarasokra mutatunk egyszert példakat, és az alfejezetben targyalunk egy
Osszetettebb algoritmust. Egy tovabbi lehet&ség, hogy lemondunk az egzakt kévetkez-
tetésrdl és valamilyen sztochasztikus szimulacios (Monte-Carlo) eljarast alkalmazunk.
Ezek bemutatéiséaval és hatteriikkel az alfejezet foglalkozik.

Osszevonos eljarasok A haléo csomoépontjai koziil bizonyosakat 6sszevonunk agy-
nevezett megacsomopontokba amelyek az altaluk tartalmazott eredeti csomoépontok
egyiittes feltételes eloszldsat tartalmazzak. Az [5.5 abra egy ilyen esetet illusztral. Bar

@ @ ® @®
B) © GO
© ©

5.5. dbra. Nem fa struktiraji halé és a bel6le ésszevonassal létrehozott, megacsomo-
pontokat tartalmazo transzformalt halo.

a kovetkeztetés feladata ebben az 1j struktiraban méar végrehajthaté a lineéris id6-
ben, az eredeti halohoz viszonyitva ez nem &ll fenn, hiszen az Gsszevont csomopontok
értékkészlete a tartalmazott csomoépontok értékkészletének Descartes-szorzata.

Feltételezéses eljarasok A feltételezéses eljardsok az el6z6 megkozelitésnek éppen
az ellenkez$jét alkalmazzak, itt az egyetlen, de (az egyes csomopontok szintjén) bo-
nyolultabb masodlagos struktira helyett tobb, de egyszertibb halot hozunk létre, ame-
lyekben mar egyszertien végrehajthato a kivetkeztetés. Az itt bemutatott vdgdhalmaz
feltételezésen alapulo eljards a kovetkezé f6 1lépésekbdl all:

e Keressiik meg a csomopontok egy olyan halmazat, amely konfiguraciojat rogzitve
a halo strukturdja egy fava redukalodik (az ilyen csomépont-halmazt nevezziik
vdgohalmaznak, jeloljik ezt C-vel).

e A vagohalmaz lehetséges konfiguracidival szarmaztatott halok mindegyikén vé-
gezziik el a kovetkeztetést: P(X|EU{C = c}).

o A keresett valoszintiség a fenti valoszintiségeknek a vagohalmaz egyes konfiguré-
cidinak valdszintiségével silyozott atlagaként adodik:

P(X|E) =Y P(X|EU{C =c})P(C = c|E) (5.20)

Ennél az eljarasnal is lathato, hogy a kdvetkeztetés exponencialis volta nem keriilhe-
t6 meg: altaldnos esetben a kiértékelendd fak szdma a vigoéhalmaz méretében expo-
nencialis (egészen pontosan a vagohalmaz elemei értékkészletei Descartes-szorzatanak
SZAMOSSaga).
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Adott pontossagi vagéhalmaz feltételezés. Ennél a moédszernél lehetéség van a
szamitasi komplexitas csokkentésére —természetesen a pontossag rontasa, és az egzakt-
sagrol valo lemondas ardn— megtehetjiik, hogy csak adott Osszvaloszintiségli alhalora
végezziik el a kovetkeztetést és az ezekbdl adodo eredményt korrigaljuk a figyelembe
vett halok Osszvaloszintiségével. Ha tehat a valasz pontossaganak példaul 0,1-en beliil
kell lennie, annyi alhalot kell figyelembe venniink, amennyinek az 6sszvaloszintisége a
0,9-et meghaladja.

5.4. A PPTC-kovetkeztetés

A PPTC (Probability Propagation in Trees of Clusters) eljaras soran az eredeti Bayes-
halobol egy masodlagos struktirat hozunk létre, amely a valtozok eloszlasat (illetve
potencialisan az evidencidkat is) mar egy olyan formaban tarolja, amely egyszert elja-
rasokkal, kozvetleniil felhasznalhato a lekérdezések megvalaszolasara. Az eljaras két {6
részb6l all: elGszor a grafstruktiarat transzformaljuk egy tgynevezett klikkfdba; majd
az eredeti halo csomodpontjainak feltételes eloszlasait, illetve az evidencidkat vissziik be
a klikkfa csomopontjaiba.

Az eljarast elGszor Lauritzen és Spiegelhalter publikaltak [2]. Ebben a fejezetben Huang
és Darwiche metodologiai cikkének [1] f6bb elemeit ismertetjiik.

5.4.1. Klikkfa konstrualasa

A PPTC-eljaras els6 részeként az eredeti struktiraboél egy méasodlagos struktirat ho-
zunk létre. A kovetkezSkben ennek a lépéseit vesszik sorra. Az abra ennek a
folyamatnak a lépéseit illusztralja.

Moralis graf formara alakitas Els§ lépésként a DAG-ot annak moralis grafjava
alakitjuk, azaz 0sszekotjiik az egyes csomopontok sziileit egymassal, majd toroljiik az
élek iranyitottsagat.

Haromszoégesitett graf A kapott moréalis grafot hdromszigesiteni kell, azaz minden,
3-nal hosszabb koérben kell lennie 2, a korben nem szomszédos, 6sszek6tott csomodpont-
nak. A haromszogesités megvaldsitasara az algoritmus szolgalhat.

Mint lathatd, G, hatékony haromszogesitéséhez minden csoméponthoz két szamér-
téket kell szamon tartani: az altala esetlegesen okozando él-hozzidadasok szamat és a
hozza tartozo klikk sulyat. Ezeket az értékeket azonban nem kell minden csomopont-
torléskor a teljes halora Gjraszamolni, elég csak az utoljara torolt V' csomépont szom-
szédaira djraszamolni Gket.

Klikkek azonositasa A haromszogesitett grafban azonositani kell a maximalis klik-
keket (teljesen Osszekotott csomoponthalmazokat), ezek fogjak a klikkfa csomopontjait
alkotni. Bar vannak altalanos eljarasok tetszéleges grafban valo klikk-keresésre, ebben
a lépésben felhasznéalhatjuk, hogy (1) minden a grafban 1évé klikk a haromszogesités
soran jott létre; és (2) egy ilyen klikk nem lehet egy korabban létrehozott masik klikk
részhalmaza. Ebbdl kovetkezGen elég, ha a haromszogesités soran feljegyezziik azokat
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5.6. dbra. A masodlagos struktiira létrehozasanak lépései a PPT- algoritmusban: az
eredeti Bayes-hal6 struktiira (a), a morélis graf (b), a hdromszdgesitett graf (c), a klik-
keket (folytonos vonal) és szepardlé halmazokat (szaggatott vonal) tartalmazé klikkfa

(d)

Algorithm 5.2 Moralis graf Gj; haromszogesitése

1. Készitsiink Gps-16] egy masolatot: G,
2: while G, # @ do

3: Valasszuk ki G;-b6l a V' cstcsot a[7} sortol leirt kritérium szerint.
4: V' és szomszédai egy tgynevezett klikket alkotnak. Kossiik Ossze az Osszes cso-

mopontpart a klikkben, és az Gjonnan hozzdadott éleket hiizzuk be Gjs-ben is.

o

Toréljitk V-t G,,-bl.

6: G az Gjonnan hozzdadott élekkel igy mar haromszogesitve van.

7: A Bl sorban alkalmazott kritérium:

8: Egy csomoépont sidlya annak értékkészletének szamossaga.

9: G',; csomopontjai koziil valasszuk azt, amelyik a[4|sorban a lehet6 legkevesebb
él grathoz adésat indukélja.

10: Ha tobb ilyen is van, valasszuk a legkisebb sulytit.

a klikkeket, amelyek az eddig lementettek egyikének sem részhalmazai: ez a lista meg
fog egyezni a klikkek listajaval.

Optimalis klikkfa épitése Az igy elGéllitott klikkekbdl ezutan ki kell alakitani a
klikkfat, mégpedig gy, hogy lépésrél-lépésre Osszekotogetjiik a klikkeket, amig a fa
az Osszeset nem tartalmazza. A klikkek Osszek6tése formaélisan tgy torténik, hogy
kozéjiik a grafban egy tigynevezett szepardld halmazt (angol terminologiaval sepset-et)
illesztiink a grafban. A sepset ugyantgy az eredeti hal6 csomoépontjainak egy halmazat
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tartalmazza, mint a klikkek, nevezetesen azokat, amelyek a hozza kapcsolodé mindkét
klikkben jelen vannak.

Az, hogy a klikkeket milyen modon kétjiik Gssze egy faban, a teljesitmény miatt lénye-
ges. Az algoritmus egy olyan kivalasztasi kritériumot tartalmaz, amely biztositja,
hogy a klikkfa a kovetkeztetés szamitasi komplexitasa szempontjabol optimélis legyen.

Algorithm 5.3 Optimalis klikkfa épitése

1: Kezdjiink n darab kiilonallo, egy csomopontos graffal (a ¢ € C klikkekbdl) és egy
S iires halmazzal.
2: for each (X,Y)in (X,Y): XY €C,X #Y do
Allitsuk el az Sxy sepset-et, amely X-re és Y-ra hivatkozik szomszédaiként és
X NY csomoépontokat tartalmazza.

®

4: Adjuk hozza Sxy-t S-hez.

5: end for each

6: repeat

7: Vélasszunk ki egy Sxy sepset-et S-bél, a [I1] sortol kezd6dGen leirt kritérium
szerint.

8: TOI’OlJuk Sxy—t S-bél.

9: Ilessziik be Sxy-t az altala hivatkozott X és Y klikkek kozé, feltéve, hogy X
és Y kiilon fakban vannak.
10: until Beillesztettiink n — 1 sepset-et.

11: A [0 sorban alkalmazott kritérium.

12: Sxy sepset tdmege az altala tartalmazott csomépontok szama, azaz | X NY|

13: Sxy sepset kdltsége X és Y klikkek silyanak Osszege, ahol egy klikk silya az
6t alkoto csomopontok stlyainak szorzata (lasd [p.2] algoritmus, [§] sor).

14: Az Sxy € S sepset-ek koziil valasszuk azt, amelyiknek a legnagyobb a tomege.

15: Ha tobb ilyen is van, akkor ezek koziil valaszuk azt, amelyiknek a legkisebb a
koltsége.

Ures sepset-ek A fenti algoritmusban olyan sepset-ek is el6fordulhattak, amelyek
nem tartalmaztak egy csomoépontot sem. Bar a legtobb esetben ezek a sepset-ek nem
jelennek meg a végsG struktirdban, ha az eredeti halé nem volt teljesen Osszekdtve, a
klikkfa is tartalmazni fog ilyen sepset-et (egészen pontosan annyit, ahany a kiilonallo
komponensek 6sszekotéséhez kell, vagyis ha az eredeti graf K darab komponensbdl allt,
akkor K — 1-et).

5.4.2. Valésziniiségek terjesztése a klikkfaban

Ha a fenti modon elallt a klikkfa struktiraja, a klikkek és sepset-ek altal tarolt valo-
szintiségi eloszlasokba be kell vinni az eredeti Bayes-halo altal reprezentalt értékeket.
Ez a kovetkezs 6 1épésekkel torténik.

Inicializacié A csomopontok (vagyis klikkek és sepsetek) altal tarolt valoszintiségi
potenciélok inicializalasa az [5.4] algoritmus szerint torténik.
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Algorithm 5.4 Klikkfa potencidljanak inicializalasa

: for each X in CUS do
ox 1

end for each

: for each V in U do
Keressiink egy X klikket, hogy V U Pa(V) C X
bx  oxP(V|Pa(V)

end for each

RSN S

Vagyis el6szor minden klikk és sepset potencialjat ,feltoltjiik” 1-esekkel, majd pedig
minden BN csomoponthoz keresiink egy olyan klikket, amely tartalmazza annak csa-
ladjat, és annak potencialjaba pontonkénti szorzassal bevissziik a valtozo feltételes
valosziniiségi eloszlasat, P(V|Pa(V'))-t. Ezutan a klikkfara igaz lesz a kovetkezd:

[T ox. _ I, P(VilCw)
vaz_ll Ps; 1

(ahol N a klikkek, @ a BN csomoépontjainak széma, ¢y pedig a H halmaz feletti
potencial), vagyis a klikkfa globalisan konzisztens lesz.

— P(U) (5.21)

Evidencia bevitele. Ha bizonyos valtozokrol rendelkezésre allnak evidenciak is, ak-
kor ezek is konnyen bevihetSk a rendszerbe: ha Ay jeloli a V' valtozoval kapcsolatos
ismereteinket leiré valoszintiségi potencialt, akkor elég egy megfelels (azaz V-t tartal-
maz6) X klikkbe bevinni ezt is egy pontonkénti szorzassal:

Ox  OxAv (5.22)

A valbszintiségek globalis terjesztése. A valdsziniiség-terjesztés célja, hogy a
klikkfat lokalisan is konzisztenssé tegye, vagyis annak csomoépontjai valoban az alta-
luk tartalmazott valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazzak. Ezt a miveletet egy sor,
szomszédos klikkek kdzotti tgynevezett lizenetkiildéssel valosithatjuk meg. Egy X-
b&l Sxy-on keresztiil Y-ba kiildott iizenet utan Ryy konzisztens lesz X-szel (vagyis

Psxy = D.x\(xny) $x), mikdzben a P(U) = % egyenlet sem sériil.

105,
A globalis valosziniiség-terjesztés soran minden Klikk minden egyes szomszédjahoz pon-
tosan egy iizenetet fog kiildeni, és a teljes folyamat végére a klikkfa lokalisan konzisztens

lesz. Egyetlen {izenetkiildés az alabbi két 1épésben torténik:

Projekcié. Taroljuk Sxy régi tablajat, és rendeljiink hozza egy ujat:

Dsyy < Dsxy (5.23)
¢SXY — Z ¢X (5.24)
X\SXY

Abszorpcié. Rendeljiink Y-hoz egy 1j tablat Sxy régi és 0j tablajanak felhasznala-
saval:

Py ¢Y¢SXY- (5.25)

/
Sxy
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Belathato, hogy ¢~ csak ott vehet fel 0 értéket, ahol ¢s,, is. Az ilyen esetekben
vegylik gy, hogy 5 =10

A teljes valoszintiség terjesztés soran egy tetszélegesen valasztott X klikkbdl indulunk,
majd ebbdl térténik meg a 2(n—1) darab iizenetkiildés. Ez két fazisban valosul meg, az
elsg, ugynevezett bizonyiték-gytjtési fazisban minden klikk X iranyaba kiild iizenetet,
a masodik, agynevezett bizonyiték-elosztéasi fazisban (X-szel kezdve) minden klikk X-
t6l tavolabbi szomszédainak kiild tizenetet, az rekurziv algoritmus szerint. Ebben
minden egyes klikkhez egy jelz6bitet (b(X)) rendeliink, amelynek segitségével szamon
tartjuk, hogy az adott fazisban mely klikkek kiildtek mar iizenetet és melyek nem.

Algorithm 5.5 Globalis valosziniiség-terjesztés
1: Véalasszunk egy tetszéleges klikket: X.

2: for each C in C do b(C) < false
3: end for each
4: call COLLECT-EVIDENCE(X)

5: for each C in C do b(C) < false
6: end for each
7. call DISTRIBUTE-EVIDENCE(X)

8: function COLLECT-EVIDENCE (klikk X)
9: b(X) « true

10: for each Y in X szomszédai do

11: if b(Y') = false then call COLLECT-EVIDENCE(Y')

12: end for each

13: Kiildjiink iizenetet X-b&l abba a csomépontba, amely ezt a fiiggvényhivast
inditotta.

14: function DISTRIBUTE-EVIDENCE(klikk X)
15: b(X) < true

16: for each Y in X szomszédai do

17: if b(Y') = false then

18: Kiildjiink tizenetet X-b6l Y-ba.
19: call COLLECT-EVIDENCE(Y')
20: end for each

Normalizalas. Ha a fentiek soran bizonyitékok bevitelére is sor keriilt, az egyes cso-
mopontok nem feltétel nélkiili, hanem az evidenciakkal egyiitt vett eloszlasokat fognak
tartalmazni, vagyis példaul P(V,e)-t. Ahhoz, hogy ezekbdl megkapjuk az altalunk
keresett P(V|e)-ket, sziikséges még a klikkek és csomopontok tablainak normalizalasa
is.
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5.4.3. Kovetkeztetési esetek

Ha a fenti modon a klikkfat lokalisan és globalisan is konzisztenssé tettiik, elkezdhetiink
benne kévetkeztetni. Az alabbiakban réviden vazoljuk az alapvetd kovetkeztetési esetek
megoldasat.

Egyetlen valtozé marginalisa. A lokalis konzisztencidnak megfelelGen minden klikk
és sepset tablaja egy valos tobbvaltozos marginalist tartalmaz. Ennek megfelelGen, ha
egyetlen valtozora vagyunk kivancsiak, elég keresniink egy (lehetSleg minél kevesebb
valtozot tartalmazo) csomopontot, és annak tablajabol marginalizalassal elallithatjuk
a keresett valoszintségi eloszlast.

To6bb valtozé marginalisa. Ha létezik olyan klikkfa csomépont, amely tartalmazza
az Osszes lekérdezés-valtozot, a marginalizalas itt is végrehajthaté. Ha viszont nincs
olyan klikk, amely teljes egészében lefedné a célvaltozok halmazat, a lancszabalyt kell
alkalmaznunk.

Egy masik lehetség a globalis konzisztencia, vagyis a

p) = Lsfx (5.26)
Hj Cij
egyenlet kihasznéalasa. Ezt felhasznalva a keresett valoszintiségek szintén elGallitha-
tok (bar a szerz$ tapasztalata szerint joval kevésbé hatékonyan, mint a lancszabdly
alkalmazasaval).

5.5. Kozelit6é kovetkeztetés sztochasztikus szimulacio-
val

Sztochasztikus szimulacios eljaras alkalmazasara akkor van sziikség, amikor az eg-
zakt kovetkeztetési eljardsok - azok szamitasi koltségei miatt - nem alkalmazhatok.
A Monte-Carlo-eljarasok alapfeladata a kdvetkezs: adott egy valdszintségi valtozdtol
fliged mennyiség, amelynek keressiik a valoszintiségi valtozéd eloszlasa szerinti varha-
toértékét. Mivel a teljes eloszlas nem kezelhetd, mintavételezziik azt, és a mintabol
szamitott statisztikaval becsiiljiik a keresett mennyiséget. Képlettel kifejezve:

Bpoo(F(X)) & Epeo (f(X)) = 5 2 F(X). (5.27)

A mi konkrét esetiinkben, a Bayes-hélokban valé prediktiv kovetkeztetés esetén, a min-
tavételezendd eloszlas a halo altal reprezentalt egylittes eloszléas feltéve a bizonyitéko-
kat, a keresett mennyiség pedig a célvaltozo(k) marginalis eloszlasa. Az alfejezet-
ben bemutatott felsorolasos moédszer a mintavételezendd eloszlas kimerits felsorolasos
feldolgozasanak felel meg.

Mivel ez a naiv megkozelités a legritkdbb esetben vezet csak eredményre, ebben az
alfejezetben el6szor olyan egyszeriibb eljarasokat mutatunk be, amelyek magat a halo
eloszlasat mintavételezik; majd a Markov-ldncos Monte-Carlo (Markov Chain Monte
Carlo, MCMC) modszerek rovid elméleti attekintése és a Bayes-halos kovetkeztetésre
val6 alkalmazisanak bemutatasa kovetkezik.
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5.5.1. Mintageneralas ,,lires” halébdl

A mintavételezésen alapuldo minden kovetkeztetési eljaras a halo (és esetleg az evi-
dencidk) alapjan general egy mintahalmazt, amely alapjan mar kiszamithatunk egy
statisztikat, amellyel a kérdéses valoszintiséget becsiilhetjiik. A legegyszertibb esetben
az evidencidkat figyelmen kiviil hagyva generalunk egy mintahalmazt a halo altal leirt
egyiittes eloszlasbol.

Egyetlen minta generaldsa Bayes-halobdl Az eljaras alapeleme egyetlen minta
generalésa, amely a kovetkezd lépésekbdl all:

1. Vegyiik a csomdpontok egy topologikus sorrendjét. Kezdetben minden csomo6pont
alljon behelyettesitett érték nélkiil.

2. Ebben a sorrendben minden egyes csomoépontra sorsoljunk ki egy értéket a halo
altal leirt feltételes valoszintiségi eloszlasabol, feltéve a sziilk aktualis értékeit
(P(X|Pa(X))). A csomopontnak adjuk értékiil a kisorsolt értéket.

3. Ha végiglépdeltiink az 0sszes csomodponton, a nekik adott értékek alkotjak a ki-
sorsolt konfiguraciot.

5.5.2. Elutasité mintavételezés

A fenti eljaras kell6 szamu ismétlésével kapott minta mar egyszertien felhasznalhato egy
adott (halobeli) esemény adott evidencidk melletti valoszintiségének megbecslésére: ez
egyszerten a céleseménnyel és az evidencidkkal is kompatibilis mintak szamanak aranya
lesz az evidencidkkal kompatibilis esetek szamé&hoz képest.

Az dgynevezett elutasité mintavételezés a fentieknek megfelelGen még két lépést alkal-
maz a generalt mintan:

1. Kisziiri (,elutasitja”) a mintabol azokat, amelyek nem kompatibilisek az eviden-
ciakkal.

2. A fennmarado mintan a kérdéses feltételes valoszintiség a célkonfiguracioval kom-
patibilis mintdk szdmanak aranya a teljes (mar megsziirt) mintaszamhoz viszo-
nyitva.

A modszer {6 elénye az egyszertisége, hatranya viszont, hogy a becslés soran valéban
felhasznalhato mintak szama az evidencidk mennyiségével exponencialisan csokken.

5.5.3. Valészintiségi siilyozas

Ez az algoritmus az el§z6 moédositasa annak érdekében, hogy elkeriilhessiik a becslésben
fel nem hasznalhato (az evidencidkkal inkompatibilis) minték generalasat. Ennek eléré-
s¢hez az alap mintageneralasi 1épést annyiban modositjuk, hogy az evidencia-valtozok
értékeit rogzitjik, és csak a fennmaradoknak sorsolunk. Az igy nyert mintdkat azon-
ban stulyoznunk kell: mig kordbban minden egyes minta 1 stullyal szerepelt, most ezt a
silyt meg kell szorozni az evidencia-valtozok feltételes valoszintiségeivel. Ez az eljaras
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annyiban kiilonbozik az elutasit6é mintavételezéstsl, hogy az evidencidkkal inkompa-
tibilis mintakat mar azok generédlasakor ,eldobjuk™ egy-egy evidencia-valtozora esé
lépésben a kompatibilis sorsolasok ardnya az Osszeshez képest P(FE|Pa(FE)) lesz, ezért
kell azzal silyozni a mintat.

Az el6z6 eljarashoz hasonléan a becsiilt valoszintiség a lekérdezéssel kompatibilis mintak
és az Osszes minta Osszsilyanak aranyaként all elg.

Ez az eljaras hatékonyabb, mint az elutasito mintavételezés, mert figyelembe veszi az
Osszes generalt mintat. Az azonban még mindig problémat jelenthet hatékonysagi szem-
ponthol, hogy el6fordulhat, hogy a teljes minta Osszstlydnak egy nagyon nagy részét
a mintak egy kis hanyada képviseli. Azok a mintak ugyanis, amelyek valészintiségileg
kevéssé illeszkednek csak a bizonyitékékhoz, kis silyokat kapnak, igy hatdsuk a végsé
becslés szempontjabol sem lesz jelentds.

A tovabbiakban bemutatand6 Gibbs-mintavételez6 ezt a gyengeséget orvosolja oly mo-
don, hogy a mintavételezés soran végig olyan konfiguracidkat sorsol, amelyek az adott
szituacioban valdszintiek. Miel6tt a Gibbs-mintavételezs részletezésére ratérnénk, at-
tekintjiik az annak alapjaul szolgdlo Monte-Carlo-eljarasokat.

5.6. A Monte-Carlo-eljarasok attekintése

A Monte-Carlo-eljarasok alapotlete, hogy egy eloszlas feletti integralt vagy (az e fejezet-
ben vizsgalt diszkrét esetben) Gsszegzést annak analitikus megoldéasa helyett valamilyen
mintavételezési eljarassal kozelitik.
A kiszamitandd mennyiség:

f=Exxolf(X)], (5.28)

amelynek kozelitésére a kovetkez6 1épéseket alkalmazzuk:

o Generdljunk egy {X;} Y| fiiggetlen, azonos eloszldsi (independent, identically dis-
tributed - i.i.d.) mintahalmazt 7(X) mintavételezésével.

e A minta alapjan szdmoljuk ki az fy = Zfil f(X;) kozelitést.
e Adjunk valamiféle meghizhatésagi becslést az |f — fN| valos és becsiilt érték
k6zotti eltérésre.

Bayes-halokban valo kovetkeztetés esetén a mintavételezendd 7(X) eloszlas a halo al-
tal reprezentalt P(U) egyiittes eloszlés, esetleg ennek az evidencidk szerinti feltételes
értéke: P(U|E). A keresett f érték a célvaltozok marginalis eloszlasa, esetleg azok egy
konfiguracidjanak valoszintisége.

A becslés megbizhatosagarol a kovetkezd eredmények léteznek:

o A nagy szdmok erds torvénye alapjan az fy becslés erGsen konzisztens, azaz:

P(lim fy=7)=1 (5.29)
N—oo
o A kiozponti hatdreloszlds tétele szerint fN standardizéltja aszimptotikusan Gauss-

eloszlasi lesz:
v — f X
In=] — N(0,1), ha N — oo, ahol oy = M]\S)) (5.30)
ON
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e Ha, mint a mi esetiinkben, f(X) korlatos, akkor a kozelités konvergenciajanak se-
bességére tovabbi becslések adhatok a Hoeffding- és a Bernstein-egyenl&tlenségek
alapjan (specifikusan, ha 0 < f(X) < 1):

p(lfx —Fl > €) < 2exp(—2¢N) <6 (5.31)

Ellfx— Tl < \/Z]\t; (5.32)

5.6.1. Fontossagi mintavételezés

Abban az esetben alkalmazhatjuk a fontossagi mintavételezést, ha a 7(X) eloszlas nem
mintavételezhetd hatékonyan, de rendelkezésre all egy megegyezd tartoju q(X) eloszlas,
amelyen ez megtehetS. Ebben az esetben a ¢(X)-bdl vett mintakat a kovetkezd képlettel
hasznalhatjuk fel f kozelitésére:

< f(X)m(X)
= E X = E .
f ﬂ'(X) [f( )] Q(X)[ q(X) ] (5 33)
vagyis az fN kozelités az alabbi szerint szamithato:
; Zt yw(Xe) f 1
fy=2X - —Z (X)) (X)), (5.34)
N Zt 1 w(Xt) N —
ahol w(X;) és w*(X;) a fontossagi sulyok:
X X
w(Xy) = l t>,w* =5 ufv( 0 (5.35)
q(Xt) N 2 W(Xy)

5.6.2. Markov-lancok

5.3. definicio (Markov-lanc). Az X = {Xo, X, ...} valosziniiségi valtozok sorozata egy
(elsérendd) Markov-line, ha P(Xy|X;_1,...Xo) = P(X;|X;—1) A Markov-lanc homo-
gén, ha P(X;| X, 1) nem fiigg t-t6l.

A fenti X, valtozokat altalaban a Markov-lanc dllapotainak tekintjiik, amelyeket az
egyméas utan felvesz. Ahhoz, hogy egy folyamat Markov-lanc lehessen - mint az a
definiciobol latszik - az kell, hogy allapotai a multbeli &llapotoktol csak a megel6zén
keresztiil fliggjenek. A ¢ paraméternek gyakran valamiféle idébeli interpretaciot tulaj-
donitunk.

A tovabbiakban az X, allapotokat természetes szamokkal (i, 7,...) jeldljiik, és mivel
feltessziik, hogy a vizsgalt Markov-lancok homogének (vagyis idG-invariansok), az i
allapotbol j-be valo atlépés valoszintiségét p;; = P(X, = j|X—1 = i)-vel jeloljiik. A
pij értékekbdl alkotott egylépéses dllapot-dtmeneti mdtric P = Plp;;]. Az n-lépéses
allapot-atmeneti matrix P n-edik hatvanya: P™ = P",

5.4. definicié (Invarians eloszlas). A p/™ eloszlast a y homogén Markov-lanc invarins
eloszlasanak nevezziik, ha p/™ = p'™ P ahol P y allapotatmenet-matrixa. (Kovetke-
zésképpen ha p©) = p'™ akkor Vit : p*) = p/inv))
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Markov-lancok tulajdonsagai

Az aldbbiakban sorra vessziik a Markov-lancok legfontosabb tulajdonsagait, és a hoz-
zajuk kapcsolodd alapvets tételeket.

5.5. definicio (Stabilitas). Az X Markov-lanc stabil, ha a lim; o, p(X;) = p{> létezik,
valoban egy eloszlas és fiiggetlen a p(X,) kiindulési eloszlastol. p(®)-t hatdrérték- vagy
egyensulyi eloszldsnak nevezziik.

5.6. definicid (Irreducibilitas). A diszkrét, véges allapota X Markov-lanc irreduci-
(nij)

bilis, ha barmely (4,7) allapotparra létezik olyan n;; > 0 1épésszam, hogy a p;;

allapotatmenet-valoszintiség nagyobb mint 0.

5.7. definicid (Aperiodicitas). A diszkrét, véges allapoti X Markov-lanc aperiodikus,
ha van olyan i allapot (irreducibilitast feltételezve ez barmely i-re igaz), hogy létezik
(n)

>0

1)

n; > 0 lépésszam, hogy barmely n > n;-re p

5.3. tétel. Ha egy diszkrét, véges allapota X Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus,
akkor X stabil, és létezik egyetlen invaridans eloszlasa, amely X hatarérték-eloszlasa
(vagyis p'* az egyetlen, nemnegativ megolddsa p'® = p'* P-nek és p(>) eloszls).

A stabil Markov-lancok esetén ezt a hatarérték-eloszlast (p™, p™) m(X)-szel jeloljiik.

5.4. tétel. Ha a diszkrét, véges allapottt X Markov-lanc stabil és f = E.x)[f(X)] <
00, akkor P(limy o0 fy = f = 1), ahol fy = = 3N f(X;)

5.8. definicio (Ergodicitas). A diszkrét, véges allapota X Markov-lanc geometrikusan
ergodikus, ha létezik olyan 0 < A < 1 és V/(.) > 1 fiiggvény, hogy

Vit |py) —m < V()N (5.36)
J

A legkisebb ilyen A\-t a konvergencia sebességének hivjuk.

5.5. tétel. Legyen X egy diszkrét, véges allapoti, geometrikusan ergodikus (vagyis
egytttal stabil) Markov-lanc, annak invarians eloszlasabol w(X) inditva, f pedig egy
valos értéki fiiggvény, amelyre igaz, hogy Er[f(X)*™] < co valamely ¢ > O-ra. Ekkor
T = E[f(X)], és 02 = Vare(f(X)) jelolések mellett fx = + 377 f(X;)-re:

=0 +2)  E(f(Xo) = N(f(Xk) = )] (5.37)

létezik, nemnegativ és véges, valamint

\/NfN_TﬂN(o,U, ha N — oo (5.38)

T
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5.6.3. A Metropolis-Hastings-algoritmus

Jelolje m(X) a normalizalatlan, szigortian pozitiv (Vi : m; = 7(X = i) > 0) céleloszlast
az S =0,1,... K halmaz felett. Legyen @), egy a&tmenet-valoszintiségi matrix (Q1 = 1),
az ugynevezett javasolt eloszlas, ugy hogy ¢;; > 0 akkor és csak akkor, ha ¢; > 0.
Definidljuk a xy Markov-lancot a P allapotatmenet-matrixszal a kdvetkezSképpen:

. . . 455
Vi # j CPij = Qijmln(lv 2 )7 (5-39)
Tiqij

8 = 0-t feltéve és p; = 1 — Zj# pi; definiciéval. Fontos latni, hogy csak a 7 célel-
oszlas elemeinek aranyaira van sziikségiink, ami jol illeszkedik a bayesi analizis soran
el6fordulo normalizalatlan eloszlasok alkalmazasahoz.

A definialt Markov-lanc stacionérius eloszlasa (X)) lesz, ami konnyen belathato, 1at-
van, hogy a részletes egyensuly-feltétel teljestil. Az i = j és a ¢;; = g;; = 0 esetek
trividlisan teljesiilnek. Ha 7 # j és ¢;; > 0, akkor feltéve, hogy m;q;; > m;q;i:

_ i4ji
TiPij = Wiﬂlq”
1Yy

= Tjqji = T;Dji (5.40)

Ha (@ irreducibilis, akkor P is az lesz, és ez hasonloképpen igaz az aperiodikusségra
is. Kovetkezésképpen ha taldlunk egy olyan () javaslati eloszlist, amely irreducibilis
és aperiodikus, akkor egy adott m(X) céleloszlashoz a fenti konstrukcié egy stabil és
reverzibilis Markov-lancot definial, amelynek (invarians) hatéareloszlasa m(X) lesz.

A Metropolis-Hastings-algoritmus alkalmazasa tehat az aldbbi {6 1épésekbdl all:

0. (Konstruiljuk meg a poszterior eloszlas egy P kdzelitését; ezt az MCMC inici-
alizalasara és késGbb esetlegesen ellendrzésre hasznalhatjuk.)

1. Konstrualjunk egy irreducibilis és aperiodikus () javaslati eloszlast, specifikusan
a doménhez.

2. Sorsoljunk egy z( kiindulé allapotot P*-bdl.

3.t=1,2,.. . -ra:
Sorsoljunk egy x* jelolt allapotot Q-bol, feltéve z;-t.
Szamitsuk ki az « elfogadasi valoszintiséget az x-b6l z*-ba torténd lépésre:
ﬂ-z*q:p*,xt

TayQuy

a(zy, x*) = min(1, (5.41)

Legyen x4y = x* afzy, %) valosziniséggel, kiilonben legyen x;,1 = ;.
4. Folytassuk ezt, amig az a lanc nem konvergal, és el nem éri az elGirt konfidenciét.

5. (Ertékeljiik ki a konvergencia sebességét és javitsunk a hatékonysagon @ tjrater-
vezésével; ezutan lépjiink vissza a 2. lépésre.)

6. (Vessiik dssze a modszert P fontossagi Gjramintavételezésén alapuld alap mod-
szerrel; ezutan 1épjiink vissza az 1. lépésre.)
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A Metropolis-Hastings algoritmus alesetei

Az ismertetett Metropolis-Hastings algoritmus a legaltalanosabb MCMC-eljaras; bizo-
nyos paramétereinek kiilonféle beallitasaival szdmos, a szakirodalomban szamon tartott
specidlis esetét kapjuk. Ezek koziil a kdvetkezdket emlitjiik meg:

Metropolis-algoritmus. Akkor all el§, ha a ) dllapotatmeneti matrix szimmetrikus.

Véletlen bolyongas Metropolis-algoritmus. Ha () csak a jelenlegi és a javasolt
allapot kozott értelmezett valamilyen téavolsagtol fiigg: q(z*|zy) = q(|x* — x4]).

Fiiggetlen mintavételezd. Ha Q) nem fiigg a jelenlegi allapottol: g(z*|x;) = q(x*).

Gibbs-mintavételez6. Ha () olyan, hogy az allapotvektornak egyszerre mindig csak
egy elemét valtoztatja meg, annak a tobbitdl valo feltételes eloszlasa szerint, 1
elfogadasi valoszintiséggel.

5.6.4. Kovetkeztetés Bayes-halokban Gibbs-mintavételezéssel

A Gibbs-mitavételez6 az alabbi lépéseket koveti.

1. Kisorsolunk egy konfiguriciot, amely kompatibilis a bizonyitékokkal.
2. Rogzitjik az evidencia-valtozok értékét.

3. A fennmaradé valtozokon periodikusan tjrasorsoljuk az aktuélis valtozo értékét
a tobbi valtozod (praktikusan az aktuélis valtozo Markov-takardja) mint feltétel
szerint.

4. Az el6z6 1épésben kapott minden egyes konfiguracio egy-egy eleme lesz a teljes
mintahalmaznak.

5.7. Fiiggelék: A kovetkeztetés komplexitasa Bayes-
halokban

Egy Bayes-halé ,mérete” Ahhoz, hogy beszélni tudjunk egy eljaras tar- és ido-
igényérsl, meg kell tudnunk hatarozni a bemenet (esetiinkben az adott Bayes-halo)
hosszat. Egy Bayes-halo leirasdhoz annak strukturajat és a csomopontokhoz tartozo
feltételes eloszlasokat kell megadnunk. Ezt megtehetjiik tigy, hogy minden csomoépont-
ra megadjuk annak sziileit, és a CPT-bejegyzéseit. Mivel ez utobbiak szama a csalad
(a gyermek és sziilei) tagjai értékkészlete Descartes-szorzatanak szamossaga, vagyis a
sziil6k szamaban exponenciélis, a strukturalis informacioé mértékét elhanyagolhatjuk, és
tekinthetjiik a Bayes-halot meghatarozo paraméterek szamat az dsszes CPT-bejegyzés
szamanak.

Mint az el6z6 fejezetekben lattuk, a kovetkeztetés komplexitasa egy naiv, az Osszes
lehetséges valtozo-konfiguraciot felsorolo eljaras esetében arédnyos a konfiguraciok sza-
méaval, azaz a komplexitas a valtozok szdmaban exponencialis, vagyis valos alkalma-
zasok esetén a kovetkeztetés kivitelezhetetlen. Az alabbiakban bemutatjuk, hogy az
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ismert 3SAT probléma visszavezethet a Bayes-halokban vald kovetkeztetésre, amibol
kovetkezik, hogy az NP-nehéz. A kovetkezGkben néhany, az algoritmikus problémak
nehézségével és nehézségiik Osszehasonlitasaval kapcesolatos alapfogalmat tekintiink at.

5.9. definicid (P). P = Up>; TIME(n*), ahol TIME(.) a Turing-gépek &ltal a bemenet-
nek a paraméterben megadott fiiggvényével aranyos idGben felismerhetd (megoldhato)
nyelvek (problémék) osztélya.

P tehat azon nyelvek (problémak) halmaza, amelyek a bemenet hosszéanak valamilyen
polinomialis fiiggvényével aranyos idében felismerhetk (eldonthetsk). Altalanosan
kijelenthets, hogy a P-be tartozé problémak ,konnyen”,  hatékonyan” megoldhatok,
kezelhet6k.

5.10. definicic (NP). NP = U NTIME(n¥), ahol NTIME(.) a nemdeterminisztikus
Turing-gépek &altal a bemenetnek a paraméterben megadott fiiggvényével aranyos id6-
ben felismerhets (megoldhato) nyelvek (problémék) osztélya.

Az NP-beli problémak tehéat olyanok, amelyek esetén egy megoldasrol polinom idében
eldonthetd, hogy az valoban helyes-e, arrél azonban, hogy ezt a megoldast hogyan és
mennyi id§ alatt lehet megtalalni, mar nem allitunk semmit. Mint a kovetkez&kben
latni fogjuk, szamos ,nehéz” NP-beli probléma létezik, ha pedig ezeket vissza tudjuk
vezetni egy masik (az altalunk éppen vizsgalt) probléméara, akkor ily mo6don belathatjuk
(vagy legalabbis elfogadhatjuk), hogy a mi adott problémank is ugyanolyan nehéz. A
visszavezetés fogalmanak precizebb definicidja az alabbi.

5.11. definicid (Karp-redukci6). Az f leképezés az Ly nyelv Karp-redukcidja az Lo
nyelvre, ha Va szora x € L; pontosan akkor teljesiil, ha f(z) € Ly, és f polinom
id6ben szamithato. Jelolése: Ly < L.

5.12. definicio (NP-teljesség). Egy L nyelv NP-teljes, ha eleme NP-nek és barmely
L' € NP nyelvhez létezik L' < L Karp-redukcio.

5.13. definicio. Egy L nyelv NP-nehéz, ha létezik hozza egy L' NP-teljes nyelv, hogy
L' < L.

Belathato, hogy ha egy adott L; NP-teljes nyelvhez létezik Lo € NP nyelv, amelyre
Ly < Lo, akkor Ly is NP-teljes.

Osszefoglalva: ha tudunk adni egy polinomideji algoritmust, amely egy ismerten NP-
nehéz problémat a mi problémaosztalyunk egy elemére vezet vissza, azzal bizonyithat-
juk, hogy a mi probléméank is NP-nehéz.

5.7.1. A 3SAT probléma visszavezetése a Bayes-hal6ban val6 ko-
vetkeztetésre

Konjunktiv normdl formdnak (conjunctive normal form, CNF) hivjuk az olyan logikai
kifejezéseket, amelyek literalok diszjunkcidinak (vagy” kapcsolatainak) konjunkcioja-
ként (,6s” kapcsolataként) allnak eld, azaz példaul (z1VZaVas) A(xeVag)A. .. alakuak.
Egy n-CNF olyan CNF melynek egy-egy tagjaban maximum n literal szerepel.

A 3-CNF-ek kielégithetGséget vizsgalo 3SAT probléméarol (amely tehat azt vizsgalja,
hogy egy adott 3-CNF valtozoi behelyettesithetGek-e ugy, hogy a kifejezés igaz legyen)
ismert, hogy NP-teljes. Ha tehat tudunk olyan eljarast adni, amely minden 3SAT
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probléméat visszavezet egy Bayes-haloban vald kovetkeztetésre, akkor azzal igazoljuk,
hogy a Bayes-halokban vald kévetkeztetés NP-nehéz.
Vegyiik a kovetkezd kifejezést:

(AVBVC)AN(AVCVD)A(BVCVD). (5.42)

Ebbdl az abran lathato struktarat konstruéaljuk, vagyis:

5.7. abra. A 3SAT probléma visszavezetése egy Bayes-halé struktiirara

A h&l6 minden csomopontja az {igaz, hamis} tartomanybol kaphat értéket.

e A kifejezésben szerepld valtozok a halo felsG soranak csomopontjai lesznek, {0,5,0,5}
a priori eloszlassal.

o Az egyes tagoknak egy-egy, a kozépsd szinten elhelyezkeds csomépont felel meg,
amely feltételes eloszlasa az adott tag altal leirt kifejezésnek lesz megfelels (pél-
daul az ,17-es csomopont 1 valoszintiséggel igaz lesz, ha B és C' koziil legalabb az
egyik igaz, vagy ha A hamis, minden mas esetben 1 valoszintiséggel hamis lesz).

e A halo ,AND” csomoépontja az el6z6 szinthez hasonléan fogja Gssze a kdzépsd
csomopontok értékét ,.es” kapcsolattal.

Belathato, hogy ebben a haloban az E = {AND = igaz} bizonyiték mellett azon
behelyettesitéseknek lesz nem nulla a valésziniisége, amelyek a kifejezést igazza te-
szik. Ebbdl mar lathato, hogy a leképezett 3SAT kifejezést kielégits kifejezés keresése
visszavezethetd a konstrualt haloéban vald kovetkeztetésre. Ezzel belattuk, hogy a ko-
vetkeztetés altalanos esetben NP-nehéz.
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6. fejezet

Dontéstamogatas: optimalis dontés,
szekvencialis dontések, az informacid
értéke

6.1. Szekvencialis dontési folyamatok

6.1.1. Optimalis dontés

Egy dontési helyzetben tipikus feladat a rendelkezésre all6 informéacio alapjan egy,
vagy tobb kritériumnak megfelelGen a legjobb lehet&ség kivilasztasa a felmeriils opciok
koziil. Ilyen egyszer( helyzet lehet egy idiilés célpontjanak kivalasztasa, mikézben
adott a koltségkeret vagy a kiindulési hely, és vannak bizonyos preferencidink (példaul
tengerpart, palmafak).

Egy dontéselméleti helyzet leirdsahoz definialni kell egy rendszer allapotait (s €
S, states), az egyes allapotokban elérhets 1lépéseket (a € A, actions), és meg kell hata-
rozni az egyes allapotok hasznossagat (U(s), utility). Egyes allapotokbol a megfelels
lépés kivalasztasaval lehetséges az atlépés méas allapotokba. A hasznossagfiiggvény
az allapotok felett definialt valds fiiggvény, amely teljesiti a raciondalis dontéshozora
vonatkoz6 hasznossagi axiomakat. A hasznossagfiiggvény valos fliggvény, ezért az
axiomak tobbségét a definiciobol fakadoan kielégiti. Ezek az axiéméak a sorrendez-
hetdség, a tranzitivitas, a folytonossag, a monotonitas. A dontéselméleti helyzeteket
sztohasztikus jellegiik miatt szokas szerencsejatéknak is nevez. A szerencsejatékokra
vonatkoz6 tovabbi axiomak a kovetkezdek:

e HelyettesithetGség - Ha egy olyan szerencsejatékot jatszunk, amelyben p valo-
szintliséggel az egyik, 1 — p valdsziniiséggel a méasik allapotba jutunk, és van két
allapot, melynek hasznossaga azonos (s;, s;), akkor azok a szerencsejatékban fel-
cserélhetGek:

U(Sl) = U(S]> = Elp[pa Si; 1 - D, Sk] ~ [p7 Sj5 1 — D, Sk]'

e Felbonthatosag — Ha egy olyan Osszetett szerencsejatékot jatszunk, amelyben az
elsG szerencsejaték egyik kimenete egy mésik szerencsejaték, akkor az ekvivalens
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egy harom kimenetid Osszetett szerencsejatékkal, fiiggetleniil az allapotok hasz-
nossagatol, illetve p és q értékétol:

D531 —p,[q, 851 — q,s6]] ~ [p,si; (1 —Dp)g, s55 (1 —p)(1 — q), sk]

Legegyszeriibb esetben a 1épések eredménye determinisztikus abra), igy az op-
timalis dontés minden s allapotban az az a lépés, amely az elérhetd legnagyobb hasz-
nossagu allapothoz vezet egyenlet).

U(a®

Abban az esetben viszont, amikor a rendszer valamilyen bizonytalansagot tartalmaz, a
lépések kimenetele nemdeterminisztikus abra), igy egy eloszlast definialhatunk
a lépések kimenete felett: s; llapotban, a 1épés mellett annak valdsziniisége, hogy s;
allapotba jutunk P(s;|a, s;).

s) = maxqaeaU(als). (6.1)

6.1. abra. Bal oldal: Determinisztikus déntési helyzetben a; valasztasa mellett s; alla-
potba jutunk. Jobb oldal: Nemdeterminisztikus dontési helyzetben a vilasztasa mellett
P(s;|a, s) valoszintiséggel s; allapotba jutunk.

A racionalis dontéshozéra vonatkozo axiémakbol kovetkezik, hogy nemdeterminisztikus
esetben az optimalis dontés mindig azt az a* lépést jelenti, amely maximalizilja a
varhato hasznossagot (maximal expected utility, MEU):

MEU (a*|s) = meachU(a\s) =max » U(s;)P(sila,s),s €S. (6.2)

6.1.2. Szekvencialis dontés

Az el676 fejezetben az egylépéses(myopic) esetet vizsgaltuk, bizonyos esetekben azon-
ban el6fordulhatnak szekvencialis dontési helyzetek abra). Példaul egy korutazas
esetén minden érintett helyhez rendelhetiink hasznossagot, a pillanatnyi tartézkodasi
helytdl pedig fiigg a mésnap elérheté helyek halmaza. A bizonytalansagot a rendszer-
ben a megbizhatatlan idegenvezets jelentheti.

Egylépéses esetben egy allapot hasznossagat definicié szerint az U(s) hasznossagfiigg-
vény hatarozta meg. Szekvencidlis esetben azonban egy allapot hasznossidgat befolya-
solja a beldle elérhets tovabbi allapotok hasznossaga is. Az egyes allapotokra vonatkozo
U(s) hasznossagfiiggvények felhasznalasaval a t diszkrét idépontban s allapot hasznos-
saga rekurziv képlettel irhato le:

U'(s) =U(s) + »_ U™ (s;)P(sila, s). (6.3)

s; €8
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Tehat U(s) az a hasznossag, amelyet s meglatogatasa ér, U'(s) jelenti azt a hasznos-
sagot, amely figyelembe veszi az s allapotbol elérhetd teljes dontési grafot és az abbol
szamolt varhatoértéket. Az egyenlet masodik tagja egy varhatoérték az s allapotbol
elérhetd allapotok hasznossaga felett. A varhato maximélis hasznossag ennek megfele-
16en modosul:

t
MEU (a rileaxz U'(s;)P(sila, s),s € S. (6.4)

$; €S

\J

6.2. dbra. Szekvencialis dontés

Feltételezve, hogy minden allapot elérhet6é minden allapotbo6l, és egy allapotban tobb-
szOr is tartozkodhatunk, a egyenlet szamitasa n véges lépést feltételezve dinamikus
programozéssal O(n|A||S]) ideig tart. Az utolsé lépésben egyszertien adodik, mekkora
az egyes allapotok hasznossaga (U(s)), majd az n — 1 1épésben a hasznossagok mar
a képlettel kiszamolhatoak, egészen a kezds lépésig. Természetesen ez a modszer
nem alkalmazhaté végtelen szdmu lépés esetén.

Végtelen lépésszam esetén (n — oo) a egyenlet nem alkalmazhatd, mert a nyeld
csomopontoktol eltekintve a maximalis varhato hasznossag minden allapotra végtelen-
nek adodik. Egy lehetséges megoldas a jovGbeni jutalmak leszamitolt értékével térténd
szamitas, ekkor a jovébeni jutalom egy 0 < v < 1 egyiitthatoval megszorzott értékével
szamolunk:

MEU'( maXZ’yUt P(s;la,s),s € S. (6.5)

Si€ES

*

A [6.5] egyenletet 1épésenként kibontva [af, af, ..., af,...] optimalis akciok egy sorozatat
hajtjuk végre. Ha feltételezziik, hogy egy allapotbol maximum k& maésik allapotba lehet
eljutni, v < 1, az allapotvaltasok valosziniiségének maximuma P,,,, és az U (s) fliggvény
maximuma U,,.., akkor a kivetkezs kifejezésre jutunk:
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MEU'@% ai,. .. ,al,. .. |s)

et M

IA

U<S) + ’}/kUmamea:c +
+ VQkUmaa:Pmax +... .+ ’7ikUmameaoc + ...
- U(S) + kUmamea;t Z 72

1=0

kUmameaz

1—vy
A egyenletbdl latszik, hogy a v < 1 feltétel, és a leszamitolt szamitas esetén a
maximélis varhat6 hasznossag feliilr6l becsiilhetd.

= U(s)+

Markov dontési folyamatok

Az el6z6ekben bevezetett dontéselméleti formalizmus meghatarozé jellemz&je a Mar-
kov-tulajdonsag: annak valosziniisége, hogy a folyamat ¢ idépillanatban s; allapotba
keriil, csak a folyamat ¢t — 1 idépillanatban felvett s allapottol fiigg, ha az ismert
(P(s;]a, s)). Tehat s allapot ismeretében a korabbi allapotok ismerete nem sziikséges
az allapotatmenetek valoszintiségének meghatarozasahoz.

A Markov dontési folyamat az eddigiektdl kicsit eltérs, azonban azokkal teljesen ekvi-
valens, szekvencialis dontési folyamatokat leir6 igen elterjedt formalizmus. A Markov
dontési folyamat definialja az Sy kezddallapotot, a T'(s, a, s’) allapotatmenet modellt
(transition) és az R(s) jutalomfiiggvényt (reward). A T'(s,a,s’) allapotatmenet fiigg-
vény ekvivalens a kordbban definialt P(s;|a, s) feltételes valoszintiséggel, mig az R(s)
jutalomfiiggvénynek az U(s) hasznossagfiiggvény felel meg. Markov dontési folyama-
tokkal kapcsolatban szokas beszélni az tgynevezett eljarasmodrol (policy), mely a don-
téshozonak minden allapotra meghatarozza, hogy adott allapotban melyik lépést va-
lassza. Optimalis eljarasmodnak (optimal policy) nevezziik azt az eljarasmodot, amely
a maximalis varhatoértékii 1épést adja. A korabban bevezetett fogalmakkal az opti-
malis eljarasmod azt jelenti, hogy a dontéshoz6 minden lépésben az a* 1épést valasztja
(véges 1épésszam esetén a , végtelen lépésszam esetén a egyenlet alapjan).

6.1.3. Az informacid értéke

Az el6z6ekben a szekvenciélis dontéseket ugy modelleztiik, hogy minden dontési lépés
utan a rendszer allapotot valt. Azonban sok esetben dontési opcio a szekvencialis
dontési sorozatbol torténd kilépés, a megallas. Ebben az esetben természetesen meriil
fel az igény a jovGben rendelkezésiinkre all6 adat értékének ismeretére. Fzt irja le a
tokéletes informacio értéke (value of perfect information, VPI), nagyon hasonléan a
egyenlethez (lasd [6.3] Abra):

MEU (a*|d) = max EU(a|d) = max U(d;)P(d;la,d),d € D, (6.6)

d;€D
ahol d a rendelkezésre 4ll6 adatot jelenti, D minden lehetséges adathalmaz Gsszessége,
mig d; az az adat, amelyhez akkor jutunk, ha az a lépést vilasztjuk és ezzel példaul
folytatjuk az adatgytjtést. A[6.6egyenlet valojaban csak annyiban tér el a[6.2]egyenlet-
t6l, hogy az s-t a d helyettesiti, vagyis jelenleg a rendszer allapotat (a vilagrol gytjtott
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informaciot) a rendelkezésre allo adattal irjuk le. Fontos megjegyezni, hogy d C d;.
Ha rendelkezésre allna d; informacio, akkor a varhato hasznossag a koévetkezdképpen
alakulna:

MEU (a’|d;) = max EU(ald;) = max > " U(dj)P(ds|a, d;),d; € D. (6.7)

dED

\J

6.3. dbra. Az informécio értéke

A[6.6]és a[6.7] kifejezések altal definialt értékek eltérése adna meg a kivant mennyiséget,
vagyis annak a plusz informacionak a hasznossagat, amelyet d; \ d ismerete jelent.
Azonban d; nem &ll rendelkezésiinkre, ezért jelolje D a jovGbeli adatot reprezentalod
valoszintiségi valtozot, igy VPI a MEU jovGbeli varhatoértékének és a MEU-nak a
kiilonbsége:

VPIy(D Z P(D; = digld) MEU (a},, 4|D; = dij,d)| — MEU(aj|d),  (6.8)

ahol @} a d adat ismeretében a legjobb dontés (lépés).

A VPI tulajdonsagai
1. A V PI nem vehet fel negativ értéket,

VPI,(D;) >0,

szemléletesen azért, mert az tjonnan megszerzett informaciotél mindig el lehet
tekinteni. A M EU érték maximum képzés eredménye, ezért ha barmely tjabb
d; informéacié mellett a M EU kisebb értéket venne fel, a maximum képzés miatt
d;-t iires adatnak kell feltételezni, hogy a legjobb eredményt kapjuk. Igy a V PI,
érték nullanak adodik.

2. Konnyen belathato, hogy az informéacio értéke az adatok beérkezésének sorrend-
jétol fiiggetlen. Az informacioé értéke szamolhato a kévetkezGképpen:
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VPI14(D;, D;) = VPIy(D;) +VPlyp,(D;) = VPIy(D;) +VPlyp,(D;). (6.9)

3. Nem igaz azonban, hogy az informéaci6 értékének képzése additiv

VP]d(DZ',Dj) ?’é VPId(Dz) + VP]d<DJ)7

hiszen példaul abban az esetben, ha a D; és D; valoszintiségi valtozok azonos
eloszlastak V PI4(D;, D;) = VPI,(D;) = VPI4(D;).

Az informécié értékének kozelitése tobb megfigyelés esetén

Az informacié értékével kapcsolatban eddig egy olyan esetet vizsgaltunk, amikor min-
den 1épést megelGzGen egyetlen valoszintiségi valtozd jovébeli varhatoértékét szamitot-
tuk ki. A gyakorlati esetek tobbségében a VPI szamitésahoz a fejezetben targyalt
egyvaltozos modszert hasznaljak. Eldfordulhat azonban olyan eset, amikor a dontési
1épést megel6zGen tobb valoszintségi valtozo értékét is meg kell becsiilni. A és af6.9)
egyenletekbdl konnyen levezethets, hogy a VPI kiszamitasdhoz sziikséges id6 tobb D;
valoszintiségi valtozo esetében azok n szaméval exponencialisan aranyos.

Ebben a fejezetben tobb megfigyelés egyiittes informacioértékét becsiiljiikk az eddig
ismertetettektdl eltéré dontéselméleti modell mellett abra). Tegyiik fel, hogy a
D;,i = 1,...,n valoszintiségi valtozok fiiggetlenek, és a dontési 1épést egy A binaris
valoszintiségi valtozoval modelleziink. Tegyiik fel tovabba, hogy egy ismert eloszlast,
binaris H valoészintiségi valtozéval magasabb szinten tudjuk leirni a rendelkezésiinkre
allo D;,i = 1,...,n adatot, vagyis ismertek a P(D;|H) feltételes eloszlasok. Az A lépés
és a H hipotézis kozos hasznossagfiiggvénye U(A, H). Ezzel a modellel kozelité becs-
lés adhato a rendelkezésre 4llo valtozohalmaz informéacioértékére vonatkozoan linearis
id6ben.

Latni fogjuk, hogy a bizonyitas soran nagyban kihasznaljuk azokat az egyszertisitéseket,
amelyeket az A valtozo binaris volta és a szintén binaris H hipotézis valtozo jelent. Az
utobbi felfoghato dgy, mint a rendelkezésre all6 D; adatok egy absztrakt, egyszertisitett
leirasa. Ez az egyszertisitett modell a t6bbszoros megfigyelés informécidértékének line-
aris id6ben torténd kiszamitasahoz sziikséges, mégsem valosagtol elrugaszkodott példa:
képzeljiik el, hogy a D, valtozok egy beteg kiilonb6z6 leleteit reprezentaljak, mig a H
valtozo azt a feltételezést, hogy a beteg a leletek alapjan silyos betegségben szenved.
Ha az A dontés a miitét elrendelését jelenti, akkor az U(A, H) hasznossag azt jellemzi,
hogy a betegség esetleges megléte mellett mennyire kockazatos vagy hasznos a mitét,
illetve annak elkeriilése.

Ha felirjuk a H hipotézisre vonatkozo feltételes valoszintiségek hanyadosat (odds), ak-
kor az a Bayes-szabalynak és a D; valosziniiségi valtozok fliggetlenségének kdszonhetGen
atalakithato a kovetkezGképpen:

www.interkonyv. hu © Antos A., Antal P., Hullam G., Millinghoffer A., Hajés G.


http://www.interkonyv.hu

6. Déntéstamogatas 119

A

S

U

7
P

6.4. abra. Informacio értékének becslése tobb megfigyelés esetén

P(H|Dy,....D,)
P(=H|Dy,...,Dy)
P(Di|H)  P(Dn|H) P(H)
P(Dy|=H) "~ P(Dy|~H) P(=H)

= O(H)ﬁ/\i, (6.10)

O(H|Dy,...,D,)

P(Ei|H) P(H
ahol \; = P(Sgi|LI}) és O(H) = ﬁ.
Legyen p* a H hipotézis bekovetkezésének valosziniisége, amikor is indifferens a don-

téshozd szaméra, hogy mely 1épést valasztja, formalisan:

P U(H, A) + (1 — pU(=H, A) = p*U(H, =A) + (1 — p")U(=H,-A).  (6.11)

A egyenletet atrendezve a p* valosziniiségre a kovetkez§ érték adodik a hasznos-
sagok ismeretében:
. U(-H,—A)—-U(-H, A)

P = U(CH, < A) — U(=H, A) 1 U(H, A) — U(H, =A) (6.12)

Mivel p* valésziniiség a dontési kiiszob, a dontéshozo akkor valasztja A-t —A-val szem-
ben, ha

P(H|Ds,...,D,) > p". (6.13)
Ezt atirva a kdovetkezdt kapjuk:

O(H|Dy,...,D,) > T (6.14)
-Pp
A egyenlet alapjan a kifejezés atirhato
n p*
[[»> ——/O(H). (6.15)
, -p
=1
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Ha a[6.15 mindkét oldalanak természetes alapu logaritmusat vessziik, akkor

iiwi > lnl fﬁp*

ahol w; = In\;, igy a W valdszintiségi valtozo, mint w; valtozok Gsszege definidlhato:

— InO(H), (6.16)

W = Zn: w;, (6.17)
=1

és felirhatd a W valtozohoz tartozé dontési kiiszébérték:

W= o fp* — InO(H), (6.18)

vagyis a dontéshozo akkor dont A 1épés mellett, ha

W > W (6.19)

W valoszintiségi valtozd a w; fiiggetlen valoszintiségi valtozok Gsszege, ezért a centralis
hatareloszlas tétele alapjan eloszlasa normalis és varhatoértéke a w; valtozok varhato-
értékének Osszege, mig szordsa a w; valtozok szorasanak Osszege, igy:

p(W|H) ~ N(E(W|H),Var(W|H)). (6.20)

A egyenlet alapjan kiszamithato, hogy mi annak valészintisége, hogy a W valoszi-
niiségi valtozo a kiiszobérték felett lesz:

1 0 —w?
W >W*H) = e 2 dt. 6.21
bW > W) = —— | (6:21)

6.2. Megallasi feladatok

Ahogy azt az el6z6 fejezetben emlitettiik, szekvencidlis dontési helyzetben lehetséges
lépés a ledllas. Minden olyan esetben, amikor a tovabblépés koltséggel jar, barmely
lépésben optimalis dontés lehet a megéllas.

Szekvencialis kivalasztasi probléma esetében a dontéshozonak egy n hosszi, szekvencia-
lisan érkezé X1, ..., X, valtozo6 sorozatbol ki kell valasztania a legnagyobbat gy, hogy
a be nem érkezett valtozokrol semmilyen informéciéja nincs, korlatozottan valaszthat

.....

informéci6. Az egyik legegyszertibb megallasi probléma az tn. Titkarng probléma.

6.2.1. Titkdrnd probléma

A megallasi problémak alapfeladata a titkarnG probléma, amikor a munkaltatonak a
legmegfelel6bb munkaerst kell kivilasztania a poziciora. A feladat a kovetkezs szabé-
lyokkal definialhato:

1. Csak egyetlen szabad all4s van.
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2. A jelentkez6k szama, n, elére ismert.
3. Az interjikat egymas utan, egyesével bonyolitjik le.

4. A jelentkez6k meghallgatasa véletlenszert sorrendben toérténik, minden sorrend
egyforman valoszind.

5. Az addig meghallgatott jelentkez&k minden interju utan alkalmassaguk szerint
egyértelmien rendezhetdk.

6. Minden interji utan el kell donteni, hogy a jelentkez&t felveszik-e, vagy sem. Ha
egy jelentkez&t nem vesznek fel, nem lehet 6t tobbé visszahivni.

7. A munkaltatonak csak a legalkalmasabb jelolt felel meg, minden més jel6lt azonos
mértékben alkalmatlan.

A dontéshozé igen nehéz helyzetben van, mert bar van informacidja a mar elkiildott je-
lentkez6krdl, nem tudja 6ket visszahivni, azokrol a jelentkezkrdl pedig, akik még nem
voltak interjin semmilyen informéacioja nincs. A probléma megoldasa a kovetkezd felis-
merésbdl adodik: a dontéshozé minden esetben csak a mar meglévs informacié alapjan
donthet, vagyis érdemes megfelel6 mennyiségt informéciot begyijteni, hogy aztan ezek
alapjan a lehets legnagyobb valoszintiséggel el lehessen donteni egy jelentkezérsl, hogy
az a legjobb-e. A megoldasként adddo algoritmus:

r+2

s
/N

6.5. abra. Titkiarné probléma

1. Az els6 r — 1 jelentkez§ meghallgatisa utéan,

2. azt a jelentkez6t kell valasztani, amelyik jobb, mint az els6 r — 1 jelentkezé
barmelyike.

Annak valésziniisége, hogy adott r mellett a fenti algoritmussal a legjobb jelentkezGt
valasztjuk:

n 1 - 1
P, (r) = P(r mellett a legjobbat valasztjuk) = ﬁ: 1 (6.22)

i=r
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mivel az % hanyados annak a feltételes valoszintiségét adja, hogy ha ¢ a legjobb jelolt,
akkor az el6z6 ¢ — 1 jelentkez6 koziil a legjobb az els6 r — 1 jelentkez6 kozott van.
Minden esetben a kifejezést maximalizalo r-t kell valasztani.

Bizonyithato, hogy n névekedtével az optimélis r tart n/e -hez, és annak a valoszintisé-
ge, hogy az algoritmus a legjobb jelentkez&t valasztja tart 1/e-hez, ahol e az Euler-féle
szam. Vagyis annak a valdszintisége, hogy megtalaljuk a legjobb jeloltet megkdzelitSleg
0, 368.

Az &llitds bizonyitasahoz elGszor atalakitjuk a kifejezést, majd belatjuk, hogy
n — oo esetén P, (r) — —xln(z), amelynek szélsGértéke konnyen meghatarozhato.
Az els6 lépés a P, (r) atalakitasa:

" 1r—1
Popt(r) - E i—1 (623)

i=r

r—1le 1
- T Zi—l

i=r

r—le n 1

= — Zz’—1ﬁ' (6.24)

i=r

Egy tetszéleges f(-) fliggvény bal oldali Riemann sszege az [a, b] intervallumon:

b—a

Az(f(a)+ fla+ Az) + fa+2Az) + ...+ f(b— Ax)) = i fla+iAz)Az. (6.25)

A fenti egyenlet f(t) = 1/t fiiggvény esetén Az = 1/n lépéskozzel, ahol a = % és

b=1:

b—a

= n 1
Ax)Ax = —_——
Zf(a+z x)Ax Z G itn
=0 1=0
= n 1
= D (6.26)
i=r—1

Tehat a[6.26 n — oo esetén
n

n 1 |
li g —dt. 2
nirilozi—ln /mt (6.27)

i=r—1 n

PP . . =1 I .
A hatarértéket visszairva a egyenletbe az x = “— helyettesitéssel:

r—1le~ n 1 '

li - = —dt

ne ;i—m x/x /
= —zxln(x). (6.28)

Mivel —zin(z)% = 1+In(z), ami az x = 1/e helyen veszi fel a 0 értéket, bizonyitottuk
az eredeti allitast.
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6.2.2. A Googol jaték

A Googol jaték a megallasi problémak egyik elsG verzidja, amelyet Martin Gardner
publikalt 1960-ban. A Googol jatékban ketten vesznek részt. Az egyik szerepld elGre
meghatarozott n szamu lapra felir altala valasztott, kiilonbdz6 egész szamokat. A
mésik szereplé az eddigi dontéshozo helyzetében van: a leforditott lapok koziil addig
hiz, amig gy nem gondolja, hogy a legnagyobb szdmot tartalmazé lapot tartja a
kezében. Ez a feladatkiirds annyiban tér el a kordbbitél a déntéshozd szemszogébdl,
hogy nem feltételezheti az egymas utan érkezd elemek fiiggetlenségét.

Ha elfogadjuk a feltételezést, hogy az eldre kivalasztott n szam egyiittes eloszlasa le-
irhato egy egyvaltozos strtségfiiggvénnyel, melynek egyetlen argumentuma az n szam
maximuma

p(a1, .- @) = g(maz{zy, ..., x2}), (6.29)
vagyis ha az egyenlet altal meghatarozott értelemben az {X;,..., X} szamsorozat

felcserélhets, akkor bizonyithatd, hogy n > 2 esetén a Googol jaték esetén r a kdvet-
kez6képpen adodik:

! ! +...+ ! <1l< ! + ! +...+ ! (6.30)
r o r+1 7 n-1 r—1 » = n-1 '
Az is beladthatd, hogy a Googol jatékot jatszo személy szaméra a kovetkezd két eset

ekvivalens:

1. Nem tud semmit a lapokon taladlhaté szémokrol (akar determinisztikusak is le-
hetnek)

2. A szamok egyenletes eloszlastak a (0, ) intervallumon, ahol § ismeretlen.

6.2.3. Odds algoritmus

Az odds algoritmus tobb megallasi probléma megoldasat adja meg azaltal, hogy egy
altalanosabban megfogalmazott feladatot old meg: adott Iy, ..., I, indikatorvaltozo so-
rozat, ahol [; valtozé A; esemény bekovetkezését mutatja. Az események egymds utén,
egyesével kovetkeznek be. A cél egy olyan modszert megadni, amely biztositja, hogy a
dontéshozo a legnagyobb valoszintiséggel alljon meg az utolsd bekovetkezd eseménynél.
A max {P(I; =1,1;_1 =0,...,I; = 0)} kifejezést maximalizal6 index a 7 leallasi id6.
Belathato, hogy ha I; bekovetkezésének valoszintisége p; és o; = p;/(1 — p;) (odds,
arany), akkor 7 az els6 olyan index, amelyre I, =1, 7 > r,, és

n
rp, =max{l,max{l <k <n: Zoi > 1}}. (6.31)
j=k
Vagyis az r index pontosan akkor optimélis, ahonnan kezd6déen a hatralévé odds-ok
Osszege elGszor nagyobb, mint 1, vagy ha nincs ilyen index, akkor az r = 1 érték. Annak
valoszintisége, hogy az eljaréssal az elsé ,sikeres” eseménynél dllunk meg:

P(L— = ]-7]15—1 = 07 ceey ]1 = 0) = (ﬁ(l —p])) (zn: Oj> . (632)

j=r j=r
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Az odds algoritmussal megoldhaté a titkdrné probléma, ha az eredeti feladatot atfogal-
mazzuk a kovetkez6képpen: I, = 1, ha a k sorszamu jelentkez& jobb, mint a koradbbiak
(X, > X;,Vi < k), igy P(Iy) = 1/k, op, = 1/(k — 1). Tehat az az optimélis r, emylnél
az R=1/(n—1)+1/(n—2)+...+1/(r — 1) 6sszeg nagyobb lesz, mint 1. Ha n — oo,
akkor R — 1/e, ahogy kordbban is lattuk.

6.2.4. Az odds algoritmus egy folytonos kiterjesztése

Id6ben tébbszor bekdvetkezd fiiggetlen események kdzott eltelt id6 modellezésére hasz-
nalt valoszintségi valtozo eloszlasa folytonos esetben exponencidlis eloszlasd, mivel a
folytonos eloszlasok koziil ez az egyetlen 6rokifja tulajdonsagu

P(Xp > xs + x| X > x5) = P(Xp > 1), Vg, 2 > 0. (6.33)

A [6.33] egyenlet szemléletesen annyit jelent, hogy ha egy teremben x4 ideje varakozunk,
annak valdészintisége, hogy a tovabbi x; id6intervallumban nem fog villanykdrte kiégni,
nem fiigg x,-t6l, vagyis nem fiigg attél, mennyi ideje varunk. Ha a villanykorték ki-
égéseét fiiggetlen eseményként kezeljiik, akkor az utolso villanykorte kiégése semmilyen
hatassal nincs a kévetkezd korte kiégésének bekovetkeztére, ezért a teremben a korték
kiégése kozott eltelt id6 exponencidlis eloszlast valoszintiségi valtozoval irhato le. To-
vabbi példa lehet ilyen folyamatokra egy kevésbé forgalmas tton kozlekedd autok kozti
tavolsag, vagy a beérkez6 telefonhivasok kozt eltelt id6.

Ha az események kozott eltelt id§ A paraméteri exponencialis eloszlasi,

Ax
Ae ha x > 0, } (6.34)

FlaiA) = { 0 egyébként,

akkor annak valosziniisége, hogy 7 idGintervallumban az adott esemény k alkalommal
fordul el6, A paraméterti homogén Poisson-eloszlast kovet:

e M(AT)F
k!

ahol N(t) a t id6pillanatig bekovetkezett események szama. Ha a A intenzitas paraméter
id6ben véltozhat, azaz A(t), akkor inhomogén Poisson-beszéliink.

Ha a A(t) paramétert Poisson eloszlasu valosziniiségi valtozok ,sikerességét” a h(t) st-
riiségfliggvény irja le, akkor a megallasi probléma a kovetkez6képpen modosul: allitsuk
meg a jatékot a [0,7] idGintervallumban az utols6 sikeres eseménynél. A folytonos
feladat a kovetkezGképpen oldhaté meg: a [0, 7] idGintervallumot m részre osztva, an-
nak valdsziniisége, hogy a k sorszdmu intervallumban legaldbb egy sikeres esemény
kovetkezik be pp = A(tx)h(tx)(ty — ti—1) + o(ty — tx—1). Ha az intervallumok szaméat
novelve, azok mérete tart a nulldhoz, (¢, —tx_1) — oo, akkor az intervallumban a beko-
vetkezés valosziniisége tart az intenzitas és a sikeresség valdsziniiségének szorzatahoz,
pr — A(tk)h(tg). Ezek alapjan a diszkrét esethez nagyon hasonlo a megoldas:

P(N(t+7) — N(t)) = k] = k=0,1,..., (6.35)

T = sup {0, sup {0 <t<T: /tT A(uw)h(u)du > 1}} (6.36)
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6.3. Tobbkara rablo feladatok

A t6bbkara rablé probléma (multi-armed bandit problem, MAB) eréforras allokacios
probléma. Alapfeladata megfeleltethet6 a szerencsejatékos probléméjanak: a jatékos k
un. félkara rabloval (egy bizonyos fajta szerencsejaték-automataval) jatszva szeretné
maximalizalni a varhat6 nyereményét. A jatékos minden lépésben valaszt egy jaték-
automatat, melynek meghizza a karjat. Az a gép, amelyiknek meghuzza a karjat, a
gépre és annak pillanatnyi allapotara jellemzd valoszintiségi eloszlas szerint fizet jutal-
mat. A valos helyzettdsl a tobbkart rablo alapprobléma annyiban tér el, hogy a gépek
mukodtetésének nincs koltsége. A cél minden esetben az eréforrasok optimalis kihasz-
nalasa: véges horizonton a begyiijtott jutalmak Osszegének maximalizélasa, végtelen
horizonton adott diszkontrataval vagy végtelen horizonton atlagban.

A tébbkart rablé probléma k fiiggetlen karbol /folyamatbol/gépbdl és egy kontroller fo-
lyamatbol all. (E harom fogalmat: kar, folyamat, gép a fejezetben mostantol felvaltva
hasznaljuk.) Minden karhoz két véletlen folyamat tartozik (X (0), X(1),...,, R(X(0)),
R(X(1)),...,), ahol az X (n) a kar allapota azutan, hogy a kart n-szer mikodtettiik,
R(X(n)) pedig az X (N) allapotért kapott jutalom. Egy gép allapota a kovetkezSkép-
pen valtozik:

X(n) = fna(X(0),..., X(n—1),W(n—1)),

ahol f(-) adott és W (n) egy ismert eloszlast, valos-értékd, fiiggetlen, azonos eloszlast
valoszintiségi valtozo sorozat, mely fiiggetlen X (0)-tol. Mivel az f(-) fiiggvény deter-
minisztikus, a W (n) valosziniiségi valtozo jelenti a véletlen faktort a gép mikodésében.
A k-karu rablo probléma k karja fiiggetlen egymastol, a karokat egy kontroller/pro-
cesszor folyamat miikddteti, minden diszkrét idépillanatban egy és csak egy kart va-
lasztva ki. A kivalasztott folyamat allapotot valt, a tébbi folyamat allapota valtozatlan
marad. A cél a varhato jutalom maximalizaldsa. A tobbkara rablé feladatok alkalma-
zasait és lehetséges medolgasait a kdvetkezs alfejezetekben targyaljuk.

6.3.1. Alkalmazasi teriiletek

1. Szenzor menedzsment - egy egyszer(sitett példa azt szemlélteti, hogy egy szen-
zorral hogyan keresiink egy célpontot, mely k lehetséges dobozok egyikében van.
A szenzorunk képes érzékelni a célpontot, de csak bizonyos bizonytalansaggal.
Célunk egy elére meghatarozott kiiszobnél nagyobb bizonyossag elérése. Minden
lépésben valaszthatunk, hogy melyik doboz altal kibocsatott jelet mérjiik meg a
szenzor segitségével. A jutalom szerepét a szenzor altal mutatott jelszint tolti be.
A jelszint aranyos annak valoszintiségével, hogy a célpont az aktualis dobozban
talalhato. Azzal tehat, hogy a varhaté jutalmat noveljiik, a célpontot keressiik.

2. Online hirdetések kivalasztasa - a hirdetést megjelenits tartalomszolgaltato (pél-
déul weboldal, mobilos alkalmazas) minden oldalmegjelenéskor kivilaszthatja a
hirdetsk &ltal felkinédlt reklamok koziil azokat, amelyek kikeriilnek a feliiletre.
A tartalomszolgaltato akkor jut bevételhez, ha az olvas6 a hirdetésre kattint,
ezért minden oldalmegjelenéskor azt a reklamot vélasztja, amelyre a legnagyobb
valészintiséggel kattintanak. A tartalomszolgaltato rendelkezésére allnak az eddi-
gi megjelenések és kattintasok, igy minden oldalmegjelenéskor egy valoszintiségi
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valtozo irja le annak esélyét, hogy megjelnésekor egy reklamra kattintanak. A
reklamok koziil torténd sorozatos valasztas egy tobbkara rablo feladattal model-
lezhetd.

3. Sorbanallési és litemezési feladatok - a M AB-feladat felfoghato egy egyetlen pro-
cesszorbol, és k feladatbol allo6 rendszernek, amelyben minden egyes lépésben
el kell donteni, hogy a processzor mely feladatot hajtsa végre. Minden feladat
végrehajtasaért jar egy jutalom, amely példaul a feladat slirgésségét tiikrozi.

4. Klinikai kisérlettervezés - a gyogyszerkisérletekben a gyogyszerek hatdéanyagainak
megvélasztisa szintén megfeleltethet6 a MAB probléménak. Itt az egyes karokat
a hatoanyagok jelentik, mig a jutalmat a betegek allapota, esetleg tilélési rataja.
A legnagyobb varhaté jutalomtol a legjobb hatdéanyag kivalasztasat reméljiik.

6.3.2. Az optimailis megoldas, el6refele kovetkeztetés

A MAB-probléma esetében a visszafele kovetkeztetés (backward induction) minden
esetben optimaélis megoldast ad, viszont rendkiviil szamitasigényes, ezért a gyakorlat-
ban igen ritkan alkalmazzak.

Az eldrefele kovetkeztetés legegyszertibb forméja az egylépéses (myopic) el6retekintés,
amely egyetlen lépésre elére maximalizalja a jutalmat. Ez a megoldas &ltalaban nem
vezet optiméalis megoldashoz. Az elérefele kovetkeztetés bonyolultabb tipusa T' 1épésre
elére szamitja a varhatd jutalmat és ezt az értéket probéalja maximalizalni. Ezzel a
megoldéssal az esetek nagy részében csupan szuboptimalis megoldashoz jutunk.

A T lépéses el6retekintés kiterjesztésének esetében feltételezziik, hogy egy végrehajtasi
stratégia adott. Ezen ismert végrehajtéasi stratégia fiiggvényében hatdrozunk meg egy
T Jeallasi” id6t, melyre a végrehajtasi folyamat a maximalis varhaté jutalmat adja. A
végrehajtast csak a meghatarozott leallasi idGpillanatig folytatjuk, az optimalizaciot
csupan erre kell végrehajtani.

Az elrefele kovetkeztetés a 7 leallasi id6 szamitasaval a kovetkezSképpen alakul:

1. Ki kell valasztani egy stratégiat. A stratégia ebben az esetben egyetlen gép
miikodtetését jelenti.

2. Ki kell szamitani egy 7 leallasi id6t

3. A 7 leallasi idGig kovetjiik az 1. pontban valasztott stratégiat. 7 utéan ajbol az
1. lépéssel folytatjuk.

Altalanos esetben a fent leirt stratégia sem vezet optimalis megoldashoz, azonban az
alabbi feltételek mellett az algoritmus optimélis a MAB problémara:

1. A kontroller folyamat egy id6ében csak egyetlen gépet lizemeltet; az lizemeltetett
gép allapota nem befolyasolhato, csak ki- és bekapcsolni lehet a gépet.

2. A nem miikodtetett gép nem valt allapotot.

3. A gépek fiiggetlenek egyméstol
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4. A nem miikodtetett gépek nem adnak jutalmat.

A fent ismertetett algoritmus optimalitasat, a megadott feltételek mellett szemléletesen
ugy lathatjuk be, hogy minden alkalommal, amikor kivalasztunk egy gépet, majd azt
T-ig miikodtetjiik, nem hozunk ,visszafordithatatlan” dontést. A tobbi gép allapota
nem valtozik, vagyis nincs olyan jutalom, melyet hossztutavon az algoritmus ne tudna
megszerezni, igy az el6refele kovetkeztetés optimélis megoldéshoz vezet.

6.3.3. Gittins index

Nem biztos, hogy egy folyamat ¢ id6pillanatig t-szer valt dllapotot (hiszen iizemeltethet-
jiik a tobbi folyamatot is), ezért i folyamat allapotat ¢t-ben N;(t)-vel jeloljiik. Egy folya-
matot az allapot és a jutalom sorozata irja le: (X;(N;(t)), Ri(Ni(t))); Ni(t) =1,2,...,
tit=1,2,... ési=1,2,... k. U(t) vektor jeldli, hogy ¢ idépillanatban melyik folya-
matot iizemelteti a kontroll folyamat. U(t) = (Uy(t),...,Ux(t)), U(t) minden idépilla-
natban egyetlen komponensében sem nulla. A komponens indexe az adott pillanatban
iizemeltetett folyamat indexét jeloli.

A MAB alapfeladata, hogy maximalizalja a kovetkez§ kifejezést:

J=E > B Ri[X(Ni(®), U))Xi (N1(0), ., Xe(Ne(0))] | (6.37)

ahol 0 < 8 < 1, vagyis a jutalom varhato jelenértékét maximalizaljuk.
A Gittins-index a kovetkez6 kifejezést takarja:

E [Z;ol BT Ri(X;(t)]2:(0))]
E [ 8712:(0))]
vagyis a Gittins-index azt jelenti, hogy minden egyes karra meghatarozunk egy olyan 7

megallasi id6t, amelyre nézve a fenti hanyados maximalis. Igy a mar targyalt elérefele
kovetkeztetés algoritmusa a kovetkezGképpen alakul:

(6.38)

U, (2;(0)) = maxo<,

1. Minden folyamatra kiszamitjuk a Gittins-indexet, ezzel egyiitt minden folyamatra
meghatarozunk egy 7 ledllasi id&t.

2. Kivalasztjuk a maximalis indexszel rendelkezé folyamatot, majd az indexhez tar-
tozd ledllasi ideig miikodtetjiik. Leallaskor az 1. ponttal folytatjuk.

A fenti algoritmus markovi feltételezés mellett optimalis megoldashoz vezet.
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7. fejezet

Orvosi dontéstamogatas

7.1. Egészségiigyi adatok és nyilvantart6é rendszerek

Az orvosi adatok kezelése, tarolasa, az orvosi dontéshozatal folyaman torténd optimalis
felhasznaldsa mara 6nallo teriiletté valt. Az orvosi dontési protokollok komplexitasa, az
elvégezhets vizsgalatok sokszintisége, valamint a paciensek nyomon kovetésének igénye
sziikségessé tette a megfelel§ informatikai hattér kialakitasat. Az erre szakosodott terii-
let orvosi vagy mas néven egészségiigyi informatika néven valt ismertté. A papiralapi
betegnyilvantartas évszdzados multra tekint vissza, és még napjainkban is meghatarozo
szereppel bir a betegadatok nyilvantartasidban. Az egészségiigy szamos agaban meg-
kezd6dott az atallas az elektronikus dokumentéacio6 és nyilvantartas hasznélatara, de ez
a folyamat kevésbé haladt el6re, mint sok mas szektorban. Az egészségiigyben az elekt-
ronikus dokumentéciot féleg adminisztrativ célbol alkalmazzak, s a dontéshozatalban
ezidaig nem jutott lényeges szerephez.

Az elektronikus egészségiigyi nyilvantartas (Electronic medical record systems, EMRS)
kialakitasa az egészségiigyi fejlesztések egyik meghatarozo teriiletévé valt. Alapvetd cél-
ja a papirmentes, minden orvosi szakteriiletet felolel, minden egészségiigyi szolgaltatot
lefed6 rendszer kialakitasa. Ennek egyik f6 mozgatorugoja, hogy a korabbi rendszer
méar nem koltséghatékony, és a betegellatas szinvonalanak névelését akadalyozza.

Az EMR-rendszerekhez kapcsoloddan tobbféle, egymast részben atfeds fogalom valt
ismertté: az electronic patient record (EPR), az electronic health record (EHR), az
electronic medical record (EMR) és a computer-based patient record (CPR). Az EPR
elsGsorban egy kezelés vagy kivizsgalas eredményeinek a rogzitésére szolgal, mig az
EHR akar a beteg teljes kortorténetét tartalmazhatja. Ennek megfelel6en a magyar
rendszerben az EPR az ambulans vagy vizsgalati lapot, illetve zardjelentést valthatja
fel, mig az EHR a betegkartont. (Az EPR és az EHR koz6tt jelentds az eltérés, mégis
gvakran egymads szinoniméjaként alkalmazzak ezeket az elnevezéseket. Az EMR a
legaltalanosabb jelentést, mégis leginkdAbb EHR-értelemben hasznalatos.)

Az IOM (Institute of Medicine, USA) 2003-as jelentésében nyolc alapvetd funkcio-
nalitast jelolt meg, melyet a kialakitand6 EHR-rendszereknek célszerli megvalositani-
uk [12].

o Kezelési informdciok és betegadatok. Kozvetlen hozzaférést biztosit a legfonto-
sabb informaciokhoz a paciens egészségi allapotaval kapcsolatban, példaul korab-
bi korképek, diagnozisok, laboratoriumi vizsgalati eredmények, gyogyszerezés, is-
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mert allergiak. Mindez javitja az ellatok azon képességét, hogy megfelel§ id6ben
helyes klinikai dontéseket hozzanak.

o FEredménymenedzsment. Az Osszes szolgaltatd, amely részt vesz a beteg ellaté-
saban, képes az 1j és a korabbi vizsgéilati eredményeket elérni, ezaltal néveli az
ellatas hatékonyséagat.

o Rendelésmenedzsment. Lehetévé teszi gyogyszerreceptek, vizsgalatok és egyéb
szolgaltatasok megrendelését, illetve tarolasat. Mindez elGsegiti a szolgaltatashoz
valo gyorsabb hozzajutést és a hatékony jogosultsag-ellen6rzést.

o Dintéstdmogatds. ElGsegiti a gyogyszerkolecsonhatasok feltardsat, a diagnozis ki-
alakitasat és a megfelel§ kezelések megvalasztédsat. Hasznalataval a rendszeres
szirévizsgalatok iitemezése, a betegségmegel6zés hatékonyabbé tehetd.

o FElektronikus kommunikdcio és kapesolattartds. A hatékony, biztonsagos és kdny-
nyen hozzaférhet§ kommunikacié az egészségiigyi szolgaltatok kozott, illetve a
betegek és a szolgéltatok kozott elGsegiti az ellatas folyamatossagat, csokkenti
a varakozasi id6t, ezaltal javitja a szolgaltatas minGségét, valamint csokkenti a
nemkivinatos események gyakorisagat.

o A beteg tdmogatdsa. A betegek szaméara hozzaférést biztosit az ¢ket érinté min-
den egészségiigyi dokumentaciohoz, s a betegségekhez kapcsolodoan interaktiv
tajékoztatast nyijt. Kronikus betegségek esetén segit az otthoni monitoring és
onellenérzés gyakorlatdnak elsajatitasidban és fenntartasaban.

o Utemezési és adminisztrativ folyamatok. Szémitogeépes feliigyeleti eszkozok se-
gitségével menetrendek, beosztasok készitése, melyek az ellatohelyek hatékony
miikodését segitik el6.

o Jelentéskészités. Fnnek alapja az elektronikus adattarolas, amely egységes szab-
vanyokat alkalmazva lehet6vé teszi az egészségiigyi szervezetek szaméra, hogy
gyorsabban reagaljanak a kiilonféle jelentéstételi kotelezettségekre.

Bar mar napjainkban is léteznek rendszerek, melyek e funkciok egy részét megvalosit-
jék, ezek tobbnyire egymaéastol szeparaltan miikodnek, eltérd belsé miikodési folyama-
tokkal. A hosszu tavi cél az EHR-rendszerek fejlesztése soran tobbrétd, az egészségiigyi
szolgaltatasok Osszehangolédsan, hatékonyabba tételén feliil szamos maés teriiletet érint.
Ezek kozé sorolhatd a folyamatok auditédlasanak lehetévé tétele, az alkalmazott ku-
tatas elGsegitése, az egészségiigyi oktatds tamogatisa, vagy akar egy epidemiologiai
monitoring rendszer kialakitasa. Ezzel egyiitt az olyan gyakorlati kérdések, mint a
rendszerek megfelel6 biztonsagi szintjének kialakitasa, a kapcsolodd jogi és pénziigyi
hattér létrehozasa még megoldéasra varnak. Ugyanakkor az EHR-rendszerek altal kezelt
adatok struktarajara, hierarchidjara, tarolasdnak modjara, a kommunikaciés csator-
nakon keresztiil alkalmazand6 formatumokra mar létrejottek szabvanyok (ISO18308,
ASTM E31.19, CEN 13606, HL7 [37]), ami azért lényeges, mert az orvosi dontésta-
mogato rendszereknek EHR-keretrendszerhez megvaldsitand6 kapesoldodési pontjait, a
kialakitando6 adatstrukturakat, és a kommunikécié folyamatat is rogzitik.
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7.2. A mesterséges intelligencia szerepe az orvosi don-
téstamogatasban

Mar a mesterséges intelligencia koncepci6 kialakulasanak korai id6szakdban felmeriilt az
orvostudomany, mint potencialis alkalmazasi teriilet. Ennek a f6 oka az volt, hogy egy-
egy orvosi szakteriilet miivelgjének hatalmas mennyiségi targyi tudas mellett gyakran
évtizedek alatt felhalmozott gyakorlati tapasztalatra volt sziiksége ahhoz, hogy felada-
tait magas szinten legyen képes ellatni. Masképpen fogalmazva egy orvosi szakértd
képzése jelentGs ercforras- és idébefektetést igényel, melyet célszert tamogatni minden
lehetséges eszkozzel. Az orvosi szakértGi rendszerek eredeti célkittizése részben ez volt:
a mesterséges intelligencia megfelels alkalmazéasaval tdmogatni az orvosok tevékenysé-
gét, legf6képp a diagnozis felallitdsat. Az 1980-as években a mesterséges intelligencia
orvosi szakértdi rendszerekben torténd felhasznélasa irant nagy érdeklédés alakult ki,
mely egyben tilzd elvarasokat is tdmasztott. Egy akkori meghatarozis szerint egy
mesterséges intelligencia alapi szakért6i programnak képesnek kell lennie betegség-
modellek és a péciens kiilénb6z6 vizsgalati paraméterei kozotti kapcesolatok elemzése
alapjan diagnozist felallitania és terapias javallatokat tennie |13]. Jelenleg inkabb a
laboratériumi munkat és a tanulast segitik a szakért6i rendszerek. Beépitésiik a klini-
kai gyakorlatba jelentds ellenallasba iitkozott az orvostarsadalom részérél, tobbek kozt
azért, mert nem a megfelel§ szerepre tervezték e rendszereket. A ,mindent eldontd”
gépi szakérts szerepe nem volt elfogadhaté sem az orvosok, sem a betegek szidmaéra.
Annak ellenére, hogy a megfeleléen finomhangolt szakértsi rendszerek nem voltak je-
lentGsen rosszabbak egy atlagos szakérténél, nem volt meg a kell§ bizalom irantuk.
Emiatt a kezdeti lelkesedést szkeptikus idGszak kovette, melynek folyoméanyaként az
atfogo szakértoi rendszerek helyett késGbb f6leg olyan rendszereket készitettek, melyek
egy-egy jol meghatarozott részfeladatot lattak el, mint példaul vérdsszetétel vizsgalat-
nal a hatarértéken tili elemek jelzését.

7.2.1. Tudas alapu kovetkeztetd rendszerek

Ekkor jelent meg a tudéas alapt kovetkeztet6 rendszerek szadmos forméja, melyek a
szakért6i rendszerek jelentds csoportjat képzik. A tudas alapu kovetkeztets rendszerek
jellemzGen a paciens bizonyos paraméterei alapjan végeznek egyszert kovetkeztetése-
ket. Az orvosi tudast legtébbszor szabalyok formajaban taroljak. Felhasznaldsuk igen
szertedgazo, az alabbi f6 teriileteken kaptak szerepet:

o Feliigyeleti rendszerek: a beteg allapotat feliigyel miiszerekbe integralt szoftver,
mely riasztéast ad adott bemeneti értékek esetén (példaul beteg dllapotromlasanak
jelzése).

e Orvosi képfeldolgozds: a beteg rontgen-, CT- vagy MRI-felvételeinek kiértékelése
alapszinten.

o Klinikai laboreredmények kiértékelése: sejttenyészet és szovettani kiértékelés, vér
és vizelet-Osszetevdk elemzése.

e Dontéstdmogatds diagnozis feldllitisihoz: a beteg bevitt paraméterei alapjan lis-
tat ad a lehetséges diagnozisokrol (példaul egészségiigyi oktatas tamogatasa).
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o Terdpia-ellendrzés és -tervezés: a beteg vizsgalati eredményei és az alkalmazando
kezelési protokollok alapjan tdAmogatja a kezelési terv 6sszedllitasat, vagy a méar
elkészitett tervet ellenGrzi esetleges j eredmények, tiinetek alapjan.

Osszességében elmondhato, hogy a szakértsi rendszerek azokon a teriileteken lettek
sikeresek, és valtak mindennapos hasznalati eszkozzé, ahol nem voltak szem el6tt,
vagyis beagyazott modon voltak jelen egy-egy miiszerben, mérGeszkozben. Ezekben
az esetekben csak az adott teriiletspecifikus tudast alkalmaztak relative egyszerd mo-
don. Kiilonosen a laboratériumi szakérté rendszerek valtak elterjedtté, mint példaul a
GermWatcher, amely sejttenyészetek kiértékelését végzi |14], vagy a Pathology Expert
Interpretative Reporting System, PEIRS |15], amely tobbek kozt a vérosszetétel elem-
zését tamogatta. A diagnozis felallitasat, illetve a terapids terv készitését tamogato
rendszerek sokkal kevésbé valtak a mindennapos klinikai gyakorlat részévé, s inkabb az
orvosi, egészségiigyi képzés és oktatas terén kaptak szerepet. Erre jo példa a DXplain
rendszer [16], melyet eredetileg klinikai dontéstamogatésra készitettek. Tudasbézisa
eredetileg 4500 tiinetet tartalmazott 2000 lehetséges kapcsolodd betegséggel, aminek
alapjan képes volt a beteg eredményeit alapul véve rangsorolt diagnozis listat késziteni.
Jelenleg f6leg oktatasi célokra alkalmazzak. A kézelmiltban megjelent vagy kialakitas
alatt all6 EHR-rendszerek célja , hogy beagyazott komponensként segitsék eld az ella-
tds minGségének javitasat. Tobbek kozt betolthetnek ellenérzd, feliigyel§ funkciokat,
mint példaul a HELP rendszer [17], amely riasztast ad le, ha egy tervezett kezeléssel
szemben kontraindikacié meriil fel egy beteg esetén. (A HELP voltaképpen egy korai
korhéazi informacios rendszer, melyet dontéstamogato funkciokkal egészitettek ki.) A
korabbi alkalmazési teriiletek mellett jelentds szerepet kaphatnak e rendszerek a kuta-
tés terén. Egyfeldl eszkézként szolgalhatnak a meglévs orvosi tudas alatadmasztésara,
modellek verifikiciojara, masfelsl 4j Osszefiiggések feltarasa is lehetévé valik az altaluk
kezelt nagy mennyiségt informéacié elemzésével.

7.2.2. Gépi tanulas

A gépi tanulas a mesterséges intelligencia méasik jelentds teriilete, mely az orvosi dontés-
tamogatas fejlédéséhez nagymértékben hozzajarult. A gépi tanulasi technikak kézponti
eleme a tanulas, melynek célja a rendelkezésre all6 adathalmazok alapjan 0j 6sszefiiggeé-
sek feltarasa, a vizsgdlt elemek kozotti kapesolatok jellemzése. Végss soron a meglévs
tudas bovitésének, elmélyitésének (vagy akar felillvizsgalatanak) lehetséges eszkozéiil
szolgalnak ezek a modszerek. Az orvosi adatok sokfélesége a legkiilénfélébb technikak
alkalmazasat igénylik a dontési faktol a valdszintiségi halokon 4t a neuralis halokig,
de ide sorolhatok a kiilonféle klaszterezési és adatbanyaszati algoritmusok is. Béar az
orvostudomany mint kutatasi teriilet jo taptalajt biztositott a kiilonféle gépi tanulé-
si modszerek kifejlesztéséhez, a napi klinikai gyakorlatban még kevésbé jellemzd az
alkalmazéasuk, mint a tudas alapd szakért6i rendszereké. Ehelyett féleg a kutatas so-
ran hasznalnak kiilonféle gépi tanulast megvalositd rendszereket. Ugyanakkor szamos
alkalmazasi teriileten keriilt sor a hasznalatukra a tudés alapi rendszerek tudasbézi-
sanak készitésekor, példaul a KARDIO nevii EKG-elemz6 szoftvernél [18] a kiilonbozd
klinikai allapotokat definidloé paraméterek tanulasakor.
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7.2.3. Orvosi dontéstamogato rendszerek

Ahogy az az eddigiekbdl lathato, orvosi dontéstdmogatod rendszerek sokféle formaban
léteznek, egyrészt tudas alapa kévetkeztets rendszerekként, masrészt gépi tanulast meg-
val6sito rendszerekként. Kezdetben 6nallé rendszereknek szantak &ket, és alapvetéen a
diagnozis felallitasa volt a kitiizott {6 funkciojuk. A viszonylagos sikertelenséget kive-
t6en mas korhazi rendszerekkel integraltan vagy miszerekbe bedgyazottan keriilt sor
az alkalmazasukra. Végiill Wyatt és Spiegelhalter nyoman a kovetkezG definicio valt
elfogadotta:

Orvosi dontéstdimogatd rendszeren (Clinical Decision Support System, CDSS) olyan
aktiv tuddskezeld rendszereket értink, melyek képesek két vagy tobb pdcienshez kotodd
adat alapjdan eset-specifikus javaslatokat tenni. |19]

Tehat a korabbi szakért6i rendszerek koziil a komplex informécios rendszerekbe integ-
ralt komponenseket tekintették ettsl fogva orvosi dontéstamogato rendszereknek. A
kordbban emlitett példakon kiviil szdmos mas rendszer jelent meg, és keriilt sor alkal-
mazasara [37).

Késébb a korhazi informéacios rendszerekkel, illetve azt kovetGen az EHR-rendszerekkel
vald integracios torekvést figyelembe véve négy alapfunkciot neveztek meg az integrélt
orvosi dontéstamogato rendszerek szamara [20):

o Adminisztrativ funkciok: a korhazi dokumentacio és betegségkodolas tdmogatésa,
jogosultsagkezelés.

o Folyamatmenedzsment: a megfelel6 kezelési és kutatasi protokollok betartésa,
elrendelt kezelések nyomon kovetése.

o Koiltségellendrzés: gyogyszerezés koltségeinek vizsgalata, elrendelt vizsgalatok
koltség-haszon elemzése.

e Dontéstdmogatds: diagnozis és kezelési terv kialakitasanak tamogatasa, kezelési
irdnyvonalak definidlésa.

A dontéstamogatason feliil tehat harom masik {6 funkcio jelent meg. Ezen koziil ki-
emelt hangsilyt kapott a koltségellendrzés, f6ként a koltség-haszon vizsgalat. Ehhez
kapcsolodoan mind a dontéselméleti, mind a hasznossagelméleti aspektusok relevanssa
valtak az orvosi dontéstamogatd rendszerek kialakitdsa soran, ami egy tijabb kapcso-
lodasi pontot jelentett a mesterséges intelligencidhoz.

7.2.4. Személyre szabott gyogyaszat

Tobb szakérté egybehangzo véleménye szerint a személyre szabott gydgyaszat alapjat
a megfelelGen kialakitott EMR-rendszerek halozata jelentheti. Ennek oka, hogy az
EMR-rendszerekben tarolt nagy mennyiségii elektronikus egészségiigyi-orvosi informa-
ci6 jelentdsen elGsegitené az élettudomanyok terén végzett kutatdsokat. Lehetévé tenné
adott alpopulaciora iranyulo klinikai vizsgalatok kivitelezését a péaciensek elGsztirésétol
kezdve a hosszi tavia nyomon kdvetésig. Az egységes halozatba épitett EMR révén
a ritka betegségek esetében is hatékonyabban lehetne megfelel§ szamu pacienst elérni
példaul egy gyogyszervizsgalathoz. Az eddig tobbnyire elosztottan rendelkezésre allo
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informaci6 egy-egy betegrdl (csaladi kortorténet, betegségek, vizsgalatok eredményei,
laboreredmények, beavatkozasok, kezelések kovetkezményei, hatasossaga), illetve bete-
gek tomegeirsl az EMR-eken keresztiil egylittesen elérhetd. Ennek magatél értet6ds
kiegészitése lehetne egy ehhez kapcsolodo biobank hélézat, amely a kiilonféle szovet- és
vérmintakat tarolnd. Kiilénosen daganatos megbetegedések esetén alapvets fontossagu
a daganatbol szarmazo6 szovetminta taroldsa tobbek kozt a tovabbi kutatasok elGse-
gitése végett. A kutatasi célu felhasznélasra példa egy tjonnan azonositott genetikai
marker tesztelése, vagy egy 1j kezelési mod vizsgalatahoz adott klinikai és moleku-
laris profila paciensek kivalasztasa [35]. Azonban ahhoz, hogy mindez rutinszerten
miikodhessen, szamos fennallo akadalyt le kell kiizdeni az EMR-nek [33]:

1. Strukturdlatlan, szabad széveges adatok jelenléte. Szabvanyositott adatstrukturak
nélkiil a tarolt adatok feldolgozasa nehézkes és nem hatékony. Hatraltatja az
adatokat felhasznalé déntéstamogatd eszkozoket, illetve az adatok kutatési célu
felhasznalasat.

2. FEltérd formdtumok, kilonbézd belsd mitkddés az eqyes EMR-eknél. Elére defini-
alt interfészek és egységesen meghatarozott folyamatok kialakitasa sziikséges az
EMR-ek kozotti kommunikiciohoz. A szabvanyok egy része mar létezik, ezek
kotelez6 hasznalata alapvetd feltétele lenne egy EMR-halozat kialakitasanak. Az
egységesités nélkiil éppen az EMR egyik legnagyobb elénye, a globalis (vagy leg-
alabbis a jelentdsebb régiokat lefedd) elérhetség szenvedne csorbat, emiatt nem
torténne meg a mingségi ugras az elosztottan, lokalisan rendelkezésre allo adat-
bézisokhoz képest.

3. Az egészségbiztositds rendszerétdl fiiggden megszinhet eqy pdciens adatathoz va-
l6 hozzdférés. Ez a probléma f6leg tobbszereplds egészségbiztositasi piac esetén
johet 1étre, ha nem megfelels a jogi hattér. Ugyanis ha nincs kényszeritve min-
den egészségbiztosito az egészségiligyi-orvosi adatok egymaéssal valdo megosztasara,
akkor ennek hianyaban egy biztositovaltas esetén a paciens vagy kezelGorvosa el-
veszitheti a hozzaférést a korabbi adatokhoz. Mindez a kutatast is hatranyosan
befolyéasolhatja, példaul hossza tavi utokdvetést végzd vizsgalatoknal.

4. Viltozo adatmindség. Bar léteznek standardok, melyek tartalmaznak min&ségi
kovetelményeket, még mindig ahany szolgéaltato, annyiféle értelmezés és megva-
lositas létezik.

Osszességében tehat (1.) létre kell hozni és alkalmazni kell az adat standardokat, me-
lyek definialjak az egyes elemek jelentését, azok elvart struktarajat, illetve lehetséges
értékkészletét, (IL.) ki kell dolgozni az adatkezelési és adatbeviteli protokollokat, és
az ezeknek megfelels iizleti folyamatokat, végiil pedig (III.) a minGséget folyamatosan
fenn kell tartani és ellendrizni kell [35].

Mindeddig a jelenleg megvalosithatonak itélt elképzelésekrdl esett szo, melyek megva-
lositédsara az elsé probalkozasok mar megtorténtek, az elsé prototipusok mar léteznek.
Ezeken kiviil szamos tavlati koncepcié 1étezik, melyek kozos torekvése, hogy végss soron
a betegre bizza, hogy kell6 tajékoztatas mellett dontson, milyen kockazatu és varhato
hatékonysagu kezelést valaszt [34]. Ez a megkozelités tehat a pacienst helyezi a kozép-
pontba, mint a sajat egészségét tudatosan kézben tartani kivano entitast, aki az altala
valasztott ellatasért fizet.
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Mindez természetesen szamos technikai, etikai és jogi kérdést vet fel, melyek 6sszességé-
ben gyokeres szemléletvaltast igényelnek minden érintett (paciensek, egészségiigyi dol-
gozok, biztositok, szolgaltatok, gyogyszer- és diagnosztikai eszkoz-gyartok, szabilyozo
szervek) részérsl. Példaul az orvosnak egy veszélyesebb vizsgalat elgtt megfelelGen ta-
jékoztatnia kellene a beteget, hogy az adott teszt milyen kockazattal jar és az eredmény
milyen mértékben prediktiv. A betegnek pedig képesnek kellene lennie mérlegelnie a
kockdzat és a prediktiv eré szempontjabol a vizsgalatot, ami jelenleg talan tulzé el-
varas. Ugyanakkor példaul egy gyogyszer karos mellékhatasainak célzottabb nyomon
koévetése indokolt lenne, azaz a gydgyszer elhagyéasan kiviil tovabbi vizsgéalatokat kellene
végezni a gyogyszer metabolizmusarél, kideritend6 azt, hogy miért nem volt megfeleld.
Egy kimutatas szerint [34] szamos gyogyszert vontak ki a forgalombol amiatt, mert a
vizsgalt teljes populdcioban nem volt hatékony vagy karos mellékhatéasai voltak, azon-
ban létezett olyan alpopulacio, amelyben kivaloan mitikodott. Ha meg lehet ragadni
azokat a biomarkereket, amelyek egy-egy gyogyszer hatékony alkalmazasat valdszindsi-
tik, akkor a paciensek elGsziirésével személyre szabott kezelés valik lehet6vé. A tudatos
paciens koncepcio szerint végeredményben ebben az esetben is a paciensnek kellene
dontenie, hogy vallal-e egy olyan kezelést, amely szamara nem ideéalis, illetve mérlegel-
ni azt, hogy a mellékhatasokbol ered6 kar mikor 1épi til a kezelés nytjtotta elényoket.
Természetesen ennek megvaldsitasdhoz nagy mértékben valtoznia kellene a szabélyo-
zési kornyezetnek (ne csak a ,mindenkinek jo” gyogyszerek kapjanak engedélyt, hanem
olyanok is, melyek alkalmazhatosaga egy adott profilhoz kotott), és a gyogyszer- és di-
agnosztikai eszkoz-gyartok hozzaallasanak (vallaljak el egy-egy gyogyszer alpopuléaciora
szabasanak kutatasi-fejlesztési koltségeit a gyogyszer kidobasa helyett).

Egy masik megkozelités szerint az EMR-ek nytjtotta elsdleges elény az, hogy egyes
betegségek esetén egyedi kezelési utvonalak kialakitasat teszi lehetGvé [35]. Itt a pa-
ciensek bevonasa mellett nagy hangsily helyez6dik a konszenzusos kezelési utvonalak
létre hozéasara, tehat az elérhetd nagyszamu eset alapjan akkumulalodo kozos tudas fel-
hasznalasara. Egy konszenzusos kezelési titvonal vizsgilatok, kezelések sorrendjét adja
meg, ahol az ttvonal egyes szakaszait dontési csomopontok hataroljak el egymastol,
melyekbdl elagazasok alakithatoak ki. Az egyedi kezelés ezeket a vazakat alkalmazza
sablonként, és a paciens egyedi jellemzdit felhasznalva teszi személyre szabotta. Je-
lenleg az egyik legnagyobb probléma, hogy a kezelési dontéseknél, példaul gyogyszer-
valasztasnal a legtobbszor nem veszik figyelembe a paciens egyedi jellemzgit, hanem
ehelyett proba-hiba alapon térténik a valasztas. Még ha egy-egy orvosnal az évek so-
ran Ossze is gyilik az a fenotipusos informéaciohalmaz, amely orientalhatja a dontést,
ezek formalis specifikicioja rendszerint elmarad. A kezelési atvonalak kialakitédsa révén
viszont lehet6vé valna egy adott kezelés alkalmazasakor a sikeres kezelést valoszintisits
fenotipusos vagy genotipusos jegyek meghatarozasa. Példaul a mellrak kezelésében mar
napjainkban is elérhet&ek genetikai tesztek, melyek elGsegitik a megfelels terapia kiva-
lasztasat, de ezek jelenleg az esetek kis szazalékdban nytujtanak segitséget. A jovGben
feltart biomarkerek a megléve kezelési ttvonalakat gazdagithatjak, esetleg teljesen at
is alakithatjék azokat. Az idG elérehaladtaval, ahogy a kezelési tapasztalok gyiilnek,
egyre tobb informécioé all majd rendelkezésre ahhoz, hogy a lehetd legjobban lehessen
személyre szabott terapiat biztositani az egyes pacienseknek.

A kovetkezd alfejezetekben az orvosi dontéstamogaté rendszerek alapvetd koncepcioihoz
kapcsolodo fogalmakat és modszereket mutatjuk be. Els6ként a binaris dontésekhez
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két6ds mércéket, majd ezt kdvetGen a hasznossagelmélet alapjait tekintjiik at, végiil
pedig a dontési halokat ismertetjiik.

7.3. Binaris dontések kiértékelése

A binaris dontés a legalapvet&bb dontési tipus, értelemszertien két kimenetele lehetsé-
ges. A statisztika és gépi tanulas terén szokasos megfogalmazasban ezt a problémét
binéris osztalyozasnak nevezziik. Ha adott az objektumok egy halmaza, akkor az osz-
talyozo valamilyen algoritmus alapjan minden egyes objektumhoz hozzarendel egyet a
két lehetséges cimke koziil, azaz valamelyik osztalyba besorolja az objektumot. Abban
az esetben, ha rendelkezésre all a valos cimkeinformécié, azaz hogy valojaban melyik
osztalyba tartozik egy-egy objektum, akkor ennek segitségével mindsithetjiik az osz-
talyozot. Szokas szerint az egyik osztalyt pozitivnak (P), a mésikat negativnak (N)
nevezziik. Ez orvosi kérnyezetben egy betegséghez két6d6 diagnosztikai osztalyozas
esetében konnyen értelmezhetd: altalaban a pozitiv osztalyba sorolt paciensek a bete-
gek, a negativok a nem betegek. Az osztalyoz6 adott bemeneti paraméter(ek) alapjan
dontést hoz, ezt nevezziik josolt értéknek vagy predikcionak. Ez a cimke vagy egyezik
a valés cimkével vagy nem, s ennek megfelel§en négyféle kimenetel lehetséges:

1. TP (true positive): Predikcio: P, valos érték: P. Az osztalyozo helyesen oszté-
lyozta pozitivnak a valojaban is pozitiv besorolasi egyedet.

2. FP (false positive): Predikcio: P, valos érték: N. Az osztalyozo tévesen pozitivnak
osztalyozta a valojaban negativ besorolasi egyedet.

3. TN (true negative): Predikcio: N, valos érték: N. Az osztalyozo helyesen nega-
tivnak osztalyozta a valojaban is negativ besorolasu egyedet.

4. FN (false negative): Predikcio: N, valos érték: P. Az osztalyozo tévesen negativ-
nak osztalyozta a val6jaban pozitiv besorolast egyedet.

E mérgszamokbdl kiindulva tovabbi mércéket alkothatunk, melyek segitségével megha-
tarozhatjuk az osztalyozas josagat.

e Pontossag (accuracy - ACC): a helyes talalatok ardnya az Osszes elemhez képest.
ACC = (TP+TN)/(P+N)

e Erzékenység, szenzitivitas (sensitivity, SENS vagy true positive rate): a helye-
sen pozitivnak itélt elemek aranya az Osszes val6jaban pozitiv elemhez képest.
SENS =TP/(TP+ FN)

e Specifikussig (specificity, SPEC vagy true negative rate): a helyesen negativ-
nak itélt elemek aranya az Gsszes valojaban negativ elemhez képest. SPEC =
TN/(FP+TN)

e Hamis pozitivok aranya (false positive rate, FPR): a tévesen pozitivnak itélt
elemek aranya az Gsszes valojaban negativ elemhez képest. FPR = FP/(FP +
TN)
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e Pozitiv prediktiv érték (positive predictive value, PPV): a helyesen pozitivnak
itélt elemek arénya az Gsszes pozitiv predikciohoz képest. PPV = TP/(T P+ FP)

e Negativ prediktiv érték (negative predictive value, NPV): a helyesen negativnak
itélt elemek aranya az Osszes negativ predikciohoz képest. NPV = TN/(TN +
FN)

e Hamis taldlatok aranya (false discovery rate, FDR): a tévesen pozitivnak itélt
elemek aranya az Gsszes pozitiv predikcidhoz képest. PPV = FP/(TP + FP)

A lehetséges kimenetelek egyiittesét az ugynevezett konfizids mdtriz segitségével is
lehet abréazolni (7.1} &bra). Ebbdl kozvetleniil leolvashato a kétfajta hiba, és ezaltal
az osztalyozo teljesitményének két f6 paramétere. A hamis pozitivok aranyat nevezziik
I. tipust hibanak, a hamis negativok aranyat nevezziik II. tipusi hibanak. A torek-
vés a kétféle hiba leszoritasara tobbnyire egymassal ellentétes kovetelményeket tamaszt
az osztalyozoval szemben. Emiatt tipikusan az egyik tipust hibat minimalizaljdk az
osztalyozo kialakitdsa soran. Példaul egy sziiréstipust virus teszt esetében stilyosabb
hiba, ha valakit tévesen egészségesnek, azaz negativnak jel6l, mint ha valakit tévesen
betegnek, azaz pozitivnak jelol. Az utobbi esetben ugyanis biztosan tovabbi vizsgala-
tokra sor keriil, tehat fény deriilhet a hibara, mig az elGbbi esetben esetleg tul késén
deriil ki az igazsag. Tehat ebben az esetben a cél a hamis negativok aranyanak leszo-
ritdsa. A forditott esetre példa egy specidlis kezelés alkalmazhatosdgat vizsgald teszt,
amely jelentés terhelésnek teszi ki a szervezetet. Ekkor a cél a hamis pozitiv esetek
leszoritédsa, mivel ilyenkor azt kell elkeriilni, hogy olyan péciens kapjon kezelést, akinél
az varhatoan nem hasznal vagy a szervezete nem viseli el.

Valés allapot

P N

P TP . FF,’ .
(1. tipusu hiba)

Predikcio

n| FN N
(I1. tipusq hiba)

7.1. 4bra. Konfizi6s méatrix

Az osztalyozok teljesitményének atfogd mindsitésére szolgal a ROC- (receiver operating
characteristic) gorbe, és annak szarmaztatott mennyiségei. A ROC a donteési kiiszob
valtozasanak fiiggvényében &brazolja az osztilyozd teljesitményét. Az x-tengelyen a
hamis pozitiv rata (FPR= 1—SPEC) , az y-tengelyen az érzékenység szerepel. A vélet-
lenszert osztalyoz6 ROC-gorbéje a 45°-o0s atlonak feletethetd meg (no discrimination
line). A kiilonboz6 osztalyozok teljesitményét sszevethetjiik ROC-gorbéik segitségé-
vel (7.2] 4bra). Vizualisan ez azt jelenti, hogy minél tavolabb van egy ROC-gorbe a
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véletlen osztalyozot jelols atlotol (a felss haromszoghen), annél jobb az adott osztéalyo-
z6 teljesitménye. Ha a ROC-gorbe az atlo alatt fut, az azt jelenti, hogy az osztalyozo
teljesitménye rosszabb, mint a véletlen. Ebben az esetben viszont invertalni kell a ki-
menetet, és ekkor egy véletlennél jobb osztilyozéhoz jutunk. A ROC-gorbe lényege,
hogy lathatdva teszi az igaz pozitivak ardnya és a hamis pozitivak aranya kozotti egyen-
silyozast. Egy atlagos osztalyozo esetén, ha tgy allitjuk be a dontési kiiszobot, hogy a
hamis pozitivak aranya minél alacsonyabb legyen, akkor virhatoan a hamis negativak
aranya nd meg, és vice versa.

ROC
1
/———_.—7%
0.9
0.8 /
or / -
¥ 06 / / /
| N —
¥ 04 / ey —B
*os / / C
2 4L~ .
o P
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Hamis pozitiv rata (1-specifikussdg)

7.2. abra. ROC-gorbék. Az A-D gorbék egy-egy osztalyozé teljesitményét mutatjak.
Az atlotol legtavolabb 1évé D osztalyozé nytjtja a legjobb teljesitményt

Az AUC (Area under the ROC curve), azaz a ROC-gorbe alatti teriilet az osztalyo-
76 teljesitményének gyakran alkalmazott mérGszama. Ertelemszerien minél messzebb
van (az y-tengelyen felfelé) a ROC-gorbe az atlotol, annal magasabb lesz a gorbe alatti
teriilet. El6nye, hogy egypontos mérdszamként egyszeriien osszehasonlithatova teszi a
kiilonféle ROC-gorbével rendelkezd osztalyozokat. Hatranya, hogy nem veszi figyelem-
be az érzékenység és a hamis pozitivak aranya kozotti ardnyokat a kiilonb6z6 miikodési
tartomanyokban. Igy eléfordulhat, hogy egy, a céltartoméanyban jol, mashol viszont
gyengén teljesitd osztalyozd Osszességében rosszabb megitélés ala esik az AUC alapjén,
mint egy, a céltartomanyban rosszul, méshol atlagosan teljesité osztalyoz6. Normalt
skala esetén az AUC annak a valdszintisége, hogy az osztilyozo egy véletlenszertien
kivalasztott pozitiv esetet magasabbra rangsorol egy véletlenszertien kivalasztott ne-
gativ esetnél (abban az esetben, ha az osztalyozo a pozitiv esetekre rendre magasabb
pontszamot vagy egyedi értéket ad, mint a negativ esetekre). Az AUC kiszamithato a
Gini-index segitségével is az alabbi Osszefiiggések alapjan:

n

G=2-AUC —l,ahol G=1- (X;—Xp1)- (Vi + Y1) (7.1)

k=1
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7.4. Hasznossagelmélet

Szémos valos probléma esetén azonban nem lehet binaris dontéseket hozni. Egyfeldl a
lehetséges dontési opcidk szama igen nagy lehet, mésfelsl gyakran tébbféle szempont
egyiittesét kell figyelembe venni a kiértékelés soran. Az allapotok kozotti preferencia
megadéséhoz ekkor numerikus mércére van sziikség. Ezt a célt szolgalja a hasznossdg-
fligguény (utility function) U(.), amely az egyes allapotok kivanatossdganak kifejezésére
minden allapothoz egyetlen szamot rendel. A dontés voltaképpen lehetséges cselekvések
(act) kozotti valasztas. Az egyes cselekvések kimenetele (result), azaz eredményallapo-
ta kivanatossaganak megadasat teszi lehet6vé a hasznossagfiiggvény. Egy A cselekvés
eredményallapotat R(A), annak hasznossiagat U(R(A)) jeloli. Nemdeterminisztikus
cselekedeteknél tobbféle eredményallapot allhat els: R;(A), ekkor ezek hasznossaga:
U(R;(A)) mellett a bekovetkezésiik valoszintségét: P(R;(A)) is figyelembe kell venni.
Az adott cselekvéshez tartozé eredményéllapotok valoszintisége és hasznossaga szorza-
tainak Osszességeként all el§ a cselekvés vdrhaté hasznossdga (expected utility). For-
malisan a vildgot leird tények: E (evidence) ismeretében egy A cselekedet varhato
hasznossaga: EU(A|E) a kévetkezd:

U(A|E) = ZP A)|A E) - U(R;(A)), (7.2)

ahol P(R;(A)|A, E) az i-edik lehetséges eredményallapot bekovetkezésének feltételes
valosziniisége A cselekvés végrehajtasa esetén, E evidencidk mellett. Raciondalis meg-
kozelitést alapul véve amellett a cselekvés mellett kell dontentiink, amelynek a varhato
hasznossaga a legnagyobb. Ezt nevezziik a mazimdlis vdrhato hasznossdg elvének (ma-
ximum expected utility). Dontéselméleti szempontbol ez alapvets fontossagu, mivel
segitségével tetsz6leges helyzetben meghatarozhato a megfelels cselekvés, ha a szami-
tasok kivitelezhet6ek. Gyakorlati szempontbol ugyanakkor a varhato hasznossag szami-
tédsa szamos kovetelményt tamaszt. Az evidencidk meghatarozasihoz a vilag allapotat
valamilyen modon érzékelni kell, az eredményallapotok bekovetkezési valoszintiségének
szamitasdhoz a vilag allapotai kozotti okozati fliggések ismerete sziikséges, egy-egy alla-
pot hasznossédganak szamitésa pedig tovabbi komplex Osszefiiggéseken alapulhat. Ezzel
egyiitt a maximalis varhato hasznossag elve jol hasznalhato keretet ad szdmos dontési
probléma megoldasara. A hasznossagfiiggvények tulajdonsigainak leirdsahoz elGszor a
racionalis preferencidkra vonatkoz6 megkotéseket kell megismerniink. Tételezziik fel,
hogy adott két eredményallapot X és Y. Ekkor e két allapotra vonatkozd preferenciak
az alabbiak lehetnek:

— X = Y: X preferalt Y-hoz képest,
— X ~Y: X ésY egyforman preferélt,
— X = Y: X preferdlt Y-hoz képest, vagy X és Y egyforméan preferalt.

Determinisztikus esetben X és Y teljesen specifikdlt eredményallapotok, mig nem-
determinisztikus esetben egy-egy eloszlast reprezentalnak a lehetséges eredményalla-
potok halmaza felett. Ez utobbi esetben X-t és Y-t més néven szerencsejdatéknak

nevezziik. A szerencsejaték a lehetséges kimenetelek: Si,.5,...,S, és azok bekdvet-
kezési valoszintisége: p1,po, ..., p, altal alkotott parok halmaza, tehat példdul X =
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[p1,S1; P2, S25 -+ .y Pn, Sn].  Ahhoz, hogy a preferencidkra alapozva racionélis dontése-
ket hozhassunk, sziikséges szemantikai megkotéseket alkalmaznunk. E megkotéseket
mas néven a hasznossagelmélet axiomainak vagy Neumann-Morgenstern axiomaknak
nevezziik [21]:

1. Sorrendezhet@ség (orderability, completeness). Tetszoleges két allapot: XY ese-
tén felallithato egy preferencia sorrend, azaz vagy preferalt az egyik allapot a méa-
sikkal szemben, vagy egyforman preferalt mindketts. Ez a preferencia megadasi
feltétel minden lehetséget lefed, ezért szokas ezt az axiomat teljességi axiomanak
is nevezni. (X =Y)V (Y - X)V (X ~Y)

2. Tranzitivitds (transitivity). Tetsz6leges harom allapot: X,Y,Z esetén, ha X
preferdlt Y-nal szemben, és Y Z -vel szemben, akkor X-nek preferaltnak kell
lennie Z-vel szemben. (X = Y)A (Y = 2) = (X = 2)

3. Folytonossag (continuity). Ha adott harom éallapot: X,Y, Z, ahol Y a preferenci-
ak szempontjabol X és Z kozott helyezkedik el, akkor 1étezik egy p valoszintiség,
amely esetén egy racionalis déntéshozo szamara kozombdos, hogy az eredmény egy
biztos allapot Y, vagy egy olyan szerencsejaték, amelyben p valosziniiséggel X,
1 — p valészintséggel Z az eredmény. X =Y > Z = Jp[p, X;1 —p, Z] ~ Y

4. Fiiggetlenség (independence). Adott két szerencsejaték: X és Y, melyek koziil
X preferdlt Y-nal szemben, és adott egy irrelevans alternativa: W, p € (0,1].
Két olyan Osszetett szerencsejaték koziil, amelyek kozott a kiilonbség az, hogy
az egyikben X helyett Y szerepel, a dontéshozd azt preferdlja, amelyik X-et
tartalmazza. Mindez a p valoszintségektdl és mas lehetséges kimenetektsl (W)
fiiggetleniil igaz. X =Y = [p, X;1—p, W] = [p,Y;1 —p, W]

|22] tovabbi két kiegészité axiomat sorol a hasznossagelmélet axiomai kozé, illetve
a fliggetlenségi axiomat egy azzal ekvivalens formaban definidlja helyettesithet&ségi
axidéma néven.

e HelyettesithetGség (substitutability). Ha két szerencsejaték: X és Y egyforman
preferalt, akkor a dontéshozo két olyan Osszetett szerencsejatékot is egyformén
preferdl, amelyek kozott a kiilonbség a az, hogy az egyikben X helyett Y szere-
pel, minden mas pedig egyezik. Mindez a p valoszintiségektsl és mas lehetséges
kimenetektdl (Z) fiiggetleniil igaz. X ~Y = [p, X;1—p, Z] ~ [p,Y;1 —p, 7]

e Monotonitas (monotonicity). Adott két szerencsejaték, melyeknek ugyanaz a
két kimenetele lehetséges: X és Y. Ha X preferalt Y-nal szemben, akkor ez
azt jelenti, hogy azt a szerencsejatékot kell preferalnia a déntéshozonak, amelyik
nagyobb valoszintiséggel eredményezi X-et. X =Y = (p>qg< [p, X;1—p, Y] =

e Felbonthatosig (decomposability): Egy Osszetett szerencsejaték egyszeriibb ré-
szekre bonthato a valosziniiségszamitas szabélyai szerint. [p, X;1 —p,[¢,Y;1 —

¢, Z)] ~ [p, X;(1=p)q,Y;(1=p)(1 —q), Z]
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A hasznossag ezen axiomai alapjan szarmaztathatd a hasznossagfiiggvény. Ennek ér-
dekessége az, hogy az axiomak csak a preferencidkra adnak megkotéseket, magara a
hasznossagra nem.

Definicié Hasznossag elv (utility principle): ha a racionalis dontéshozo preferen-
ciai megfelelnek a hasznossag axiomainak, akkor 1étezik egy, az eredményallapotokon
értelmezett U valos értéki fiiggvény, melyre U(X) > U(Y') akkor és csak akkor teljesiil,
ha X preferalt Y-nal szemben, és U(X) = U(Y') akkor és csak akkor teljesiil, ha X és
Y egyforman preferalt, azaz U(X)>U(Y) < X -Y , UX)=UY)e X ~Y.
Mindezek alapjan egy szerencsejaték hasznossaga az egyes eredményallapotok valdszi-
niiségeivel szorzott eredményéllapot-hasznossagok 0sszege. Ezt mas néven a maximadlis
vdrhatd hasznossdg elvének (mazimum expected utility principle) nevezziik.

U([p1, S1;pa; Sas -+ -5 Py Sul) Zsz"U(Si) (7.3)

Tehat ha a lehetséges eredményallapotoknak a hasznossagai és a valdsziniiségei is speci-
fikdltak, akkor az ezeket tartalmazo Osszetett szerencsejaték hasznossaga teljesen meg-
hatarozott, tovabbé olyan forméaban all el§, mint amit a maximaélis varhat6 hasznossag
elve diktal az egyenlet szerint. Masképpen fogalmazva, a preferencidkra vonatko-
z6 kényszerek a maximalis varhato hasznossag elvének megfelel§ hasznosségszamitast
eredményeznek szerencsejatékok esetén. Mivel tetsz6leges nemdeterminisztikus cselek-
mény kimenetele szerencsejaték, a maximalis varhato hasznossag elvén alapulo dontés
mindig alkalmazhaté.

7.5. Hasznossagfiiggvények

A hasznossagelmélet alapjai a kozgazdasagtanbol szarmaznak, ennek megfelelGen a
hasznossag mérésének elsé eszkdzeként a pénz szolgalt. A modern gazdasagban szinte
minden aru és szolgaltatas rendelkezik pénzben mérhets ellenértékkel, amely kdzvetve
kifejezi a javak kivanatossagat, ez pedig valamilyen mértékig jelzi az adott javak hasz-
nossagat. Mindezek alapjan egy egyszert, intuitiv hasznossagfiiggvény a rendelkezésre
all6 pénzmennyiség maximalizalasat irna elg. Tehat ha feltételezziik, hogy egy s arut el
kivanunk adni, és az egyik vevé X, a masik vevs Y Gsszegii pénzt adna érte ugyanolyan
feltételek mellett ugy, hogy X > Y, akkor X-et valasztanank, mivel ez eredményez na-
gyobb bevételt. Az azonos feltételek mellett mindig a nagyobb mennyiséget elényben
részesité preferenciat monoton preferencidnak hivjak. Determinisztikus cselekedetek
kozotti dontés esetén ez az elv fontos tampontot nyudjt, de sziikséges megvizsgalni a
nemdeterminisztikus esetet is, vagyis a szerencsejatékokat. Felmeriil a kérdés, hogy
minek alapjan hatarozzuk meg a pénz hasznossagat? Pontosabban, egy rendelkezésre
allo pénzmennyiség mennyire befolyasolja a jovében varhato pénzmennyiség hasznos-
sagat? Intuitive nem ugyanakkora a hasznossiga 10 eurénak akkor, ha 1 és akkor, ha
10000 euroval rendelkeziink. Elgszor Bernoulli (1783), majd Grayson (1960) allapitotta
meg, hogy a pénz hasznossiga kozelitGleg a mennyiségének a logaritmusaval aranyos.
Ebbdl kévetkezden szerencsejaték esetén a varhaté pénznyeremény hasznossaga fiigg a
kiindulasi pénzmennyiségtsl, tovabba a dontésben szerepet jatszik a dontéshozo koc-
kdzatwiselési attitiddje is. Tekintsiink egy olyan szerencsejatékot példaként, amelyben
donteni kell egy a) 50 eurds biztos nyeremény és egy b) 100 eurds lehetséges nyeremény
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kozott. Ez utobbi esetben egy pénzfeldobas kimenetele alapjan 100 eur6 a nyeremény
(ha fej) vagy nincs nyeremény (ha irds). A szerencsejaték vdrhatdo pénzigyi értéke (be-
kovetkezés valoszintisége - pénzmennyiség) azonos a két esetben a) (1 -50) = 50 és
b) (0,5-0) 4+ (0,5-100) = 50, a hasznossag megitélésében azonban jelentds kiilonb-
ségek lehetnek a dontéshozok kozott. Egyesek az alacsonyabb, de biztos nyereményt
jobban preferalhatjak, mig mésok a lehetséges magasabb nyeremény érdekében inkabb
kockaztatnak. Azt az Osszeget, amelynek fejében biztosan lemond a déntéshozo a nyere-
ményjatékrol, és helyette a biztos nyereményt valasztja, determinisztikus ekvivalensnek
nevezziik. A varhaté pénziigyi érték és a determinisztikus ekvivalens kozotti rést biz-
tositasi (kockdzati) prémiumnak nevezziik. A kockazat kezelése szempontjabol harom
{6 tipust kiilonboztethetiink meg:

o Kockazatkeriils (risk-averse): a varhaté pénziigyi értéknél kisebb Osszegért is
elall a szerencsejatéktol, igy a kockazati prémium pozitiv. Tehat inkdbb a biztos
nyereményt valasztja.

e Kockazatsemleges (risk-neutral): nem tesz kiilonbséget a biztos nyeremény és a
nyereményjaték kozott.

e Kockazatkeress (risk-seeking): csak a varhatd pénziigyi értéknél nagyobb Ossze-
gért hajlando elallni a nyereményjatéktol.

Kockazatkeriils magatartas esetén a hasznossagfiiggvény konkav ( abra), azaz a
determinisztikus ekvivalenshez tartozo hasznossag: U(F'iz) alacsonyabb, mint a nyere-
ményjaték varhato értékének hasznossaga: U(FE(Ny)). Ennek oka az, hogy mar ,el6bb”
kiszall a nyereményjatékbol a kisebb, de biztos nyereménnyel, mintsem hogy a nagyobb,
de kockazatos nyereményt elérje.

A kockazatkeresé magatartas esetén a helyzet pont az ellenkezs. A nyereményjaték
varhato értékének hasznossaga: U(F(Ny)) alacsonyabb a determinisztikus ekvivalens-
hez tartozo hasznossaghoz: U(Fiz) képest. Ez azt mutatja, hogy a kockazatkeresd
dontéshozo csak akkor fogadja el a biztos nyereményt (determinisztikus ekvivalens),
ha annak a hasznossiga nagyobb, mint a nyereményjatéké. A nyereményjaték varhato
hasznossaga: E(U(Ny)) pedig megegyezik a determinisztikus ekvivalens hasznossa-
gaval: U(Fizx), ami ez utobbi definiciojabol fakad. Fontos hangsilyozni, hogy itt a
hasznossagrol szol az 4llitas, nem pedig a nyeremény értékérél. A determinisztikus
ekvivalenshez tartoz6 nyereményérték: DFE kisebb, mint a nyereményjaték varhato
értéke: E(Ny) kockdzatkeriils magatartas esetén, és DE > FE(Ny) kockazatkeress
magatartas esetén. Kockazatsemleges magatartas esetén a hasznossagfiiggvény kozel
linearis: DE = E(Ny). Féleg olyan esetekben jellemz§ ez, amikor a nyereményjatékon
elérhetd Gsszeg kis mennyiségl a rendelkezésre allo pénzhez képest.

7.5.1. Hasznossagfiiggvények alaptipusai

A hasznossagfiiggvényeknek alapvet&en két tipusat kiillonboztetjiik meg: kardindlis és
ordindlis hasznossagfiiggvényeket. A kardinalis hasznossagfiiggvények numerikus érté-
ket rendelnek minden lehetséges eredményéllapothoz. Az allapotok kozotti preferencia-
sorrendet pozitiv affin transzformaciok (linearis transzformacio vagy eltolas) mellett is
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7.3. dbra. A kockazatkeriilé (bal) és a kockazatkeresd (jobb) déntéshozé hasznosség-
fiiggvénye. A vizszintes tengelyen lathaté a nyeremény nagysdaga NY, a fiiggéleges
tengelyen pedig a nyeremény hasznossaga U(NY'). A nyereményjaték varhato értékét
E(NY), a varhato érték hasznossagat U(E(NY')), a nyereményjaték varhaté hasznos-
sagat pedig E(U(Nvy)) jeloli. A determinisztikus ekvivalenshez (DE) tartozé hasznos-
sagot U(Fix) reprezentalja

megdrzik. Tehat két hasznossagfiiggvény: Uy (X) és Uy (X) kozott affin transzformécio
altali kapcsolat all fent, ha Uy(X') az alabbi formaban all el6:

Us(X) = a- Uy (X) +D, (7.4)

ahol a és b két tetszbleges pozitiv konstans, X pedig egy tetszéleges dllapot. A transz-
formécié nem befolyasolja a dontéshozo viselkedését. Az ordindlis (vagy sorrendezett)
hasznossagfiiggvény vagy mas néven értékfiggvény esetén a numerikus értékek helyett
csak a preferenciasorrend van rogzitve. Tehat példaul két allapot: X és Y esetén
U1(X,Y) megad egy preferenciat X és Y kozott. Tetszdleges monoton transzformacio-
val (f) el6allo Ux(X,Y) megérzi a preferenciasorrendet, azaz Uy (X,Y) = f(U1(X,Y)).
Mindemellett igaz az, hogy ha a dontéshozo preferenciai rogzitettek, akkor a hasznos-
sagaxiomak nem hataroznak meg kitiintetett hasznossagfiiggvényt.

Szamos targyteriileten a specifikus hasznossagfiiggvény mellett gyakran esik a valasztas
altalanos hibamértékekre, mint a 0 — 1 hiba L, az abszolit hiba L, és a négyzetes hiba
Ly. Az ilyen hibacentrikus szemléletii hasznossagfiiggvényeket veszteségfiggvényeknek
(loss function, L(.)) nevezziik. Ertelemszertien minél nagyobb a fennallé hiba (veszte-
ség), annal kisebb a hasznossag. Az optimalis értékek ekkor rendre a kovetkezGek:

Lo(z,2) = I(x # %) : médusz (7.5)
Li(z, &) = |x — Z| : medidn 7.6)
Ly(z, ) = (x — 2)? : dtlag, (7.7)

ahol Z a referencia érték, x az aktuélisan vizsgalt (jelentett) érték és I(.) egy indikator-
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fliggvény. Ha ezek az értékek értelmezhetéek egy diszkrét valdszintségi eloszlasként p, p,
akkor alkalmazhat6 a keresztentropia H(p||p) és a Kullback—Leibler tavolsag K L(p||p)
mint veszteségfiiggvény:

H(pllp) = ZPJOQ i), (7.8)

L(p|lp) = szlog (pi/P1)- (7.9)

A tovabbiakban a targyteriiletspecifikus QUALY és a micromort hasznossagfiiggvénye-
ket vizsgaljuk meg, melyeket gyakran alkalmaznak orvosi és biztonsagi elemzésekben
az emberi élet és egészség (hasznossdganak) szamszertsitésére.

7.5.2. QUALY

A QUALY azaz quality-adjusted life year [25] az egyik elterjedten alkalmazott hasznos-
sagfiiggvény az egészségiigyben (példaul az Egyesiilt Kiralysag teriiletén). A QUALY
alapvetfen két tényezGt vesz alapul: egyfell hdny évvel hosszabbitja meg egy orvosi
kezelés a paciens életét, masfell milyen életmindség-valtozast tesz lehetévé. Az élet-
mindség meghatarozasa egy 0-t6l 1-ig terjedd skalan torténik, ahol 1 jelenti a tokéletes
egészségi allapotot, 0 pedig a halalt. A nehézséget annak meghatarozasa okozza, hogy
az életmindGséget csokkentd egyes tényezdk (példaul allando fajdalom) milyen mérte-
ki csokkenést eredményezzenek, s a tokéletes egészség meghatarozasa sem egyértelmi.
Bar léteznek standardizalt kérdsivek a QUALY meghatarozasihoz (példaul EQ-5D
[24]), az értékek megadéasakor nem lehet kizarni a szubjektivitast. Az életminGség-
valtozas becsléséhez elGszor a jelenlegi életminGséget mérik fel, amelynek soran kii-
16nféle tényezdket vesznek figyelembe, példaul altalanos kozérzet, fajdalmak jelenléte,
mozgaskészség. Ez utan szamitjak ki a kezelést kovetd vagy annak folyaméan végbe-
mend lehetséges allapotvaltozas hatasat. Ekkor keriil sor a QUALY-hoz kapcsolodo
alapvets fontossdgi mutatd, a kezelés koltségének szamitésara, amelyet jellemzGen 1
egységnyi QUALY-ra vetitenek. A mutatot legtobbszor kronikus vagy terminélis beteg-
ségek kezelésének eldontéséhez hasznaljak (példaul daganatos megbetegedések esetén),
melyeknél ez a koltség szamottevs. A QUALY segitségével Gsszehasonlithato az életet
meghosszabbito, de az életmindgségét nem javito kezelés a pusztan életminGséget javitod
terdpiaval. Hasznalhaté a koltségek visszafogasara is a nem kell§en koltséghatékony
terapiak elutasitdsaval. Egy altalanos elfogadasi kiiszob kivalasztasa nem lehetséges,
mivel a kiiszOb szamos tényez6tdl fiigg, legfGképpen a rendelkezésre allo eréforrasok-
tol. A kiiszob létezése 6nmagéban is nehezen kezelhets kérdéseket vet fel. A QUALY
alkalmazasat ér6 szamos kritika egy része a megfelel6 kiiszobérték megvalasztisara
koncentralodik, masfelsl arra, hogy nem tesz kiilonbséget eltérd silyossagi betegségek
kozott, ha a paciensek QUALY-valtozasa azonos. Tekintsiink egy hipotetikus példat a
QUALY alkalmazésara, az egyszertiség kedvéért forintban szamolva. Tegyiik fel, hogy
egy paciensnek silyos daganatos betegsége van, amely alacsony varhato élettartammal
jar. Két lehetGség a kezelésére: a hagyomanyos kemoterdpia és egy 1j gyogyszeres
kezelés. Az el6bbi egy évre noveli a varhaté élettartamot, azonban az életmindgséget
jelentésen rontja (0,4), igy Osszességében a QUALY 1-0,4 = 0,4. Az utobbi kezelés
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méasfél évre noveli a varhatd élettartamot, és a hagyoméanyos terapidhoz képest jobb
életmindGséget tesz lehetGvé (0,6), igy Osszességében a QUALY 1,5 0,6 = 0,9. A ha-
gyoményos kezelés koltsége 1 MFt, mig az 0j kezelésé 6 MFt. A két kezelés kozotti
eltérés tehat 0,5 QUALY és 5 MFt koltség, igy egységnyi QUALY-ra 5 MFt/0,5 =
10 MFt esik. Ez azt jelenti, hogy a paciens nagy valoszintiséggel nem kapja meg az
1j gyogyszert (nem finanszirozza az illetékes egészségbiztositd), mivel az nem lenne
koltséghatékony. Osszehasonlitasképpen megemlitjiik, hogy 2010-ben az Egyesiilt Ki-
ralysagban 20000 és 30000 font (7,12 — 10,67 MFt) per QUALY kozott helyezkedett
el a koltséghatékonysagi kiiszob [27).

7.5.3. Micromort

A micromort kismértéki kockdzatok reprezentaldsara és Osszevetésére szolgaldé mennyi-
ség, melynek 1 egysége (1 pmrt) egy az egymilliohoz esélyt jelent az elhaldlozés-
ra (p = 1075 = 1umrt). A mértékegységet, Ronald Howard alkotta meg a 1970-
ben [29]. A micromort lehetévé teszi eltérd tevékenységi teriiletekrdl szarmazé ala-
csony kockazatu események Osszehasonlitésat, ilyen lehet példaul egy korhézi sziilés
(80 pmrt) és 100 km ut megtétele motorral (11pmrt) [28]. A micromort szamitésa-
hoz hasznélt idGegység az alkalmazasi teriilettdl fiigg. Leggyakrabban az egy napra
esG kockazatot és az adott tevékenység teljes idGtartamara es§ Osszkockézatot szok-
tdk szamitani. Az Egyesiilt Kiralysdgbol szarmazo 2008-as statisztikai adatok sze-
rint az egy napra esd nem termeészetes halal kockdzata nagyjabol 1 micromort (mint-
egy 18000 nem természetes halal egy év alatt, 54000000 a becsiilt &ssznépesség, igy
18000/(54 000000 - 365) = 0,0000009132 ~ 1umrt)) [28]. Az egészségiigyben a két
leggyakrabban hasznalt micromort egység a beavatkozasra szamitott és a korhazi na-
pok szamara vetitett kockdzat. A beavatkozasra szamitott kockazatra példa a méar
emlitett sziilés, vagy a miitétet megel6z6 altalanos érzéstelenités és altatas kockazata,
ami megkozelitleg 10 micromort. A korhazban toltott idGszak 6nmagéban kockézatos
lehet egy esetleges betegbiztonsagot veszélyeztet6 nem megfelels kezelés miatt vagy az
odafigyelés hianya miatt, s kockazati tényezd lehet a korhazban szerzett fertGzés is. A
statisztikak alapjan a kell6 odafigyeléssel megel6zhetd korhazi elhalalozasok kockazata
75 micromort [28]. Hasznossagfiiggvényként a micromort akkor hasznalhato, ha azt a
pénzmennyiséget vessziik alapul, amelyet az ember hajland6 lenne kifizetni a kocka-
zat elkeriilése érdekében. A 2009-es adatokat figyelembe véve 1 micromort 50 $-nak
feleltethet6 meg (az USA-ban) [23].

7.6. Tobbvaltozés hasznossagfiiggvények

A legtobb valds problémanal egyszerre tobb szempontot kell figyelembe venni a dontés-
hozas soran. Tekintsiink példaként egy orvosi dontéshozatalt, amikor is egy balesetben
térdsériilést szenvedett paciens kezelési-rehabilitacios tervének a kialakitasa a cél. Ek-
kor figyelembe kell venni, hogy a lehetséges kezelési modok milyen mértéki felépiilést
valoszinisitenek, mekkora az egészségromlas (vagy esetleg a halal) kockazata a kezelés
kovetkeztében, tovabba a kezelés koltsége is szempont lehet. Az ilyen tobb attribitum-
mal leirhat6 problémak a tobbattribitumos hasznossdgelmélet (multiattribute utility
theory) segitségével kezelhetGek. Egy attributum rendelkezhet diszkrét vagy folytonos
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értékkel. Az egyszerii értelmezés érdekében az attributumok értékkészletét a legtobb-
szOr gy hatarozzuk meg, hogy a nagyobb értékhez nagyobb hasznossagérték tartozzon.
Altalanos esetben a hasznossag meghatarozasa az egyes attributumkombinaciok alap-
jan igen Osszetett feladat lehet. Vannak azonban specilis esetek, amikor nem sziikséges
meghatarozni a konkrét hasznossagot, mert a hasznossagérték nélkiil is donteni lehet
az alternativak kozott. Jelolje R = Ry, Ro, ..., R, az attribatumokat, Xpr, pedig az X
allapot Ry attributumat. Az egyik ilyen eset, amikor két eredményallapot (X és Y)
koziil az egyik (X) minden attribiutuméaban kedvez6bb a mésiknal, azaz

szR1>'YRL 1=1,...,n. (710)

Ezt tgy nevezziik, hogy X szigorian domindlja Y-t. A korabbi térdsériiléses példa-
nal maradva vizsgaljunk meg két lehetséges kezelési modot a koltség és a biztonsag
attributumok alapjan. Tegyiik fel, hogy X egy hagyomanyos gyogyszeres kezelés, mig
Y egy Gjonnan kidolgozott magnesterapias eljaras. Ha ez az Y 1j terapia olcsobb,
mint az X korabbi kezelés, és biztonsagosabb is, akkor ez azt jelenti, hogy Y szigortian
dominalja X-et, azaz jelen esetben a hasznossagérték szamitasa nélkiil is képes donte-
ni a dontéshozo. A szigor dominancia elénye, hogy lesziikiti azon allapotok szamat,
melyek kozott a végsé dontést meg kell hozni, azonban nem feltétleniil eredményez
egyértelmid dontést. Determinisztikus esetben a szigorti dominancia jol alkalmazhato,
nemdeterminisztikus esetben azonban nem végezhetiink ilyen egyértelm modon 6ssze-
hasonlitast, mivel ilyenkor minden alternativa Gsszes lehetséges kimenetelét figyelembe
kellene venni. Ekkor vizsgalhatjuk a sztochasztikus dominancia meglétét, ami a domi-
nanciatulajdonsiag nemdeterminisztikus altalanositasa. A sztochasztikus dominancia
megéllapitdsdhoz meg kell vizsgélni a szoban forgé nemdeterminisztikus eredményélla-
potok eloszlasfiiggvényét. Ha X és Y nemdeterminisztikus cselekvések kimenetele az
R attributumon értelmezve a px(R) és py (R) valoszintségi eloszlasokkal 4ll els, akkor
Y sztochasztikusan dominalja X-t, ha

R R
‘V’R/ py(r)drg/ px (r)dr, (7.11)

azaz Y eloszlasfiiggvénye mindig jobbra esik X eloszlasfiiggvényétsl. A térdsériilés
kezelésének példajat folytatva hasonlitsuk Ossze a két kezelési alternativat a varhato
felépiilés mértéke szerint. Tegyiik fel, hogy a hagyoméanyos kezelés (X) esetén a fel-
épiilés meértéke egyenletes eloszlast, 40 — 75% kozott varhato, mig a magneses terapia
esetén (V') ugyanez 60 — 80% kozott varhato ugyancsak egyenletes eloszlassal. Ekkor
teljesiil az, hogy Y eloszlasfiiggvénye mindig ,,jobbra talalhato” X-t61 (lasd [7.4] abra),
vagyis Y sztochasztikusan dominalja X-et.

Mindennek a jelentGsége az, hogy ha Y sztochasztikusan dominélja X-et (minden att-
ributum esetén), akkor tetszéleges U(.) monoton nem csokkens hasznossagfiiggvény
esetében EU(Y) > FU(X), azaz Y varhato hasznossaga legalabb akkora, mint X-é.
Tehat X figyelmen kiviil hagyhato.

7.6.1. A preferencidk strukturaltsaga

A korabban emlitett altalanos esethez képest jelentds egyszertisitést jelenthet a hasznos-
sag szamitésa soran, ha a dontéshozo preferenciéi strukturaltsagot mutatnak. Ellenkezs
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7.4. abra. Sztochasztikus dominancia. Y eloszlasfiiggvénye mindig jobbra talalhaté
X-t6l, azaz Y sztochasztikusan dominalja X -et

esetben, példaul n darab attribuitum esetén, ha minden egyes attribitum £ kiilénbo-
z6 értéket vehet fel, a teljes U(ry,ro,...,r,) hasznossagfiiggvény megadéasihoz a leg-
rosszabb esetben k" értékre lenne sziikség. A preferenciak strukturaltsaganak vizsgala-
takor meg kell kiilonboztetni a determinisztikus és a nemdeterminisztikus kérnyezetet.
Determinisztikus esetben, ordinalis hasznossagfiiggvényeknél jelentés egyszertisités ér-
hetd el, ha az attributumok kdlesindsen preferencidlisan figgetlenek. Jelolje (rq,1a,73)
az Ry, Ry, Rz attributumok értékeinek vektorat. Két attributum, R, és Ry preferencié-
lisan fiiggetlenek Rs-tol, ha az (r1,79,73) és <r’1, Ty, rg> kozotti preferencia nem fiigg R
adott értékétél. Abban esetben, ha minden R;, R;,R. € R= R, Ry,..., Ryt #J # =
attribatumra teljesiil, hogy R; és R; preferencidlisan fiiggetlen R.-t6l, akkor a R att-
ribatumok koélcsonosen preferencidlisan fliggetlenek. Mindennek a jelent&sége az, hogy
ha az Ry, R», ..., Ry attributumok kolcsonosen preferencidlisan fiiggetlenek, akkor a
dontéshozo viselkedési preferenciaja leirhato a kovetkez6 fiiggvény maximalizaldsaval:

V(r17r27"'7rn) = Z‘/;(Tz)a (712)
=1

ahol minden V; egy értékfiiggvényt jelol, ami az adott R; fiiggvénye, V pedig az &ssze-
tett ordinalis hasznossagfiiggvény, azaz értékfiiggvény. Ha feltételezziik, hogy a korabbi
példaban a kolesonds preferenciafiiggetlenség fennéall, és determinisztikus a kornyezet,
akkor a koltség (ezer Ft), a biztonsag és a kezelés hossza (napok) attributumok alap-
jan egy lehetséges ordinalis hasznossagfiiggvény a kovetkezs: V(Koltség, Biztonsdg,
Kezelési id6) = - Kéltség + Biztonsdg 102 - Kezelési idd. Az ilyen alakban el6allo
értékfiiggvényt additiv értékfigguénynek nevezziik, s ezek jol hasznalhatok valos prob-
lémaknal is kozelitésként. Nemdeterminisztikus kornyezetben a helyzet Osszetettebb,
mivel ekkor a szerencsejatékok kimenetelét, illetve az ezek kozotti preferencidkat, és a
kardinalis hasznossagfiiggvényeket is kezelni kell. Mindezt lehetévé teszik a korabban
ismertetett fogalmak kiterjesztései, a hasznossdgfiiggetlenség és a kdlcsonds hasznos-
sagfiiggetlenség.

LAz attribitumok X halmaza hasznossdgfiiggetlen az attributumok Y halmazdtdl, ha az
X attribitumokon alapuld szerencsejatékok kézitti preferencidk fiiggetlenek az Y-beli
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attributumokhoz rendelt értékektdl.” [22]

Kolesonos hasznossagfiiggetlenség értelemszerten akkor all fenn egy adott attribitum-
halmazra, ha annak minden részhalmazara fennall a hasznossagfiiggetlenség. A kolcso-
nos hasznossagfiiggetlenség elénye, hogy teljesiilése esetén multiplikativ hasznossdgfiigg-
vénnyel irhaté le a dontéshozo viselkedése. Két attribatum: Ry és Ry esetén példaul
az alabbi format veszi fel a hasznossagfiiggvény:

U(Rl, Rg) = 81 - Ul(Rl) + 89 - UQ(RQ) + 8189 Ul(Rl) . UQ(RQ), (713)

ahol sy, sy allandok.

Minden egyattributumos hasznosségfiiggvény a tovabbi attribatumoktol fiiggetleniil
alakithato ki. Osszességében a dontéshozo preferenciarendszere e hasznossagfiiggve-
nyek kombinacidival révén irhato le.

7.7. Dontési halok

A racionéalis déntések elemzésének gyakran alkalmazott eszkozei a dontési halok vagy
mas néven hatasdiagramok. A dontési halo lehetévé teszi az egyes cselekvési alterna-
tivakhoz tartoz6é eredményallapotok valoszintiségének és hasznossaganak vizsgalatat.
Felépitésiiket tekintve a valoszintiségi halok kiterjesztéseinek tekintheték, és alkalma-
sak a hasznossag kezelésére. Haromféle csomoponttipussal rendelkeznek:

1. Valdszindségi csomdpontok (chance nodes). A valosziniségi halokhoz hasonloan
ez a csomoponttipus valoszintségi valtozokat jelol (ellipszis formaban). Egy-egy
valtozo lehetséges értékeit a sziiléecsomopontok értékein alapulo feltételes valoszi-
nliség eloszlas adja meg, amelyet leggyakrabban feltételes valoszintiségi tablazat
forméajaban tarolnak. Sziilscsomopontja (olyan csomopont, ahonnan iranyitott él
fut bele) lehet dontési csomopont vagy mas valosziniiségi csomopont. A feladata,
hogy reprezentalja egy dontés kévetkezményeként kialakulo lehetséges eredmény-
allapotokat.

2. Hasznossagesomdpontok (utility nodes). A dontéshozo hasznossagfiiggvényét rep-
rezentaljadk a sziilécsomopontokon definialt fiiggvény segitségével, amely vagy
tablazatos formaban adhat6 meg vagy egy parametrikus fiiggvényként (ami le-
het additiv vagy linearis). Sziil6csomopontjai olyan allapotoknak felelnek meg,
melyek befolyassal vannak a hasznossag megitélésére. Vizudlisan egy rombusz
reprezentalja.

3. Déntési csomdpontok (decision nodes). E négyszoggel jelolt csomopontok azokat
a dontési pontokat reprezentaljak, ahol a déntéshozénak valasztani kell a lehet-
séges alternativak koziil.

Szamos gyakorlati esetben a teljes dontési hélo igen komplex lehet, emiatt gyakran
egyszeriisitett format, az tgynevezett cselekvéshasznossdg reprezentdciot hasznalunk.
Ekkor a kimeneti allapot elhagyasaval a hasznossagecsomopont a jelenlegi allapotot leird
dontési és valosziniiségi csomopontokhoz kapcesolodik. A hasznossdgesomépont ebben
az esetben a dontési alternativikhoz (cselekvésekhez) kapcsolodo varhato hasznossago-
kat definidlja cselekvéshasznossig tablak segitségével.
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7.7.1. Dontési halok kialakitasa és kiértékelése

;;;;;;

a kiilonbséggel, hogy dontési hdlo esetében a dontési és a hasznossagecsomopontokat is
létre kell hozni, és gondoskodni kell a felparaméterezésiikrgl. Az alabbi {6 1épések [22]
alkotjak ezt a tudasmérnoki folyamatot.

o Oksdgi modell létrehozdsa. A vizsgalt problémahoz kapcsolodo valtozok azonosi-
tasa az els6 lépés. Ezt nagymértékben befolyasolja, hogy milyen részletezettségi
dontési halora van sziikség, illetve mely valtozok elérhetéek vagy megfigyelhe-
t6ek. A valtozoknak megfelelen egy-egy csomopontot vesziink fel. A valtozok
k6zott 16v6 kapesolatok meghatarozasa a kovetkezd 1épés. Ennek soran a kozvet-
len ok-okozat kapcsolatban 1évE valtozokat reprezentald csomopontokat irdnyitott
élekkel kotjiik 6ssze ok = okozat irdnyban. Mindez alapulhat szakirodalmi ada-
tokon vagy szakért6k tudasan.

o Kualitativ dontési modell kialakitisa. A problémateriiletet leir6 oksagi modell
gyakran tul komplex az adott dontési feladat hatékony megvalositasdhoz, ezért
ilyenkor egyszertisitésre van sziikség. A dontést kdzvetleniil nem befolyésolo val-
tozok elhagyhatok, masok felbonthatok vagy dsszevonhatok. FEnnél a 1épésnél
iigyelni kell a majdani alkalmazasi teriileten jellemz6 dontési mechanizmusokra,
azaz példaul melyek a tipikus kimeneti valtozok, illetve milyen kvantaltsagi szint
az elvart. Mindennek célja az, hogy a halé olyan dontési helyzetben nyijtson
segitséget, amely ténylegesen elall.

o Valdsziniségek meghatdrozdsa. A struktira rogzitését kovetGen a valoszintiségi
csomoOpontok feltételes valoszintiség eloszlasanak a specifikildsa a kovetkezs 1é-
pés. Ez az esetek tobbségében feltételes valoszintiség tablak kitoltését jelenti.
Az egyes (feltételes) valoszintségek szakértsk becslései vagy szakirodalmi adatok
alapjan adhatok meg. Az ok-okozat irdnyu becslés elénye, hogy az emberi becs-
lést befolyasold tényezdk is ezt torzitjdk a legkevésbé, szemben a diagnosztikai
iranyu (kovetkezményrdl kivalto okra kovetkeztets) becsléssel.

o Hasznossdgok régzitése. A hasznossagok meghatarozasihoz sziikséges a lehet-
séges eredményallapotok kozotti preferencia, amely tobbek kozt szakértsi véle-
ményen alapulhat. A numerikus hasznossdgértékek hozzarendelése torténhet a
lehetd legjobb és a legrosszabb eredményéllapot kozott felallitott skala aranyos
beosztasa szerint, ha a lehetséges eredményallapotok kisszamiak. Komplexebb
esetben tobbattribitumos hasznossagfiiggvény megadasara is sziikség lehet.

o A modell finomhangolisa. A kialakitott modell teljesitményének a méréséhez
sziikség van valamilyen referenciara (azaz bemenet-kimenet parokra), amely va-
lamiféle elvart viselkedést tiikroz. Erre egy lehetdség a modell alapjan adodo
dontéseket Gsszevetni egy, a teriileten jartas szakértd dontéseivel. A cél a nem
megfelel, avagy nem jol hangolt modellelemek azonositasa és kijavitasa.

o Erzékenységuizsgdlat. A modell validalasa folyamén kiilon figyelmet kell forditani
az érzékenységvizsgalatra, melynek 1ényege, hogy feltarja a valoszintségi értékek,
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illetve hasznossagok valtoztatasanak hatasat. Ehhez kiillonb6z6 beallitasok mel-
lett kell megvizsgalni a kiad6do eredményt. Mindezek alapjan megallapithato,
hogy az egyes valoszintségek kismértékd valtozdsara mennyire érzékeny a legjobb
dontés. Ha kis valtoztatas a ,bemeneten” jelentGs valtozast okoz a ,kimeneten”,
akkor lehetséges, hogy nem megfelel§ a valtozo(k) részletezettségi szintje, vagy
hianyos a valtozok kozotti kapesolatok reprezentacidja. Viszont ha egy valto-
zO6hoz vagy valtozocsoporthoz kapcsolodo valoszintiségek nagymértéki valtozasa
csak kis mértékben nyilvanul meg, akkor lehet, hogy a valtozok Gsszevonhato-
ak, elhagyhatoak, vagy elegendd egy kozelité becslés. Az érzékenységi vizsgalat
elénye, hogy jelzi, hol nem megfelel§ a valdsziniiségek numerikus becslése.

Az elkésziilt dontési halo kiértékelése a dontési csomopontok lehetséges értékei mentén
torténik, azaz minden lehetséges értékre el kell végezniink a halo kiértékelését. Ha a
dontési csomopontnak értéket adunk, akkor egy rogzitett ténybeallitast valoszintségi
csomopontként viselkedik. A dontési halo kiértékelését végzé algoritmus a kdvetkezs
lépéseket valositja meg:

e A jelenlegi &llapotnak megfelel evidencidk beéllitdsa a csomopontokon. Tehat
az érintett csomopontok felveszik az evidencidknak megfelel6 értéket.

e A doéntési csomopont minden egyes értékére:

— A dontési csomopont rogzitése az adott értéken.

— A hasznossagcsomopont sziileire a posteriori valoszintiségek szamitasa egy
(szabvanyos) valoszintiségi kovetkeztets algoritmussal.

— A dontési csomopont adott értékéhez (egy cselekvéshez) tartozo hasznossag
kiszamitéasa.

e Az eltarolt hasznossagértékek koziil visszaadja a legnagyobbat.

7.7.2. Dontési halok tulajdonsagai

A dontési halo elényei leginkabb akkor érzékelhetéek, ha 6sszevetjiik egy masik gyakran
alkalmazott dontéstamogatasi eszkozzel, a dontési faval. A dontési fa explicite tartal-
mazza egy déntési szituicid Osszes lehetséges kimenetelét, emiatt komplex, soktényezés
probléméknal a fa kezelhetetleniil nagy lesz, ami mind az informaci6 tarolasa, mind a
kiértékelés soran nehézségeket okoz. Ezzel szemben a doéntési halo kompakt mdédon
képes reprezentilni a targyteriileti tudast. Ugyanakkor erGsen aszimmetrikus problé-
mak vizsgalatdhoz a dontési fa alkalmasabb lehet, mivel dontési halok strukturajan
az aszimmetria nem mutatkozik meg. Esetenként az események id6zitését egyszeriibb
nyomon kdvetni egy dontési fas reprezentacidval, bar a dontési haloknal is expliciten
megjelenik ez a informdaci6 a struktaraban [36].

A dontési halok kiértékelésére léteznek hatékony algoritmusok. Ilyen a valtozoelimi-
nalas algoritmus [32], a Shachter-algoritmus [26]| és az ezzel ekvivalens élforditas (arc
reversal) algoritmus [31]. Ez utobbiak graftranszformécios lépések sorozata révén re-
dukaljadk a dontési halot addig, amig csak egy hasznossagi csomopont marad. Ekkor
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a csomopont egy adott dontési alternativahoz tartozé hasznossagot adja meg. Az al-
goritmus négy operatort hasznal, melyek egymast kovetd (a szabalyok sorrendjében
torténd) alkalmazasaval valosul meg a dontési halo redukcidja és ezaltal kiértékelése.
A négy lehetséges miivelet a kovetkezs:

1. Zdrvdny csomopontok eltdvolitdsa. Fgy valoszintiségi csombépont zarvanynak te-
kinthetd, ha nincs gyermeke. A zarvany csomoépontok egyszeriien eltavolithatoak
a dontési halobol.

2. Dontési csomopont eltdvolitdsa. Egy D dontési csomédpont eltavolithato, ha
egyetlen gyermeke U hasznossagcsomoépont. Ekkor a D — U él helyett D szii-
leib6l Pap egy-egy élt vesziink fel U-ba. Jelolje Pay az U csomépont sziileit,
illetve a miiveletet megel6z8 hasznossdgot Uyq(Pay). Az 0j hasznossag a maxi-
maélis hasznossagi dontési alternativa d valasztasaval adodik:

Unew(v) = mazgUga(pav), (7.14)
aho]K:PaDUPaU\D.

3. Valosziniiségi csomdpont eltdvolitasa. Egy valoszintségi csomopont X akkor tavo-
lithato el a halobol, ha az egyetlen gyermeke az U hasznossagecsomoépont. Jelolje
Pax az X csomopont sziileinek halmazat, Pay pedig az U csomopont sziileinek
halmazat, tovabba P,4(x|pax) X feltételes valoszintiségét a csomopont eltavo-
litas el6tt és Uyq(pay) a korabbi hasznossagot. X eltavolitaskor az X-be futo
minden egyes él helyett Pax minden egyes elemébél U-ba htuzunk élt. Az uj
hasznossig a kdvetkezSképpen all el6:

Unew(v) = Z Pold@lpa_X) . Uold(lﬂ)v (7.15)

aholK:PaXUPaU\X.
4. Elforditds. Egy X — Y ¢l megfordithaté Y — X éll¢, ha nincs més iranyitott

él X és Y kozott. Ekkor X sziilei Y sziileivé valnak és vice versa. Ekkor Y 1j
feltételes valdszintisége:

Pnew(y|ya w, g) - Pold(x|yu w) : Pold<y|wa 2)7 (716)
X 1j feltételes valosziniisége pedig:

Pa(x|v, w) - Poa(y|lw, 2)
S yPrew(ylv, w, 2)

ahol V. = Pax \ Pay, Z = Pay \ Pax UX,W = Pay U Pay, az V kizarolagosan
X, Z kizarolagosan Y sziileit tartalmazza, mig W tartalmazza a kozos sziiléket.

(7.17)

Pnew<y’x7ya w, é) =
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Tekintsiik a korabbiakban mar emlitett térdkezelésrdl szolo példat. Adott egy paciens,
aki sulyos térdbantalmakban szenved, ennek koszonhetGen mobilitasa (mozgaskészsége)
alacsony, kezelGorvosa a miitétet mérlegeli. Ebben az esetben a hasznossagi csomopont
a mozgaskészség kiilonb6zs fokozataihoz rendel egy hasznossagértéket (U), a dontési
csomoépont pedig a mitét elvégzése. A miitét az esetek nagyon kis részénél silyos
komplikiciokkal jar (p = 0,01), melyet a beteg nem ¢él tal (U(halal) = 0). Az esetek
egy tovabbi hanyadéanal fert6zés alakulhat ki (p = 0,045), ami silyos szévédményekkel
jarhat. A legrosszabb esetben a beteg nem éli tal (p = 0,07, U = 0), vagy maradando
karosodast szenved (p = 0,93), ami korlatozza a mozgaskészségét (U (rossz mobilitas)=
2). A legtobbszor azonban semmilyen komplikacié nem lép fel (p = 0,955), ekkor a
beteg akéar teljesen visszanyerheti a normalis mozgéaskészségét (p = 0,65, U(normalis
mobilitas)=10), de az is meglehet, hogy nem toérténik szamottevs valtozas (p = 0,35,
U (alacsony mobilitas)=5). A problémat leir6 dontési fa a abréan lathato.

igen halal . halal
szoveédmény
igen nem igen

rossz mobilitas

tet komplik%O/'
nem
nem fertézés K alacsony mobilitas
nem

teljes gyogyulds normahs mobilitas
alacsony mobilitas igen

7.5. dbra. A térdmiitét problémajat leiré déntési fa

A hasznossagecsomopontok értékei alapjan kiszamithato a kapcsolodo valoszintségi cso-
mopontok varhato hasznossaga (EU), ami felterjeszthetd egészen a dontési csomopon-

tig.

e EU(Szovédmény csomopont) = p(Szovédmény=igen) - U(halal) +
+ p(Szoévédmény—nem) - U(rossz mobilitas) = 0,07 -0+ 0,93 -2 = 1,86
e EU(Gyogyulas csomopont) = p(Gyogyulas=igen) - U(normaélis mobilitas) +
+ p(Gyogyulds=nem) - U(alacsony mobilitas) = 0,35-5+ 0,65 - 10 = 8,25
o EU(Fertézés csomopont) = p(Fertézés=igen) - EU(Szovédmény csomdpont) +
+ p(Fert6zés=nem) - EU(Gyogyulas csomopont)= 0,045 - 1,86 + 0,955 - 8,25 =

7,962

e EU(Mitet) = p(Komplikicio =igen) - U(halal) + p(Komplikicio=nem)
EU (Fert6zés csomépont)= 0,01 -0+ 0,99 - 7,962 = 7,883

Ezen szamitas szerint a miitét varhato hasznossaga 7,883, szemben a miitét mellGzése
esetén fennallo alacsony mobilitassal jaro hasznossaggal (5). Mindezen leegyszertsitett

szamitasok alapjan a miitét elvégzése tiinik raciondlis dontésnek.
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A fenti dontési fanak egy lehetséges megfelelGje dontési hald formajaban a kdvetkezo.
A dontési halo (7.6, abra) egy dontési (Mitét), egy hasznossagi (Mobilitds) és két
valoszintiségi csomopontot tartalmaz, melyek a Fertdzés: {igen, nem}, Tulélés: {teljes
gyogyulds, részleges qydgyulds, haldl} értékeket vehetik fel. A dontési halo alkalmaza-
sanak elénye, hogy a haléstruktiura és a hasznossagfiiggvény megfelels kialakitasaval
csOkkenthets az elvégzendd szamitasok szama. Példaul minden olyan esetben, ahol a
Tulélés=haldl értéke szerepel, ott a varhato hasznossag nulla az U(haldl)=0 miatt.

7 *<J> mobilitds

Mlitét @

Allapot P u EU

Ha Mtét =0 1 5 5

Kulonben, ha Tulélés = halal

Ha Tulélés = részleges gyogyulas Fertdzés = igen 0,041 2 0,083
Fertdézés=nem 0,331 5 1,655

Ha Tulélés = teljes gyogyulds Fertdzés=nem 0,6145 | 10 6,145

7,883

7.6. abra. A térdmiitét problémat leiré déntési halo és a hozza tartozé hasznossagtiigg-
vény

Az élforditasi algoritmust kdvetve az elsé 1épés a Tulélés csomopont eliminalasa, mivel
ennek nincs mas gyermeke, csak a hasznossagcsomoépont. Ekkor az egyes hasznossé-
gok szorzédnak a csomopont értékeihez (teljes gydgyulds, részleges gydgyulds, haldl)
kapcsolodo feltételes valoszintiségekkel.

o U(Fertézés—igen, Mdtét)=> , p(Tulélés/Fertézés = igen, Mdtét)-U(Tulélés, Fer-
t6zés, Mdtét)

o U(Fertdzés=igen, Mitét) = p(T=teljes gydgyuldis/Fertézés=igen, Mitét)-
U(T=teljes gydgyulds, Fertézés=igen, Mitét) + p(T=részleges gydgyulds/
Fertozés=igen, Mitét)- U(T=részleges gydgyulds, Fertdzés=igen, Mitét) +
+p(T=haldl|Fertézés=igen, Mitét)- U(T=haldl, Fertézés=igen, Milét)

o U(Fertdzés—igen, Mdtét) — 0-0+ (0,99 - 0,93) - 2+ (0,99 - 0,07) - 0 = 1,8414

o U(Fertézés=nem, Mitét) = (0,99 - 0,65) - 10 + (0,99 - 0,35) - 540,01 - 0 = 8,1675

Ezt koveti a Fertdzés csomopont elimindlasa, majd az el6z6 1épéshez hasonloan keriil
sor az 0j hasznossagok kiszamitasara, eztttal a Fertdzés:{igen, nem} értékekhez tartozo
feltételes valoszintiségekkel.

o U(Mitét)=> . p(Fertézés [Mdtét)-U(Fertbzés, Mitét)

o U(Fertézés=igen, Mdtét) = p(Fertézés=igen| Mdtét)-U(Fertézés=igen, Mitét)
+ p(Fertézés=nem| Mitét)-U(Fertizés=nem, Mitét)
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o U(Mitét) = (0,045 -1,8414) + (0,955 - 8,1675) = 7,883

Ezen a ponton méar rendelkezésre all a végeredmény, a Mitét=igen varhato hasznossaga
7,883, mig a Mitét=nem esetében 5 a varhato hasznossag. A végss lépésben a Mitét
dontési csomdpont eliminalasdra keriil sor, ekkor a maximalis varhaté hasznossagu
alternativat kell valasztani, ami jelen esetben a Miitét=igen.

7.8. Koltség-haszon elemzés

A modern egészségiigy egyik alapvetd kérdése, hogy egy beavatkozas koltsége milyen
meértékben van 6sszhangban a beavatkozas egészségi allapotot érinté pozitiv hatasaival,
mas szoval a beavatkozas mennyire koltséghatékony. Az alapvets cél természetesen az,
hogy a lehetd legtobb ember egészségi allapotan lehessen javitani, azonban a korlatos
er6forrasok miatt adott esetben hatarokat kell szabni. Ez a kérdéskor szamos etikai,
jogi és szocialis kérdést vet fel, a jelenlegi keretek kozott azonban csak mérnoki meg-
kozelitésben fogjuk a problémat vizsgalni. Az alapfeltevés szerint a rendelkezésre allo
korlatos mennyiségi erGforrast a lehets ,legjobban” kell elkélteni tgy, hogy egyfeldl az
érintettek kozossége szamara kozel optimélis legyen, méasfelsl az érintettek tobbsége jol
jarjon. Leegyszertsitve az el6bbi kritérium azt jelenti, hogy a lehet6 legtobb érintett
részesiiljon megfeleld ellatasban, mig az utobbi azt, hogy egy adott érintett a szdmara
lehets legjobb ellatast kapja. A beavatkozasok hatékonysag-koltség viszonyanak vizs-
galata azt a célt szolgdja, hogy a josag mértékét megragadod mércéket definidljunk, és
ezen mennyiségek révén az egyes alternativak 6sszevethetGek legyenek egymassal.
Megjegyezziik, hogy mig a magyar szaknyelv egyarant alkalmazza a koliség-haszon
elemzés (cost-benefit analysis), és a koltség-hatékonysdg wvizsgdlat (cost-effectiveness
analysis) kifejezéseket az egészségiigyi szakteriileteken, addig az angol szaknyelv leg-
tobbszor az utobbit hasznalja erre a célra.

7.8.1. A hatékonysig mérése

Ahhoz, hogy a beavatkozasok hasznat (hatékonységat) vizsgalhassuk, tisztaban kell
lenniink harom alapvetd fogalommal.

o Efficacy — hatdsossdg. Kvantitativ mennyiség, amely azt adja meg, hogy egy
adott folyamat vagy tevékenység mennyire képes egy elvart hatast elérni. Az
Osszehasonlitasi alap mindig elére definidlt. Orvosi értelmezésben azt jelenti,
hogy egy vizsgalt kezelés milyen mértéki javulast vagy gyogyulast idéz el6 idealis
(laboratoriumi vagy kisérleti) koriilmények kozott.

o Effectiveness — hatékonysdg. Eredetileg nem kvantitativ mennyiség, amely azt
fejezi ki, hogy egy adott tevékenység révén a kitlizott célt sikeriil-e elérni vagy
sem, azonban gyakran hasznéljak kvantitativ értelemben is. Alapesetben nem
nydjt informaciot arrol, hogy mi a viszonyitasi alap. Orvosi kornyezetben azt
jelenti, hogy egy adott kezelés mennyire jol miikodik a klinikai gyakorlatban.

o Efficiency — hathatdsdg, hatdsfok. Kvantitativ mennyiség, amely altalanosan azt
jelenti, hogy egy adott cél elérése érdekében mennyire jol hasznaltak fel a rendel-
kezésre allo idGt és ercforrasokat. Legféképpen annak mérésére hasznaljak, hogy

© Antos A., Antal P., Hullam G., Millinghoffer A., Hajos G. www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

154 Valésziniiségi déntéstamogatd rendszerek

egy folyamat vagy tevékenység soran adott mennyiségi bemenet mellett milyen
mennyiségl elvart kimenet keletkezett. Orvosi értelemben példaul ilyen lehet
az a szam, hogy egy adott kezelés hatasara 100 betegh6l hany gyogyult meg.
Jellemz&en hanyadosként vagy szazalékos formajaban adjak meg.

A gyakorlatban gyakori e fogalmak felcserélése, egyméssal valo helyettesitése. Lényeges
kiilonbség a hatasossag és a hatékonysag kozott van, mivel az el6bbit annak mérésére
hasznaljak, hogy egy 1j kezelés (gyogyszer) van-e olyan jo kisérleti koriilmények kozott,
mint egy mar meglévs kezelés (gyogyszer), mig az utobbi a klinikai gyakorlatban torténd
alkalmazés soran a kezelés josdga mértékének kifejezésére szolgal. A hathatosag és a
hatékonysag kozotti kiilonbséget talan leginkabb gy lehet megragadni, hogy ez elébbi
azt fejezi ki, hogy jol végezziik-e az adott tevékenységet, mig az utobbi azt fejezi ki,
hogy a megfelel§ tevékenységet végezziik-e.

Emellett szamos mas mérce létezik, melyek egy része az dsszehasonlito hatékonysdguvizs-
gdlatok (comparative effectiveness research, CER) kiértékelését segitik el. Ez utobbira
példa az ACCFE keretrendszer, amellyel diagnosztikai vizsgalatok (tesztek) hatékony-
saga elemezhets négy vizsgalt mennyiség segitségével [33]:

o Analitikus validitds (analytic validity). Meghatarozza, hogy a mérendd mennyiség
mennyire jol mérhets, a mérés reprodukilhato-e. (Egy genotipus példaul jol
mérhetdnek tekinthets, mig a csaladi korel6zmény rosszul mérhetének szamit.)

e Klinikai validitds (clinical validity). Megadja, hogy a vizsgélt elem mennyire
asszocialt az adott betegség kialakulasaval. (Példaul egy adott antitest jelenléte
milyen mértékben asszocialt a vizsgalt betegség kialakulésaval.)

e Klinikai haszon (clinical utility). Ez a tényez6 atfogod kvalitativ értékelést tesz
lehet6vé a varhatd hasznokrol, kockazatokrol, illetve arrol, hogy a diagnosztikai
vizsgalat eredménye mennyire képes orientalni a terapiavalasztast. (Példaul egy
adott biomarker jelenléte esetén az alkalmazhat6 gyogyszeres terapia nem haté-
kony, ezért alkalmazasa nem javasolt.)

o Hozzdadott klinikai érték (added clinical value). Ez az érték azt fejezi ki, hogy
més alternativikhoz képest mennyivel nytjt tobbet ez a vizsgalat a kockazatok
felmérése terén.

7.8.2. A koltség és a hatékonysag viszonya

Ezidaig a hatékonysagot kizarolag a gyogyitas aspektusdbol értelmeztiik, azonban a
gyvakorlatban nem hagyhato figyelmen kiviil a beavatkozasok koltségvonzata sem. A
hatékonysag koltségek fliggvényében torténd megadasara szolgél a koltség-hatékonysag
és a hozza kapcsolodo széles eszkoztar.

A koltség-haszon (hatékonysag) elemzés ( Cost-Effectiveness Analysis, CEA) egyik alap-
vet6 mennyisége a nettd pénzigyi haszon (net monetary benefit, NM B), amely egy
adott I; beavatkozas esetén a kovetkez6képpen definialhato [30):
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ahol e; a hatékonysag (effectiveness), ¢; a koltség (cost), a A pedig egy paraméter,
amely a hatékonysagot képezi le oly modon, hogy az pénziigyileg Gsszevethets legyen a
koltséggel. Osszességében az N M B segitségével meghatarozhaté egy kiiszob, amelyet
a dontéshozd adott egységnyi egészségjavulasért hajlandé aldozni. A koradbban méar
ismertetett QUALY jol alkalmazhat6 ebben a kontextusban.

Abban az esetben, ha a beavatkozasok kimenetele determinisztikus, azaz a hasznon
egyértelmien meghatarozhatd, akkor a koltség-haszon elemzés egyértelmiien megadja
A adott értékei esetén az optimélis beavatkozast [32]. Az elemzés folyaman mind-
azon alternativik eliminalédnak, melyeket egy-egy masik alternativa dominal, majd
ezt kovetSen azok, melyeket egy alternativa paros (kiterjesztetten) dominal. A végsd
eredmény a fennmaradt alternativak inkrementalis koltség-haszon ratajanak (incremen-
tal cost-effectiveness ratio, IC'ER) szamitasa alapjan dél el, amely a kovetkezSképpen
szamithato:

(ci —¢j)
ICER(I;, I;) = —=, 1

C R( ]) (ei _ej) (7 9)
ahol I;, I; két Osszevetendd beavatkozas. Az ICER,;; tehat megadja, hogy mekko-
ra koltség jut egységnyi hatékonysag mennyiségre, egyben definial egy kiiszébérté-
ket, amelyre igaz, hogy NMB; > NMDB; ha A < ICER;; és NMB; > NMB; ha
A > ICER; ;. Ha feltessziik, hogy ¢; > ¢; , akkor ICER, ; alatt az olcsobb alternativa,
felette pedig a dragabb alternativa lesz a jobb valasztéas.
Legtobbszor azonban a beavatkozasok kimenetele tobbféle lehet, melyek adott valoszi-
niiséggel kovetkeznek be. Ennek megfelel6en akar gyokeresen eltérd kezelési utvonalak
definialhatok egy-egy betegségre az adott paraméterek fiiggvényében. Az ilyen eset-
ben alkalmazanddé nemdeterminisztikus koltség-haszon elemzés kivitelezheté dontési
fak alkalmazasaval vagy dontési halokkal. A méar ismertetett elényei miatt az utobbit
vizsgaljuk a tovabbiakban.
Altalanossagban elmondhato, hogy a cél az adott paraméterek estén optimalis be-
avatkozéas kivalasztasa. Ezt nagymértékben elGsegiti, ha az egyes beavatkozasokhoz
kiszamithato, hogy azok mely paramétertartomanyokban hatékonyak, illetve hatéko-
nyabbak masoknal. Ennek formalis meghatarozasara szolgal a koltség-haszon particio
(cost-effectiveness partition, CEP) [32].
Definicié Adott n intervallumhoz tartozé koltség-haszon particiofelosztas CEP egy
(0,C, E,I) négyessel adhaté meg, ahol © = 6y,...,0,_ 1 paraméterkiiszobok n — 1

elemid halmaza, C = cg,...,c,_1 a koltségek n elemd halmaza, £ = ey, ...,e, 1 a
hatékonysag-mértékek n elemd halmaza, I = Iy, ..., I, 1 pedig a beavatkozisok n

elemi halmaza.

Tételezziik fel, hogy 6y = 0, ekkor az elsé particio a ((0,6;), co, €0, o) négyessel ad-
hat6 meg, ami azt jelenti, hogy ha 0 < A < #,, azaz \ az els6 particibhoz tartozo
paraméterintervallumban vesz fel értéket, akkor az I, beavatkozas lesz a leghatéko-
nyabb ¢y koltséggel és e, hatékonysagmeértékkel. Ertelemszerien a i-edik particio:
((91'—179i)7ci—17€i—laji—l-

Nemdeterminisztikus esetben, ha adott X = x4, ..., z,, valésziniiségi valtozo és annak
P(z;) eloszlasa, akkor a koltség-haszon particitfelosztas: C'EP a lehetséges C'E Py,
particiofelosztésok silyozott atlagaként elGallithatd, ha a sulyozott atlag szamitasa
elvégezhetd a koltségekre és a hatékonysagmértékekre is. Tehat példaul ha K (\) meg-
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adja az adott \ értéhez tartozo optimalis beavatkozas koltségét, Kogpp(A) elgallithato
Kcpp, (M) figgvények silyozott Gsszegeként [32], azaz

VA, Kopp(A) =Y P(x;) - Ko (M), (7.20)
i=1
Ez a tulajdonsag azért 1ényeges, mert ennek kdszonhetéen a C'E P-szamitas integralhato
a dontési hald kiértékelési metodusaba.

7.8.3. Koltség-haszon elemzés mintapélda

Tekintsiink egy példat a dontési hald alapu koltség-haszon elemzésre, amely koltség-
haszon particié szamitast is tartalmaz. Adott egy betegség, melynek a priori valészi-
niisége 0,08. Kifejlesztettek hozza egy biomarkert, melynek jelenléte (pozitiv teszt-
eredmény) nagy valoszintiséggel (0,94) jelzi a betegséget. A teszt specifikussaga 0,89
(negativ teszteredmény a betegségtsl valo mentességre utal). A teszt elvégzése opci-
onalis, koltsége 200 eurd. A paciens kétféle kezeléshen részesiilhet, melyek koziil az
egyik (71) relative olesobb (10000 eurd), kozepes hatékonysagu (4), de nem karos az
egészséges szervezetre (9,9), a masik (73) relative dragabb (65000 eur6), hatékonyabb
(8), viszont kismértékben karos az egészséges szervezetre (9). A harmadik eshetGség
az, hogy a paciens nem részesiil terapiaban. Ekkor, ha a péciens beteg, nagymértékben
leromlik az allapota (1). A kérdés az, hogy koltséghatékony-e a teszt?

A problémat leird dontési halo 5 csomopontbol &ll . abra), melyek kozott egy Ossze-
tett hasznossagecsomoépont taldlhato, amely tartalmazza a koltségeket és a hatékonysag
mértékeket tablazat). (Megjegyezziik, hogy lehetséges két kiilon hasznosségeso-
mopontként is modellezni a koltségeket és hatékonysagot.)

7.1. tablazat. Koltség-haszon elemzés mintapélda. A terapiak hatékonysag- és koltség-
értékei

Kezelés Koltség Hatékonysag Hatékonysag
EUR beteg nem beteg
Nincs terapia (NT) 0 1 10
1. terapia (77) 10000 4 9,9
2. terapia (T3) 65000 8 9

A hasznossagcsomoéponthoz kapcsolodik a Betegség valoszintiségi csomopont, valamint
a Tesztelés és a Terdpia dontési csombépontok. A Terdpia a terapiavalasztas révén
befolyasolja a koltségeket és a hatékonysagot, a Tesztelés pedig azt hatarozza meg,
hogy sor keriiljon-e a teszt elvégzésére, s ezaltal hat a koltségekre. Ha sor keriilt a
teszt elvégzésére, akkor annak kimenete befolyasolja a terapiavalasztast, amit a Teszt
valészintiségi csomopont Terdpidhoz vald kapcsolodasa jelez. A teszt eredménye nagy-
meértékben fiigg attol, hogy a betegség valojaban fennéll-e, igy a Betegség is sziilGje
a Teszt csomoépontnak. A Betegség kozvetlen kapcsolédasa a hasznossdgesomoéponthoz
azt jelzi, hogy a betegség statusz alapvet&en hatarozza meg a terdpia hatékonysagat.
A dontési halo kiindulasi allapota a[7.7FA abran lathato.
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7.7. abra. Dontési halé kiértékelésének lépései

A dontési halo kiértékelését a korabban mar ismertetett élfoditas algoritmussal végez-
ziik. Mivel zarvinycsomopontok nincsenek, ezért elGszor a hasznossdgesomoponthoz
kapcsolodo dontési csombpontokat kell megvizsgalni, melyek akkor lennének eliminél-
hatok, ha minden mas hasznossidgcsomépontba mutatd éld csomoponttal sziiléi kap-
csolatban lennének. Ez sem a Terdpia, sem a Tesztelés esetén nem teljesiil, mivel
a Betegségbhdl nem vezet él egyikbe sem. A kovetkezs 1épésben a hasznossagesomo-
ponthoz kapcsolodo valoszintiségi csomopontokat kell megvizsgélni. Jelen esetben ez
a Betegség, amely akkor lenne eliminalhat6, ha méashova nem vezetne él bel6le, csak
a hasznossagcsomopontba. Ez sem teljesiil, igy ez a miivelet sem alkalmazhatd. A
negyedik és egyben utolsé lehetGség az élforditas, mellyel valamelyik el6bbi feltételnek
megfelels allapotot kell elGallitani. Ennek megfelelGen a Betegség — Teszt ¢l megfor-
ditasat kell elvégezniink. Az algoritmus szerint ekkor a Teszt sziilei a Betegség sziilei
is lesznek, és vice versa. Tehat hozzdadunk egy Tesztelés — Betegség élt a halohoz,
mivel az a Teszl sziilGje volt, a Betegség-nek azonban nem volt sziilGje, igy ezzel nincs
teends (7.7 B abra). Ezt kovetGen ki kell szamolnunk a Betegség és a Teszt 1j feltételes
valészintiségeit. A Betegség-nél lényegében a Bayes-szabalyt alkalmazva allnak el6 az
1j értékek, példaul:

o P(beteg | Teszt="+", DT = 1)= P(Teszt="+" [beteg, DT = 1) - P(beteg) /
P(Teszt="+" |beteg, DT = 1)- P(beteg) + P(Teszt="+" [nem beteg, DT = 1)-
P(nem beteg), ahol DT =1 a Tesztelés = igen dontést jeloli.

A Teszt csomoépont esetében a korabbi feltételes valoszintiségek Osszegzésével adodik

© Antos A., Antal P., Hullam G., Millinghoffer A., Hajos G. www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

158 Valésziniiségi déntéstamogatd rendszerek

az 1j érték:

o P(Teszt="+", DT) = P(Teszt="+" |beteq, DT) - P(beteg) + P(Teszt="+" [nem
beteg, DT) - P(nem beteg).

2.

7.2. tablazat. A Betegség és a Teszt csomépontok élforditas elGtti P(Teszt|Betegség,
DT) feltételes valosziniiségei. A DT a Tesztelés déntési csomépontot jel6li

P(Teszt|Betegseg, DT) | Beteg | Nem beteg P(Beteg) | P(Nem beteg)
Teszt + 0,04 0,11 0,08 0,92
Teszt — 0,06 0,89
Nincs teszt - -

7.3. tablazat. A Betegség és a Teszt csomépontok élforditast koveté P(Betegség|Teszt,
DT) feltételes valosziniiségei. A DT a Tesztelés dontési csomépontot jel6li

P(B|Teszt,DT) | Teszt+ | Teszt- | Nincs teszt P(Teszt+|DT=1) | P(Teszt-|DT=1)
beteg 0,4263 | 0,0058 0,08 0,1764 0,8236
nem beteg 0,5737 | 0,9942 0,92

Az élforditas el6tti P(Teszt|/Betegség, DT) és az azt kovets P(Betegség|Teszt, DT) valo-
szintiségeket rendre a és a[7.3| tablazat Osszegzi. A tesztelés mellézése esetén DT =
0 speciélis helyzet all el ekkor a Teszt csomopont nem vesz fel értéket (Nincs teszt),
vagyis a t6le fiiggd Betegség csomopont az a priori valoszintiségeknek megfelels értéke-
ket veszi fel. Az élforditas kovetkezményeként a Betegség csomodpont méar eliminalhato
(7.7C abra), ekkor az hatékonysagértékek sulyozott atlagat kell képezni a megfelels
feltételes valoszintségekkel.

o U(Teszt, Terdpia, DT) :EbetegsegP(Betegség/Teszt, DT) - U(Betegség, Terdpia,
DT), példaul:

o U(Teszt="+", TR = nt, DT = 1) = P(beteg/Teszt="+", DT =1) - U(beteg, TR =
nt, DT = 1) + P(nem beteg/Teszt="+", DT =1) - U(nem beteg, TR = nt, DT),
ahol a TR= nt azt jelenti, hogy a paciens nem részesiil terapidban. Konkrét
értékekkel:

— U(Teszt="+", TR = nt, DT = 1) = 0,4263 - 1 + 0,5737 - 10 = 6,16,

— U(Teszt="-", TR = nt, DT = 1) = 0,0058 - 1 + 0,9942 - 10 = 9,947,
— U(Teszt=nincs, TR = nt, DT = 0) = 0,08-1+0,92-10 = 9,28.

A hasznossagcsomopont tartalmat a szamitédsokat kovetGen az tablazat foglalja
Ossze. A Betegség csomoponthbol a hasznossagecsomopontba mutato élt pedig megorokli
a Teszt csomopont.

Tovabb folytatva a dontési halo kiértékelését a Terdpia dontési csomoépont eliminalasa
kovetkezik, mivel egyetlen gyermeke a hasznossagecsomopont, tovabba minden més cso-
mopont, amely rendelkezik a hasznossagecsomoépontba vezetd éllel, egyuttal rendelkezik
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7.4. tablazat. A hasznossagcsomopont hatékonysag- és koltségértékei az egyes alterna-
tivakra a Betegség csomopont eliminalasat kévetGen

Tesztelés Koltség | Hatékonysag
1 200 6,16
2 Teszt: + 10200 7,38
i Van teszt 65 ;88 g:gz
5 | D:Tesztelés Teszt: — 10200 9,86
6 65200 8,99
7 0 9,28
8 Nincs teszt N/A 10000 9,428
9 65000 8,92

egy Terdpid-ba vezets éllel is (1étezik egy iranyitott ut, amelyen a Terdpia elérhetd).
A Teszt csomopont kozvetlen éllel bir a Terdpid-ba, a Tesztelés csomopontbol pedig
iranyitott uton elérheté a Terdpia. Az utobbi csomopont azonban tovabbra sem kiér-
tékelhets. A Teszt csomopont tehat megelGzi a terapiavalasztast (Teszt— Terdpia), és
egyben befolyasolja a hasznossagot is (Teszt— U). Ez azt jelenti, hogy a terapiavalasz-
tas soran mindenképpen figyelembe kell venni a Teszt lehetséges eredményeit (beleértve
azt is, amikor nincs értéke). Tekintsiik példaként azt esetet, amikor a tesztelésre sor
keriilt, és pozitiv lett az eredménye (DT = 1, Teszt="+"). A[7.4/tablazat szerint ekkor
harom dontési alternativa all els:

e NT azazNincs terdpia (c; = 200,e; = 6,16),
e T terapia (co = 10200, ey = 7,38),
e T terapia (cg = 65200, e3 = 8,57).

Mivel egy dontési csomopont kiértékelésekor azt a dontést kell valasztani, amelyik
a legnagyobb hasznossagu, itt meg kell vizsgalnunk, hogy a nettd pénziigyi haszon:
NMB; = X -e; — ¢; szempontjabol melyik alternativa teljesit a legjobban. Ekkor
lathatjuk, hogy egyértelmiien jobb nincs, hanem adott tartomanyok kozott jobb az
egyik, mint a masik. Ezeket a hatarokat a - 6,16 — 200 < X\ - 7,38 — 10200 , illetve a
A-7,38—10200 < A- 8,57 — 65200 egyenlGtlenségek kiértékelésével kapjuk meg. Ennek
folyomanyaként két kiiszob adodik: 6; = 8186,37 az el6bbi, 6, = 46 261,70 az utébbi
egyenlGtlenség révén. Fz tehdt azt jelenti, hogy a legjobb dontés 0 < A < 6, esetén a
Nines terdpia, 01 < A < 6 esetén a T terapia, és Oy < X esetén pedig T5 terdpia.
Abban az esetben, ha a teszt negativ volt (DT = 1, Teszt="-"), egyszeriibb helyzet-
tel allunk szemben (lasd a tablazat 4-6. sorait), ugyanis a Nincs terdpia (cy =
200, e4 = 9,94) domindlja a T (c5 = 10200, e5 = 9,86) és a Ty (¢ = 65200, ¢g = 8,99)
terapidkat, mivel minden A-ra alacsonyabb kéltségid és nagyobb hatékonysagi. Ekkor
tehat egyetlen tartomany van (0, 400), ahol egyértelmten lehet dénteni.

Az utolsé eshetdség az, amikor nem keriil sor tesztelésre (DT = 0, Teszt — nincs). A
harom alternativa koziil (lasd a[7.4) tablazat 7-9. sorait) Th-t kiterjesztetten dominélja
T} és Nincs terdpia, tehat Ty elvethets. A masik két lehetdség koziil egyik sem dominalja
a masikat, igy ismét meg kell vizsgalni a tartomanyokat. A X-9,28—0 < A-9,428—10 000
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elemzésével a 03 = 67 567,60 kiiszob adodik, amely szerint 0 < A\ < 63 esetén a Nincs
terdpia a legjobb dontés, 3 < X esetén pedig a T terapia (cg = 10000, eg = 9,428).

7.5. tablazat. Koéltség-haszon particiok a Teszt csomopont elimindlasat kovetGen

0; 0; 0; | Koltség | Hatékonysag Terapia
001 0| 8186,37 200 9,280 | Teszt | NT
012 8186,37 | 46261,70 1964 9,495 - NT
; Teszt
+: T1
O2,ins | 46261,70 400 11666 9,705 Tesgt L~ NT
+: Ty
00,3 0| 67567,60 0 9,280 NT
03iny | 67567,60 +00 10000 9,428 Ty

A Terdpia csomopont kiértékelését kovetGen (7.7D abra) a Teszt csomopont keriil
sorra, mivel egyetlen éle a hasznossdgcsomopontba fut. Mivel a Teszt egy valoszi-
niiségi csomopont, ezért kiatlagolassal (a hasznossag értékek Teszt szerinti stlyozott
atlagolasaval) eliminéljuk. Ekkor a pozitiv teszteredményekhez tartozo (teszten feliili)
koltségek és hatékonysag értékek a P(Teszt= "+") pozitiv teszt valoszintiségével szor-
zodnak (7.3fablazat), a negativ teszt esetében pedig P(Teszt= 7-")-vel, majd ezutan
keriil sor tartomanyonkénti 6sszegzésiikre.

o 00.1:(0, 8186,37)
— Teszt—"+" ¢f = c¢1-p(Teszt+|DT =1) = 0-0,1764 = 0,¢e] = e;-p(Teszt+
DT = 1) = 6,16 - 0,1764 = 1,0872.

— Teszt="-": ¢, = c4-p(Teszt —|DT =1) =0-0,8236 = 0,e; = e;-p(Teszt —
DT = 1) = 9,947 - 0,8236 = 8,1928.

— Cooy = Cf + €+ Cresat = 200, €9, = ef +e5 =9,28.
— Ebben a tartomanyban sem pozitiv, sem negativ teszt esetén nem keriil sor
terapiara ( Terdpia = NT).
e 0;,:(8186,37, 46 261,70)
— Teszt="+" ¢ = ¢y - p(Teszt + |DT = 1) = 10000 - 0,1764 = 1764,e5 =
ey - p(Teszt + |DT =1) = 7,38 -0,1764 = 1,3027.
— Copy, = C3 + €5 + Cresu = 1964, €, , = €5 +e; = 9,495.

— Ebben a tartomanyban pozitiv teszt esetén 17 terapidban részesiil a beteg,
negativ teszt esetén nem keriil sor terapiara.

° ngmf:(46 261,70, OO)

— Teszt="+": ¢§ = c3-p(Teszt +|DT = 1) = 65000 - 0,1764 = 11466, e5 =
es-p(Teszt + |DT =1) = 8,57-0,1764 = 1,5124.
— oy = C3 + C; + Creszt = 11666, €Oy = es +e; = 9,705.

— Ebben a tartomanyban pozitiv teszt esetén 15 terapidban részesiil a beteg,
negativ teszt esetén nem keriil sor terdpiara.
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Negativ teszt esetén a mar emlitett okokbol egyik tartomanyban sem keriil sor terapi-
ara. Az adodo eredményeket a tablazat foglalja Ossze, ahol lathato, hogy azokat az
eseteket nem érintette a stlyozas, ahol nem allt rendelkezésre teszt (DT = 0, azaz 6 3
és 937mf).

A dontési halo kiértékelésének utolsd lépéseként a Tesztelés dontési csomopontot eli-
minéljuk D abra). Ehhez Ossze kell vetniink a teszt esetén és a teszt hidnyaban
szamitott tartomanyokat, és minden esetben a lehetd legjobb dontést kell hoznunk.
Tehat a 6y 3 tartomanyt a 61,0 2,02, tartomanyokkal, illetve a 03 ,,; tartoméanyt
a Ogin-el. Ez a Terdpia dontési csomopont kiértékeléséhez hasonloan zajlik, azzal a
kiilonbséggel, hogy abban az esetben, ha nem létezik egyértelmien jobb vélasztas, ak-
kor IC'E R-szamitassal determinisztikus koltség-haszon elemzést kell végezni. Tovabba
fontos az a tény, hogy ICER, ; egy olyan kiiszobérték, amelyre ¢; > ¢; és e; > e; esetén
igaz, hogy alatta az olcsobb alternativa, felette pedig a dragabb alternativa lesz a jobb
valasztas.

e (0y3 és 0p1): a hatékonysaguk azonos, koltség viszont 0y s-ban DT = 0 esetén
nincs, mivel nem keriil sor tesztelésre. Ebben a tartoményban tehat DT = 0 a
megfelel§ vilasztas, mivel ez dominélja a méasikat.

e (03 ¢s 015): nincs egyértelmien jobb, ICER=9114,53, ami ketté osztja a tar-
toméanyt. (8186,37 — 9114,53) kozott a DT = 0 a megfelels dontés, (9114,53 —
46 261,70) kozott pedig a 6y 5 altal diktalt DT = 1, Teszt -1 nincs terdpia, Teszt
+: Tl-

o (0o3 és Oainf): nincs egyértelmien jobb, ICER=27436,5, ami a tartomanyon
kiviil esik igy a 0, ;¢ altal diktalt DT = 1 dontés a jobb, Teszt -1 nincs terdpia,
Teszt +: Ts.

® (03ns és 0s;,r): nincs egyértelmien jobb, ICER=6010,101, ami a tartomanyon
kiviil esik igy a 0, altal diktalt DT = 1 dontés a jobb, Teszt -1 nincs terdpia,
Teszt +: Ts.

A szamitasok eredményeként elgallo koltség-hatékonysagi tartomanyokat a[7.6| tablazat
tartalmazza. Ezt figyelmesen megvizsgéalva lathato, hogy az els6 és az utolso két tarto-
méany Osszevonhatd, mivel pontosan ugyanaz a terapiavéilasztas, koltség és hatékonysag
jellemzi 6ket. Ennek kovetkeztében végeredményben harom CEP &llt elé:

e (0 —9114,53): nincs tesztelés (DT = 0), nincs terapia.

e (9114,53 — 46261,70): van tesztelés (DT = 1), ha Teszt +: T terapia, ha Teszt
- nincs terapia.

e (46261,70 — 00): van tesztelés (DT = 1), ha Teszt +: Ty terapia, ha Teszt -
nincs terapia.

A feladat elején feltett kérdésre tehat azt valaszolhatjuk, hogy A > 9114,53 EUR/QALY
felett a teszt koltséghatékony.

Mint ahogy az lathatd, még egy egyszerd dontési halo kiértékelése is meglehetGsen
komplex feladat, emiatt a gyakorlatban kizarolag szoftveres megoldasok segitségével
keriil sor a megtervezésiikre, kiértékelésiikre és finomhangolésukra.
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7.6. tablazat. Koltség-haszon particiok

0; 0;11 | Tesztelés Terapia Koltség | Hatékonysag
1 0| 8186,37 nem NT 0 9,280
2| 8186,37 | 9114,53 nem NT 0 9,280
3| 9114,53 | 46261,70 igen T-:NT, Tt :Ty 1964 9,495
4| 46261,70 | 67 567,60 igen T-:NT, Tt :Ty 11666 9,705
5 | 67567,60 400 igen T :NT, T : Ty 11666 9,705
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