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1. fejezet

Aktiv tanulas

1.1. Bevezetés: becslés, dontés, feliigyelt (passziv) tanu-
las

Roviden oOsszefoglaljuk a becslések, dontések és feliigyelt (supervised) tanulés leirasara
hasznalt terminologiat (1d. a [79] jegyzet 5. fejezet, a [35] konyv 1. és 2. fejezet, a [59]
konyv 1. fejezet):

Ha egy X megfigyelhet6 mennyiséghdl kell egy mésik, (még) nem megfigyelhets YV
mennyiségre kovetkeztetniink, akkor X-et és Y-t valoszintiségi valtozokkal modellezhetjiik.
Ezek értékkészletét jelolje rendre X és V. X és Y lehet pl. R (a valos szamok halmaza),
R% {0,1}4, [0, 1]¢ vagy ezeknek egy megszamlalhato, esetleg véges részhalmaza. ) elemeit
cimkéknek is nevezziik.

X értekébsl Y-t a g : X — Y fiiggvénnyel probéljuk meghatarozni (Y(2 Y) a szoba
jove fiiggvények értékkészletének unidja). A g(X) kévetkeztetés josagat egy C : Y x Y —
[0,00) koltségfiigguény méri, C(y, g(x)) a koltsége annak, ha a valodi Y = y érték helyett
g az X = x megfigyelésekor g(z)-re kovetkeztet. Minél kisebb ez a koltség, annal jobb
g(x). Ha a koltségfiiggvény értéke pontatlan kovetkeztetés esetén nem fiigg a kévetkeztetés
konkrét értékétsl, azaz minden y € Y-ra C(y,-) az Y \ {y}-on konstans, akkor dintési
problémdrdl beszéliink. Itt altaldban ) = Y diszkrét (megszamlalhato), pl. Y = {0,1}.
Ha C valamiféle intuitiv tavolsag, akkor becslési problémdrol beszéliink. Itt altalaban Y
vagy akar ) is folytonos.

g josagat varhato koltsége, az R(g) R [C(Y, g(X))] globdlis kockdzat méri. Azokat a
g-ket, amelyekre R(g) a legkisebb, optimdlisnak nevezziik.

Legyen r(g, ) “E [C(Y, g(X))|X = ] a lokdlis kockdzat figguény.

Nyilvan E [r(g, X)] = R(g) ¢és

T@@IEKWW@WXIﬂIAC%M@MﬂMM, (1.1)

ahol Fy|, az Y feltételes, in. a posteriori eloszldsfiigguénye, ha X = x. A fenti altalanos
integral a tovabbiakban altalunk vizsgalt esetekben diszkrét, illetve abszolit folytonos
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1. fejezet. Aktiv tanulis 2

eloszlasok esetén egyszeri Osszegzésre, illetve Riemann-integralra vezet.

Dontési probléméknal a leggyakoribb koltségfiiggvény valasztas a Cy(y, y') o | P!

0-1 koltség (ahol 14 az A esemény indikatorfiiggvénye, azaz I, = 1, ha A bekovetkezik és
L4 = 0, ha nem). Ekkor R(g) = P [Y # g(X)], ami g hibdzasanak a valoszintisége.

Becslési problémaknal Y = Y = Rére pedig gyakori valasztas az Lo tavolsag (|| - ||

norma) négyzete, azaz a Cs(y, 1) o Zle lys — vL|* = |ly — ¢/'||* négyzetes koltség. Ekkor

pl. ¥ = R-re R(g9) = E[(Y — g(X))?] a négyzetes kézéphiba.

1.1.1. Bayes-dontés

Vizsgaljuk meg elGszor alaposabban azt az esetet, amikor ) = ) véges, most a tomorség
kedvéért a {0,1} halmaz és a kéltség C'(4,5) = Co(4, j) = Ljizjy. Ekkor

1.1.1. Definici6. i € {0,1}-re az {Y = i} eseményt i-dik hipotézisnek nevezziik. Y a

posteriori eloszlasat az n;(x) “p Y =i|X = 2| a posteriori valdszinidségek adjak meg. g-

D; ={x € X : g(x) = i} osztalyait dontési tartomdnyoknak nevezzik.
A (Dg, Dy) dontési tartomanyok teljesen meghatarozzak a g dontésfiiggvényt, azaz a
dontésfiiggvényt megadhatjuk a dontési tartomanyok rendezett parjaval. ¢ és (Do, D1)

kozott a kapcsolat nevezetesen {g(z) = j} & {x € D;}. Most (L.1)) szerint a lokalis
kockéazat

7(9,7) = Ligm)=13m0(2) + Lg@y=oym (7) = 1 — Lizepyo(®) — Lizen,ym ().

Lathato, hogy a fenti r(g,z)-et olyan ¢ minimalizalja, amely z-et a nagyobb n;(x)-hez
tartozo D; tartoméanyba sorolja (1d. [1.1] tétel alabb).

Legyenek tehat a D} tartoméanyok olyanok, hogy Va € D7 akkor és csak akkor, ha
nj(x) > m_;(x) vagy j = 0 és no(x) = my(x). Tehat g* azt a hipotézist valasztja, amelyik a
valészintibb a megfigyelés ismeretében, azaz g*-ot a maximaélis a posteriori valoszintiségek
megkeresésével hatarozhatjuk meg. Df és D] az X particiojat adjak, tovabba

x € D} = n;(r) = max(no(z), m(z)). (1.2)

1.1.2. Definicio. A fenti (Df, D7) tartoméanyok altal meghatéarozott ¢* dontésfiggvényt
(azaz amire g*(v) = j < x € Dj) Bayes-dintésnek, vagy mazimum a posteriori déntésnek
nevezziik.

1.1. Theorem. A Bayes-dontés Vx-re minimalizdlja a lokdlis kockdzatot, és igy optimdlis.
A minimum értéke r(g*, x) = min(no(z), i (z)).

Tehat a Bayes-dontés (optimaélis) globalis kockazata
R(g*) = Elr(g", X)] = E [min(no(X), 7 (X))] = E [min(n (X), 1 —m(X))].

Ezt Bayes-kockdzatnak vagy Bayes-hibinak is nevezziik. [35 2.1. fejezet|
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1.1.2. Bayes-dontés kozelitése

Az n;(x)-k pontos értékei altalaban ismeretlenek. Tekintsiink egy ilyen szituéciot, amely-
ben azonban a 7;-ket meg tudjuk becsiilni valamely 7; fiiggvényekkel. Az ([1.2))-et teljesits
Bayes-dontés mintajara a (7o, 71 ) fliggvényekhez is hozzarendelhetiink anal6g moédon olyan
g dontéstiiggvényt, amely x esetén a nagyobb 7);(z)-hez tartozé j-re dont, azaz

g(x) = j = n;(x) = max(7jo(z), 1 (2))- (1.3)

(Egyenl6ség esetén tetszéleges elv szerint valasztunk.) g tehat tgy viszonyul az 7);-khez,
ahogy ¢g* az n;-khez. A kovetkezs tétel szerint ha az n;-k jo becslések, akkor g hibaja kozel
lesz g* hibajahoz (kisebb természetesen nem lehet az . tétel alapjan), azaz a szoban
forgd kockazatok kiilonbsége korlatozhato az 7;-k becslési hibajaval:

1.2. Theorem. i € {0,1}-re legyen 7; : X — [0,1] az n; becslése és g egy a (Mo, 71)-hez
rendelt dontésfiigguény. Ekkor

r(g,x) = 7(9%, ) < Na@)ze @) (1o(x) = mo(@)| + [71(x) —m(2)])

€és

R(g) — R(9") < E |Lzx)200(x)) Z 7i(z) —ni(2)|| <E Z 17:(X) — mi(X)]
i€{0,1} i€{0,1}
(1.4)

Ha feltessziik, hogy (7o(x),7:1(z)) minden z € X-re eloszlast alkot, azaz 7g(z) = 1 —
m(x), akkor ezek tovabb egyszertisbdnek a kévetkezSképpen

r(g,2) — (9" 2) < 2Ly zer @yl (2) — m(2)]

R(9) = R(g") < 2B [Lizex)0 00y [ (X) = m(X)[] < 2E [ (X) — m(X)]].

1. példa. Mutassuk meg, hogy 71(X) = E[Y|X]. Tehat ha van egy jo becslésiink Y
feltételes varhato érték fiiggvényére, akkor az ahhoz (1.3]) alapjan rendelt dontésfiiggvény
kozel optimaélis.

Osztalyozas mintakbol

Tegyiik fel, hogy az n;(z)-k ismeretlenek, azonban rendelkezésre all n szamu, az (X,Y)
parral azonos eloszlasu, fiiggetlen minta, azaz az (X1,Y)), (Xa,Ys),..., (X,,Y,) valoszi-
niiségi valtozé parok. Ezek alapjan probaljuk kozeliteni (X,Y) egylittes eloszlasat, az
n;(z)-ket, majd a Bayes-dontést. Ezt a probléméat osztdlyozdsnak (vagy alakfelismerésnek,
bizonyos esetben (feliigyelt) tanuldsnak) is hivjak.

Antos Andras www.interkonyv.hu
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1. fejezet. Aktiv tanulis 4

w

Legyen most X is véges, r;(z) =
becslése az n mintabol. Mivel n;(x

(X =a2,Y =i (x € X,i €{0,1}) és 7(x) az r;(x)
ri(z) /P [X = z], legyen n;(z) kozelitése

~ Tm,(l') .
in\L) = — (S 07 1

n(?) = 5 X =1 {0,1}

és g, a (1.3)) alapjan hozzajuk rendelt dontésfiiggvény. Vegyiik észre, hogy 7, (x)-k valoja-

ban nem igazi meghatérozhato becslések, hiszen a nevezében a P [X = x] valoszintiségeket

nem ismerjiik, azonban nincs is rajuk sziikségiink g,, meghatérozasihoz, hiszen a maximaélis

Nin(x)-t — és igy g, (x) értékét — az a hipotézis adja, amelyikre 7, (z) maximalis.

A[L2 tétel (1.4) alakja szerint

R(G) = R(g) <SE | Y 15in(X) =m(X)| =Y Y |ian(x) —ms(a)|P [X = 2]

ie{0,1} z€X ic{0,1}

=Y > lfml@) —ril2). (1.5)

T€X ic{0,1}

Becsiiljiik 7;(x)-t a megfelels mintabeli relativ gyakorisdgokkal (amely a valoszintiségek
természetes becslése), azaz legyen 7y (z) = £ 31 Iix,—uvi—}. A nagy szdmok erds tor-
vénye szerint amint n — oo, a relativ gyakorisagok 1-valoszintiséggel tartanak a megfelels
valoszintségekhez, azaz Vo € X,i € {0,1}, 7, (z) — ri(z). Ezért jobb oldala 0-hoz
tart 1-valoszintiséggel, és mivel a bal oldalan R(§,) — R(g*) nemnegativ, az is. Igy elja-
rasunkkal a Bayes-hibat ,majdnem biztosan” tetszélegesen megkozelitd (amint n — 00)
hibaja dontésfiiggvény-sorozatot kaptunk. Az osztalyozasban ezt tgy is mondjak, hogy
véges X-ek esetén ez az eljaras erdsen konzisztens.

1. Remark. jobb oldaldnak a vdrhato értékét elemezve kideril, hogy ha a mintdk
szama osszemérhetd az (X,Y) pdr effektiv értékkészletével (vagy kisebb), akkor bdr az
eqyes tagok kicsik, az dsszeq mdr nem lesz az, igy a kapott dontésfiigguény hibavaldszinisége
megbizhatatlannd valik.

1.1.3. Bayes-becslés

Szemben az eddigi 1.1.2] fejezettel, ahol Y = Y véges volt és a 0-1 koltséget vizsgal-
tuk, azaz Y értékét el akartuk donteni, az alabbi fejezetekben ) és Y R tébbnyire végtelen,

s6t folytonos részhalmaza, és C' valamiféle tavolsdgat méri a valodi és a becstilt paramé-
ternek, tehat a hibazas nagysaga is szamit. Ekkor g-t becslésfiigguvénynek is nevezziik. A
probléma tovabbra is az R(g)-t minimalizal6 g : X — ) megtalélésa.

1.1.3. Definicié. Bayes-becslésnek nevezzilkk az optimalis g* becslésfiiggvényeket, azaz
amikre R(¢*) = min, R(g).

Fennall a kovetkezs elégséges feltétel:
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1. fejezet. Aktiv tanulis 5

1.3. Theorem. Ha eqy g* becslésfiigguény lokdlis kockdzatdra
(g, z) = minE[C(Y,y)|X = 2]
yey

minden x € X -re, akkor g* Bayes-becslés.

1.1.4. Regresszios becslés; négyzetes kozéphiba minimalizalas

Legyen Y € R véges szorast valtozo, és vizsgaljuk a C(y,y') = Ca(y,v') = (y — v')?

négyzetes koltséget, azaz keressiik azt a g*-t, amelyre R(g*) = E[(¢*(X) — Y)?] minimalis!
A . tétel szerint, ha r(g*, z) = min,cy E [(Y — y)?|X = 2] minden z € X-re, akkor g*
Bayes-becslés. Definidljuk a regresszids fligguény fogalmat:

1.1.4. Definicio. Regresszios fiiggvénynek nevezziik a pu(r) = E[Y|X = z| fuggvényt,
amely minden z-re Y-nak a feltételes varhato értékét adja, ha X = z.

1.4. Theorem. C = Cy esetén barmely g-re r(g,x) = r(p, z) + (u(x) — g(x))* (Voz € X)
és R(g) = R(p) + E[(u(X) —g(X))?]. Igy ¢*(X) = u(X) 1 valdsziniséggel, vagyis a
Bayes-becslés éppen a regresszios figguény. [59, p. 2]

1.2. Aktiv tanulas fogalma

Mig az eddigi feliigyelt tanulasnal a megfigyelések mind cimkézve voltak, sok mai prak-
tikus probléma esetén cimkézetlen minta b&ségesen és oleson all rendelkezésre, de azokat
igen koltséges cimkével ellatni (pl. weboldalak, kép-, hang-, videémintak). A félig feligyelt
tanulds teriilete azt kutatja, hogyan lehet kihasznélni a cimkézetlen mintakban rejlé in-
formaciot. Ha pedig moédunk van megvalasztani, hogy a mintak melyik részéhez kérjlink
cimkeét, aktiv tanuldsrol beszéliink [23, 29]. Szemben tehét a szokasos passziv modellekkel,
ahol a tanulashoz a cimkéket a tanul6 algoritmustol fiiggetleniil kapjuk, az aktiv tanulas-
nal a tanul6 (dgens) interaktivan valaszthatja ki, hogy melyik adatpontokhoz akar cimkét.
Ettdl azt remélhetjiik, hogy jelentGsen csokkentheti a sziikséges cimkék szamét, ezzel meg-
valosithatobba téve a problémak gépi tanulés révén valdé megoldasat. Mind empirikusan,
mind elméletileg ez a remény bizonyos esetekben indokoltnak tiinik. Akik tanuld algorit-
musokat fejlesztenek vagy hasznalnak, gyakran szembesiilnek azzal az igénnyel, hogy t6bb
cimkére lenne sziikség. Ilyenkor az aktiv tanulés segithet.

2. példa. Aktiv tanulas néhany modern alkalmazasa:

1. Gyogyszerkutatés [I18]: Adott vegyiiletek egy oriési (részben virtualis) gytjteménye,
amelyek egy hatalmas dimenzios térben ifrhatoak le, és koziiliik olyanokat akarunk
talalni, amelyek két6dnek egy adott molekuldhoz. Itt a cimkézetlen adat a vegyiilet
lefrasa, a cimke, hogy kotédik-e, és a cimke nyerése a kémiai kisérlettel torténik.

2. Utcai gyalogos detektélas gépjarmi kameraval [I]: Fel kell ismerni a gyalogosokat
képeken. Itt a cimkézetlen pont a kép gyanus téglalapja, cimke, hogy gyalogos-e, és
a cimke nyerése emberi osztalyozassal torténik.
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1.3. Véges sok kozépérték aktiv tanulasa

Az alabbiakban az egyszeriiség kedvéért az fejezetbeli regresszios becslést (C' = Cy)
vizsgaljuk abban az esetben, amikor X = {1,..., K} véges, Y € [0,1] tetszGleges, Y a
posteriori valészintiségei ismeretlenek, azonban g meghatarozasahoz kaphatunk 6sszesen n
darab fiiggetlen mintat, az {(X, Y;) }1<i<n parokat, amelyekben X;-t — az [1.1.2] fejezettel
ellentétben — aktivan hatarozhatjuk meg, mig az Y;| X, feltételes eloszlasa megegyezik az
Y|X-ével. Ha a tomorség kedvéért X eloszlasat py “p (X = Ek|, p(k)-t g és g(k)-t fign
jeloli, akkor tétel szerint

K

P(fin k) = r(p k) + (ikn — ) (k€ X) &5 R(f) = R(1) + Y prlfin — )™
k=1

A cél tehat az utobbi tagokat minimalizalo fix,-k talalasa, azaz E [r(fi,, k)] és E[R(f,)]
minimalizidland6 tagja

K
L., ¥ E [(fen — 1)?] illetve  L® & ZpkLkn'
k=1

Ezt agy is interpretalhatjuk, hogy a puy (feltételes) varhato értékeket kell becsiilni min-
takbol a becslések Ly, négyzetes kozéphibainak elSirt (és esetleg ismert) p = {pgtrex
stilyozasa mellett. Tobb ,zajos” mennyiség varhato értékének elGirt sulyozas altal megha-
tarozott (vagy egyforma) pontossaggal valo becslése igen alapvets probléma. Illusztréci-
oképpen tekintsiik pl. azt, hogy egy olyan termék minGségét kell vizsgalni, amely K-féle
eltérs koriilmények kozott (opcidk, dllapotok) is miikodtethets, és minden egyes allapotban
a terméket tesztelni kell, hogy az elvart modon viselkedik-e. Egy Y; mérés a k. allapotban
(amikor X; = k) tekinthetd egy zajos jel elgallitasanak tgy, hogy a jel py varhato értéke
megmutatja az eltérést a helyes viselkedéstsl. Mivel a mérések eredményei véletlenszertiek,
minden egyes opcidhoz tobb mérés sziikséges. Ha egy mérés draga (pl. ha az a termék
karosodéaséaval jarhat), akkor minden &llapotban ugyanannyit mérni gyakran pazarlo lehet,
hiszen barmely opciora a becslési pontatlansidg aranyos lesz az adott opcié mérési ered-
ményeinek szorasaval, és igy, ha az egyik opciéra az eredmények nagy szoérasiak, akkor
ezt gyakrabban mérhetjiik annak aran, hogy a kisebb szérasu allapotokban ritkAbban mé-
riink, ezzel kiegyenlitve a becslések mingségét. Ez alapjan azt gyanithatjuk, hogy egy — a
méréseknek az opciokhoz rendelésére vonatkozd — jo algoritmus jelentGs koltségmegtaka-
ritast eredményezhet ahhoz képest, mintha minden egyes opciéra egyforma gyakorisdggal
mérnénk.

Ha a tanulési folyamat utan valamely {1,2,..., K} {6l6tti p eloszlas szerint lesz kivé-
lasztva az a k. opcio, amelyhez tartozo ug-t kell végiil (négyzetes hibaban) megbecsiilni,
akkor a cél az, hogy meghatarozzuk a ug-kat a pi-kal stlyozott pontossiggal, azaz éppen
a fenti L” minimalizalasa.

Ha a tanuléas soran p nem ismert, akkor a hibat — pesszimista megkdozelitést alkalmazva
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— minden esetben a legrosszabb silyozéasra kell minimalizdlnunk, azaz a cél

K
L,, = max Lgp) = max E PrLin, = max Ly,
P P

1<k<K
k=1

minimalizdlasa. Ez azt a kivanalmat fejezi ki, hogy mindegyik opcié becslése egyforman
fontos, amit motivalhat pl. az a lehetséges cél, hogy meghatérozzuk a u-kat ugyanolyan
pontossaggal az allapotok teljes tartoméanyéan a célbol, hogy elgallitsuk a termék minGségé-
nek egyenletesen pontos jellemzését. Az alabbiakban az aktiv tanulas ezen esetét tekintjiik
at.

2. Remark. A probléma egy tovabbi vdltozata meril fel a rétegzett mintavétel teriletén,
amely eqy fontos szordscsokkentd technika a Monte-Carlo becslések teriiletén [43]. Ekkor a
populdcio teljes tartomdnya un. rétegekre van particiondlva. A feladat a p = Zszl W fbk
vdrhato érték becslése, ahol py, a k. rétegbeli varhato érték, {wy} pedig a rétegek sulyait
meghatdtozo adott eloszldas. Ismét barmely adott iddpontban csak eqy opciot lehet tesztelns
(ez megfelel egy adott rétegben vald megfigyelés nyerésének). Legyen fi,, valamely algoritmus
dltal eldallitott n megfigyelésen alapulo becslés. fi, hibdjdt az L =E [(fin — p)?] négyzetes
kozéphiba méri. Feltehetd, hogy a kilonbozd eloszldsokbol jovd megfigyelések fiiggetlenek
eqymastol. Ilyen helyzetben p-t gyakran gy becsilik, hogy eldszor az egyes opciok varhato
értékét becsilik meg, majd kiszdmitjdk [, = Zle Wi flkn-t, ahol g, a p eqy becslése.
A Kiilonbézd opciokbol szdrmazo adatok figgetlensége miatt feltehetd, hogy bdarmely réteg
vdrhato értékét (csak) a beldle rendelkezésre dllo adatok alapjan érdemes becsiilni. Ekkor

(Zwk fin — Mk)] Zka’er Z Wi Wi [(Akn — ) (B — )] -

1<k#k/<K

LW =

A cél ismét az, hogy ez a lehetd legkisebb legyen. Determinisztikus allokdcid esetén (a ki-
l6nbozd rétegekhez tartozé mintadtlagok figgetlensége miatt) a mdsodik, kovariancia jellegi
tag eltinik, igy ekkor L™ = Zszl wiLg,. Ldthatd, hogy ezen veszteség minimalizdldsa
szinte azonos az elzével, csak most a veszteségben py helyett wi-tel silyozunk [I7]. Ha
az allokdcid figg a korabbi mintdktol (Ild. aldbb), a kovariancia tag nem mindig nulla, de
dltaldnosabb esetekben is tobbnyire kicsi.

Barmely 1 < k < K-ra tehat a dontéshozo eldontheti, hogy hanyszor valasztja X; = k-
t, azaz hanyszor general az Y |[{X = k} feltételes eloszlasbol fiiggetlen mintakat. (Ezek
megfelelnek a fenti példaban a vizsgalatok eredményeinek.) A k. opciorol t-edszerre kért
minta értékét jeloljiik Yi,-vel is. Hogy melyik opcidhoz hany mintéat allokdljunk, az szorosan
kapcsolodik a statisztikai optimdlis kisérlettervezéshez is [42, [19].

Azonban most a megfigyeléseket szekvencialisan végezhetjiik: a t. tesztig gytjtott in-
formaciok alapjan dontheti el a dontéshozo, hogy melyik opciét valassza legkozelebb. Ez,
és az, hogy egyszerre csak egy opciot (kart) lehet tesztelni, hasonlit a tébbkarid rablé prob-
lémdkhoz |75, 8] is. Ugyanakkor a teljesitGképességet mérg kritérium mas, mint a rablo-
probléménal hasznalt, ahol a megfigyelt értékeket tekintjiik nyereségnek és a tanulas alatti
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teljesit6képesség szamit. Ugyanakkor latni fogjuk, hogy a klasszikus rablo-problémara jel-
lemz6 felfedezés—kihaszndlds dilemma itt is jelentGs szerepet jatszik.

Mivel p; varhato érték, itt most azt feltételezziik, hogy a jir, becslés a k. opcidé min-
taatlagaként all els:

ahol Ty, = > ;1 Iix,—x) jeloli, hogy hanyszor kértiink megfigyelést a k. opciorol az n.
mintaig.

Tekintsiik a probléma nem szekvencialis valtozatat, vagyis T1,, ..., Tk, el6zetes megva-
lasztésanak kérdését ugy, hogy T, +. ..+ Tk, = n és a veszteség minimalis legyen. Tegyiik
fel egy pillanatra, hogy az eloszlasokat — ismeretlen eltolasok erejéig — ismerjiik. Konkrétan
ez azt jelenti, hogy nem ismerjiik az eloszlasok varhato értékeit, de ismerjiik az eloszla-
sok szorésait és minden magasabb rend@i momentumait. Ebben az esetben nincs értelme a
Tins - - -, Tin-t adatfiiggen valasztani. A megfigyelések fiiggetlensége miatt Ly, = 02 /T,
ahol o7 = Var [Y}1] = Var [Y|X = k]. Az egyszertiség kedvéért feltételezziik, hogy o7 > 0
minden k-ra. Ekkor nem nehéz latni, hogy L, = maxy Lg,-t az a {T} }5 | allokacio
minimalizélja, amelyik az Gsszes Ly, hibat (kozelitSleg) egyenlévé teszi. Igy (kerekitési

kérdésektdl eltekintve)
2

o
* k
Tkn = nﬁ = n/\k,
ahol X2 = "/, o7, aszorasnégyzetek Gsszege, mig A\, = 0} /3? a k. szorasnégyzet és a sz6-
rasnégyzetek Osszegének aranya. A\, adja meg az optimdlis allokdcios ardnyt a k. opcidhoz.
Az ennek megfelel§ veszteség

22

L :
n

n

Tehat az optimalis allokicié kiszamolasédhoz az eloszlasokrol csak a szoérasukat kell tudni.
Az az eset, amikor minden szoras 0 (azaz 32 = 0), érdektelen, igy feltehetd, hogy 32 > 0.

1. gyakorlat. Gondoljuk meg, hogyan terjeszthets ki az optimalis allokaci6 arra az esetre,
amikor egyes (de nem minden) opciok szorasa 0.

1.3.1. Megvalositasi lehet6ségek

Egy jo szekvencialis A algoritmustol azt varjuk, hogy az L¥ hibahoz kozeli L,, = L, (A)
hibat érjen el. Ezért a L, (A) — L hibatobbletet fogjuk tanulmanyozni.

Mivel a k. opcié hibaja, Ly, csak csokkenhet attol, ha egy tjabb megfigyelést kériink
a k. opciorol, az elsd egyszertd otlet, hogy a kovetkezd megfigyelést arrol a k. opcidrol kér-
jiik, amelyiknek a 62, /Ty, becsiilt hibaja a legnagyobb az 6sszes ilyen becsiilt hiba kozott.
Itt ok, a k. opcid szérasanak egy becslése az eddigi mintédk alapjan. Ezzel a modszerrel
az a probléma, hogy a szorast alulbecsiilhetjiik, amely esetben az opciot sokaig nem fog-
juk valasztani, ami megakadalyozza, hogy a szorésbecslést pontositsuk, végss soron nagy
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hibatobbletet eredményezve. Igy egy a rablo-problémak felfedezés-kihasznalas dilemma-
jahoz hasonlé problémaval allunk szemben. Erre egy egyszeri ellenszer biztositani, hogy
a becstilt szorasok konvergaljanak a valédiakhoz. Ez tugy teheté meg, ha az algoritmus
kikényszeriti, hogy minden opciot korlatlan sokszor véalasszunk az id6 mulasaval (amit a
tobbkart rablo irodalomban gyakran kényszeritett mintavétel modszernek neveznek [76]).
Ez tobbféle algoritmussal is megvalosithato:

UCB (Upper Confidence Bound) A tébbkaru rabloknal hasznalthoz [8] hasonlé konfiden-
cia-intervallum fels6 hatéar tipusu algoritmus [16].

GFSP (Greedy Forced Selections with Phases) Novekvs hosszisagu fazisokat vezetiink
be. Minden fazis elején az algoritmus minden opciét pontosan egyszer valaszt, mig
a fazis héatralévs részében minden opcidt a fazis elején kiszamitott, hozza tartozo
szorasnégyzet becslésével aranyosan mintavételez. Ekkor a feladat megvélasztani
a megfelels fazishosszusagokat, amelyek biztositjak, hogy a kényszeritett vélasztas
aranya megfelel6 rataval csokken a novekvs n horizont mellett. Ilyen algoritmust
irtak le és elemeztek [41]-ben rétegzett mintavétellel Gsszefiiggésében. Mig a fazisok
bevezetése lehetdvé teszi a kényszeritett valasztas aranyanak kozvetlen szabalyozasat,
az algoritmus nem inkrementalis.

GAFS (Greedy Allocation with Forced Selections) Moho allokacié kényszeritett valasztas-
sal [7]. Inkrementélis algoritmus, mely a legnagyobb becsiilt hib&ju opciot valasztja,
kivéve, ha valamelyik opci6 erésen alul-mintavételezett. Akkor egy ilyen opcidt vé-

laszt. Az opcidk alul-mintavételezettségére hasznalt definicio Ty, < ay/n valamely
a > 0 allanddval. Lasd részletesen az[1.3.2} fejezetben.

1.3.2. GAFS algoritmus

A pp-nak, illetve o?-nak rendre a

1 Tkt 1 Tkt
(It = 7 Yiis illetve 52 = — Y2i a2 16
Mt Tis ; k kt T - o = M (1.6)

becslését hasznalva a GAFS algoritmus formalis leirasa a kovetkezd:
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GAFS algoritmus

Input: o > 0 - konstans, ami szabélyozza a felfedezés ardnyat
Inicializalas: Az els§ K 1épésben valassz minden kart egyszer
Legyen Ty =1 és 0k = 0 minden 1 < k£ < K-ra
At=K+1,. .. n idSpontokban:

Legyen U; 1 = argming << T 11

Legyen

X Ut—17 ha TUt—ht_l < avy t—1+ 17
= 6’2

' argmax<p<x 7, egyébként

Vélaszd az X; kart és legyen Ty, = T ;1 + Lix,—iy

Figyeld meg a Y; = Yx, 1y, , kimenetet

Szamitsd ki a fir; becslést és 67,-t (1.6) (csak k = X;-re modosul)

3. Remark. Az algoritmus egyetlen paramétere, o hatdrozza meg a felfedezés minimdlis
ardnydt. Altaldban o = 1 megfelel. A szérdsnégyzet becslések inkrementdlisan is szdmit-
hatéak. Az argmin- és argmax-ban dontetlen esetén pl. mindig a széba jovd legkisebb
indexet vdlasztjuk.

A GAFS algoritmus hibatébbletére a kévetkezs eredmény ismert:

1.5. Theorem ([7]). Alkalmas C' > 0 konstansra L,(Agars) — L; < Cn=%/2\/logn.
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2. fejezet

Dimenziéredukcio

2.1. Absztrakt

Adatelemzéseknél az alkalmazhato eljarasokat jelentés mértékben befolyasolja a rendelke-
zésre allo adatok szama és dimenzidja. A sokdimenzios adatok kezelése, dbrazolasa komoly
nehézségeket jelent, ezért fontos az adatok hatékonyabb, kisebb dimenzios abrazolasa. Sok
esetben a sokdimenzios adatok valojaban kisebb dimenzids térben is reprezentalhatoak len-
nének. Ehhez hasznos, ha az adatok strukturajat, az adatok fontos rejtett komponenseit
megkiséreljiik felderiteni, és ezaltal a sokdimenziés adatok kisebb dimenzids reprezenté-
civjat elGallitani. Ez az Osszefoglaldo — a teljesség igénye nélkiill — a dimenziéredukciod
legfontosabb linearis és nemlinearis eljarasairol ad egy attekintést. A hangsilyt a PCA-ra
és ennek valtozataira helyezi, mikozben emlitést tesz néhany tovabbi eljarasrol is.

2.1.1. Kulcsszavak:

Dimenziéredukcio, f6komponens-analizis, altér modszerek, kernel reprezentacio

2.2. Bevezetés

Adatelemzéseknél a megfelel6 modszerek kivalasztasat donté moédon befolyasolja, hogy mi-
lyen adatok allnak rendelkezésiinkre, és az adatokrol milyen ismeretiink van. A kénnyen
hozzaférhets és egyre novekvs szamitési kapacités, tovabbé az olesé adattarolési lehetdsé-
gek miatt egyre inkdbb érdemes a legkiilonb6z6bb tertiletekrsl adatokat gytjteni, minthogy
ezen adatok a vizsgalt teriiletrél — tobbnyire rejtve — fontos ismereteket tartalmaznak. Az
adatelemzési eljarasok feladata dont&en éppen az, hogy segitse kinyerni ezeket a ,rejtett”
ismereteket, segitse a vizsgalt témakorre vonatkozo 1j felismeréseket megfogalmazni.

Az adatgytijtés konnyt és olcso lehetGsége kovetkeztében nagy adathalmazok keletkez-
tek, nagymennyiségi adat all rendelkezésiinkre, melyek elemzésére hatékony modszerek
kidolgozasa valt sziikségessé. Minél teljesebb az adatok jellemzése, annal hatékonyabb
eljarast tudunk kivalasztani.
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Bar az adatok a legkiilénb6z6bb formaban allhatnak rendelkezéstinkre — lehetnek szam-
szerdi adataink, de lehetnek szoveges adataink, illetve képek forméjaban, stb. megjelend
adataink is — a tovabbiakban adatokon mindig numerikus értékek egyiittesét fogjuk érteni.
Az adathalmazunk minden elemét egy szam n-essel jellemezhetjiik, vagyis egy olyan n-
dimenzids x vektorral, mely vektor minden komponense egy (valés) szdm. Abbol indulunk
ki tehat, hogy rendelkezésiinkre &ll {Xi}i]\il ahol x; € R™ Vi-re. Az adatelemzési feladatok
altalaban az adatok ,struktirajanak”, az adatokat leir6 modellnek a felderitését jelentik,
pl. az adatok ,elhelyezkedését” keressiik az m-dimenzios térben, vagy az egyes vektorok
komponensei kozotti esetleges kapcsolatok felderitése a cél.

Adataink legteljesebb jellemzését az jelentené, ha ismernénk az adatok eloszlasat, is-
mernénk az adatok n-dimenzios strtség-, vagy eloszlasfiiggvényét. Feltételezziik tehat,
hogy adataink valészintiségi vektorvaltozok konkrét realizacioi, mely feltételezést leginkabb
az indokolja, hogy az adatok legtobbszor mérések eredményeként sziiletnek, mely mérése-
ket bizonytalanséig is jellemez. Az adatok eloszlasat altaldban nem ismerjiik, legtobbszor
mindossze az adathalmaz elemei allnak rendelkezésiinkre, tehat az N db n-dimenzi6s vek-
tor.

2.3. A dimenzi6é atka

Adott tehat egy n-dimenzios térben N mintapont. Fontos kérdés, hogy milyen viszony-
ban van egymassal az adatok szama, N és az adatok dimenzidja, n. Béar elvileg minden
adatkomponensiink tetszéleges valos szam lehet, a valosagban az adatkomponesek csak
diszkrét értékeket vehetnek fel, vagyis az n-dimenzios téren értelmeziink egy valamilyen
finomsagu térbeli racsot. A lehetséges diszkrét értékek szama a racs felbontasatol és a di-
menziotol fiige. Feltételezve, hogy minden dimenzié mentén M kiilonbozé értékiink lehet,
egydimenziés esetben az Osszes lehetséges diszkrét adat szama M, kétdimenzios esetben
M? és n-dimenzios esetben M™. A lehetséges kiilonboz6 adatok szdma tehét a dimenzio-
val exponencialisan n§. Ahhoz tehat, hogy n-dimenziés adatok mellett a teljes adatteret
egyenletesen kitoltsiik adatokkal, vagyis minden lehetséges diszkrét mintapont az adathal-
mazunkban legalabb egyszer szerepeljen, a dimenziéval exponencialisan novekvs szami
adatra lenne sziikség. Ha n még nem is tekinthetd til nagynak, legyen akar csak né-
hanyszor 10, elfogadhatatlan szdma mintapontra lenne sziikségiink. Pl. M =10 és n=100
mellett ugyan a komponensenként lehetséges diszkrét értékek szama nem nagy, mégis nagy-

sagrendileg 10'%° mintapontra lenne sziikségiink. Ezt szokas a dimenzi6 atkdnak nevezni
(|Bel57]).

2.4. A dimenzioredukcié alkalmazasi teriiletei
A probléma megoldésat az adhatja, ha felismerjiik, hogy adataink az n-dimenziés mintatér
adott tartomanyaban nem egyenletesen helyezkednek el. Bizonyos résztartoméanyokban

stirtisodnek, mig mas helyeken ritkdn vagy egyaltalan nem fordulnak els. Az is lehetséges,
hogy az adataink val6jaban nem is n-dimenziésak, az n-dimenzioés x vektoraink egy n-nél
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sokkal kisebb, m-dimenzi6s altérben is reprezentalhatok lennének. A nehézséget csupan
az okozza, hogy ezen m-dimenzios alteret meghatarozo rejtett valtozokat nem ismerjiik.

A dimenzioredukci6 egyik f6 feladata az ilyen rejtett vdltozok meghatdrozdsa, vagyis
annak az m-dimenzios altérnek a meghatérozasa, melyben val6jaban megjelennek az ada-
taink. A dimenzioredukcié feladatat ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az adatok olyan
kozott meglévs valamilyen hasonlésagot, szomszédsagot megtartja.

A rejtett m-dimenzios reprezentacié lehet az eredeti adataink pontos reprezentacioja.
Ugyanakkor szamos esetben az m-dimenziés altérben nem tudjuk pontosan abrézolni az
adatokat, csak kozelitSleg. Valojaban ilyenkor az eredeti n-dimenzios térbdl egy olyan
m-dimenzios altérbe torténik az adatok vetitése, hogy az eredeti és a vetitett reprezenta-
cioju adatok eltérése valamilyen értelemben minimalis legyen. Ebben a feladattipusban
az adatok kdzelitd, kisebb dimenzids reprezentdciojdat keressiik olyan modon, hogy adott m
mellett a lehetd legkisebb hibaju kozelitést kapjuk, vagy adott hibakorlat mellett a lehetd
legkisebb dimenzids alteret talaljuk meg. Ez a feladat a minimdlis hibdji adattomorités.
Az adattomoritést altalaban az adatok hatékonyabb reprezentécioja céljabol végezziik, de
alkalmazasaval az is lehet a célunk, hogy az eredeti adatokbol a késébbi feldolgozas szem-
pontjabdl lényeges informaciot kiemeljiik, és a lényegtelent elhagyjuk. Az adattomoritést
ekkor lényegkiemelés érdekében végezziik.

Kozelits reprezentaciot kapunk akkor is, amikor az adataink valojaban pontosan ab-
razolhatok lennének egy m-dimenzios altérben, azonban az adatokat terhel§ zaj miatt
hibamentsen ez mégsem teheté meg. Ilyenkor, ha megtalaljuk a legkisebb hibaja kozelité
meg. A feladat ekkor az adatokat terhelS zaj csokkentése vagy eltiintetése.

A dimenzioredukciot olyan céllal is alkalmazhatjuk, hogy az adatainkat konnyebben
megjelenithetd forméban abrazoljuk. A sokdimenziés adatok konnyen attekinthets meg-
jelenitése, vizualizacioja nehezen oldhaté meg, mig legfeljebb 3D-ig konnyen tudjuk szem-
léletesen abrazolni az adatokat. Ilyen alkalmazésokndl a lehetd legkisebb, maximum 3-
dimenzios kozelitd reprezentdciojat keressiik az adatoknak, természetesen most is azon
feltétel mellett, hogy a kozelités hibaja adott hibadefinicié mellett a lehetd legkisebb le-
gyen.

A dimenzioredukcié soran az adatok olyan komponenseit keressiik, olyan rejtett valto-
zokat keresiink, melyek valamilyen értelemben kitiintetettek, vagy onallo jelentéssel rendel-
keznek. Ilyen értelemben az adatok dekomponélasa is a dimenziéredukcios alapfeladathoz
kothets. Az adatok dekompondldsa mindig feltételez egy rejtett adatmodellt, mely mo-
dell megadja a komponenseket és az eredeti adatoknak a komponensekbdl vald elGallitasi
modjat. Az adatok dekomponalasanak egy speciélis valtozata, ha komplex adatok statisz-
tikailag fliggetlen komponenseit szeretnénk meghatarozni.

A dimenzidredukcios feladatok mindegyike értelmezhetd tigy is, mint az adatok olyan
reprezentaciéjanak a keresése, amely soran valamilyen mellékfeltételt is teljesiteni kell:
keressiik adott mellékfeltétel mellett az adatok optimalis reprezentéacidjat. A feladat tehat
az

x, €R" =y, e R" m<n (2.1)

Horvath Gabor www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

2. fejezet. Dimenziéredukcio 14

leképezés megkeresése, ugy hogy valamilyen C(x;,y;) kritérium (esetleg kritériumok) tel-
jesiiljon (teljesiiljenek). A leképezés lehet lineéris, de altalanosan akar nemlinearis is. Az
ilyen tipusu feladatoknal két nehézséggel taladljuk magunkat szemben. Elszor is meg kell
taldlnunk azt a kisebb dimenziés alteret, amelyben az eredeti adatok hatékonyan abré-
zolhatok. Masodszor, ha a megfelelg alteret megtalaltuk, el kell végezziik a bemeneti
adatoknak az altérre vald vetitését.

Az el6bbi az alteret meghatarozo linearis vagy nemlinearis transzformacié definidlasat,
az utobbi a kiindul6 adataink transzformélasanak az elvégzését jelenti.

A dimenzioredukci6 tehéat ugy is értelmezhetd, hogy olyan vetitési iranyt (iranyokat)
keresiink, mely irdnyokra torténd vetités adataink bizonyos fontos jellemzsit (pl. az ada-
tok kozotti hasonlésag, kiilonbozdség, az adatokon értelmezett metrika, stb) megtartjak,
adatok dimenzidja.

Ez az 6sszefoglalo a dimenziéredukcié néhany fontosabb eljarasat tekinti at roviden.
A lineéris eljarasok kozott kitlintetett szerepe van a fé6komponens-analizisnek (principal
component analysis, PCA), mely tobbféle megkozelitésbdl is szarmaztathaté. A nemli-
nearis eljarasok tarhéza igen széles. Itt csak néhany fontosabbat mutatunk be. Ezek
kozott talan a legfontosabb a nemlineéris f6komponens-analizis (NPCA) és ennek is az tn.
kernel véltozata, a kernel f6komponens-analizis (KPCA). A lineéris és nemlineéris f6kom-
ponens-analizissel rokon eljarasok, a f6 altér (principal subspace) meghatarozo eljarasok,
melyek koziill néhanyat szintén bemutatunk réviden. A nemlineéaris dimenziéredukcios el-
jarasok kozé tartoznak a (linearis) f6komponens-analizishez hasonlo {6 gorbe vagy f6 feliilet
(principal curve, principal surface) |Has89| eljarasok, illetve a rejtett nemlinearis feliile-
tet kozelits lokalis linearis bedgyazott feliilet meghatarozasat végzs eljaras (locally linear
embedding LLE) [Row00]| is, melyekre a jelen 6sszefoglalo nem tér ki, csak az irodalomra
utal.

Az adatok komponensekre bontasa, egyes komponensek megtartiasa, mig masok eldo-
basa, szintén dimenziéredukcioként is értelmezhets. Az ilyen eljarésok kozott nagy fontos-
saguak, sok gyakorlati alkalmazasi feladatnal meriilnek fel a fiiggetlen komponens analizis
(independent component analysis, ICA) modszerei, melyeknek egész széles tarhaza ismert
[Hyv01]. Végiil a dimenzioredukeioé témakoréhez is sorolhatok azok a modszerek is, ahol az
keresiink, hogy a hatékonyabb reprezentacié mellett még tovabbi célokat is megfogalma-
zunk. Ilyen tovabbi cél lehet pl., hogy az adatok egyes csoportjai a kisebb dimenzios
térben jol elkiilonithetdk legyenek. Ilyen eljaras az adatok kétosztalyos osztalyozéaséat biz-
tosito linearis diszkriminéns analizis (Linear Discriminant Analysis, LDA), illetve ennek
nemlinearis kiterjesztése [Mcl92]. Az osszefoglald — terjedelmi korlatok miatt — azonban
ezekre az eljarédsokra sem tér ki, csupan utal az irodalomra.
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2.5. F6komponens-analizis (PCA, KLT)

A hatékony abréazolas az alkalmazasi kortdl fiiggGen kiilonbozéképpen definialhato. Adat-
tomoritésnél torekedhetiink arra, hogy az altérbe val6d vetités soran a vektor reprezenta-
cional a kozelité abrazolasbol adodo hiba minél kisebb legyen. Ebben a megkozelitésben
definialni kell valamilyen hibakritériumot, pl. atlagos négyzetes hibat, majd egy olyan,
az eredeti dimenzidszamnal kisebb dimenziés altér megtalélasa a feladat, amelybe vetitve
a kiindul6 vektort a kritérium szerint értelmezett reprezentacios hiba a lehetd legkisebb
lesz. Més feladatnal, pl. felismerési vagy osztéalyozasi feladatot megeléz6 1ényegkiemelés-
nél a reprezentacio akkor tekintheté hatékonynak, ha az altér dimenzi6ja minél kisebb,
mikozben a kozelit reprezentacidoban mindazon informécié megmarad, amely a felismerés-
hez, osztalyozéshoz elegendd. Ebben az esetben tehat nem kovetelmény a kiindulé vektor
minél kisebb hibaju reprezentalasa, csupan arra van sziikség, hogy olyan kisebb dimen-
zi6s abrazolast kapjunk, amely a feladat szempontjabol sziikséges 1ényeges informéciokat
megtartja.

E feladatok megoldasara univerzalis eljaras nem létezik. Altalaban a megfelels altér
feladat- és adatfiiggs, tehat a tényleges feladattol fiiggetleniil elére nem meghatarozhato,
és mind az altér meghatarozasa, mind a transzforméacié elvégzése meglehetésen szamitas-
igényes.

A lineéris adattomorits eljardasok kozott kitiintetett szerepe van a Karhunen—Locve-
transzformdcionak (KLT), amely az eredeti jeltér olyan ortogonélis bazisrendszerét és az
eredeti vektorok ezen bézisrendszer szerinti transzformaltjat hatarozza meg, amelyben az
egyes béazisvektorok fontossaga kiilonboz. Egy n-dimenziés térbdl kiindulva az 4j bazis-
vektorok koziil kivalaszthato a legfontosabb m < n bézisvektor, amelyek egy m-dimenzios
alteret hataroznak meg. Egy vektornak ezen altérbe esé vetiilete az eredeti vektorok
kozelité reprezentéicidjat jelenti, ahol a kozelités hibaja atlagos négyzetes értelemben a
legkisebb, vagyis a KLT a kozelit6 reprezentacié szempontjabol a linearis transzformaciok
kozott optimalis bazisrendszert hataroz meg.

A KL-transzformécio mitikodését illusztralja a 2.1 abra. A transzformacio feladata az
eredeti z1, x5 koordinatarendszerben abréazolt adatokbol kiindulva az y,, ys koordinata-
rendszer megtalalasa, majd az adatoknak ebben az 1j koordinatarendszerben val6 meg-
adasa. Lathato, hogy mig az eredeti koordinatarendszerben a két komponens fontossiga
hasonlé, addig az 1j koordinatarendszerben a két komponens szerepe jelentGsen eltér: y;
mentén joval nagyobb tartomanyban szorodnak a mintapontok (a mintapontokrol az y;
iranyt komponens sokkal tobbet mond el), mint y, mentén, tehat az egyes mintapontok
kozotti kiilonbséget az y; koordinatédk jobban tiikrozik. Amennyiben az adatok egydi-
menzios, kozelité reprezentaciojat kivanjuk elGallitani célszertien y;-t kell meghagynunk
és yo-t eldobnunk; igy lesz a kozelités hibaja minimalis. A KL-transzformacié szokésos el-
nevezése a matematikai statisztikiban faktoranalizis vagy f6komponens-analizis (principal
component analysis, PCA). Egy x vektor y; és y, iranyu vetiileteit f6komponenseknek is
szokas nevezni. Kozelits reprezentacional a f6komponensek koziil csak a legfontosabbakat
tartjuk meg, a tobbit eldobjuk. Az abran lathato esetben ez azt jelenti, hogy egy x vektor
legfontosabb f6komponense az y; tengely iranyu vetiilete. A f6komponens-analizis fontos
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2.1. abra. A Karhunen—Lodve-transzforméacio

tulajdonsaga, hogy az egyes komponenseket itt fontosségi szempont szerint rangsorolva
hatarozzuk meg.
A KL-transzformacié és optimalitasa

A KL-transzformécio alapfeladata a kovetkezd: keressitk meg azt az ortogondlis (orto-
normalt) béazisrendszert, amely atlagos négyzetes értelemben optimaélis reprezentaciot ad,
majd e bazisrendszer segitségével végezziik el a transzformaciot. Az eddigiekhez hasonléan
diszkrét reprezentacioval dolgozunk, tehat a bemeneti jelet az n-dimenzios x vektorok
képviselik, a transzforméciot pedig egy T matrixszal adhatjuk meg.

E szerint a transzformalt jel (y) elgallitasa:

y = Tx, (2.2)
ahol a T transzformacioés métrix a ¢; bazisvektorokbol épiil fel:
T = [‘P17902,-'-74Pn]T (23)
Mivel bazisrendszeriink ortonormalt, ezért:
@i @i =0;, ebbdl adédéan T'T =1, vagyis T =T . (2.4)

Feladatunk legyen a kovetkezd: x kozelits reprezentéaciojat (x) akarjuk elgéallitani agy, hogy
a kozelités négyzetes hibajanak varhato értéke minimaélis legyen. Mivel x elGéallithato, mint
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a ; bazisvektorok lineéaris kombinéci6ja
N (25)
i=1
ahol y; a ¢; iranyu komponens nagysaga, és mivel a kozelit§ reprezentécio
X = iyigoi m < n, (2.6)
i=1

a négyzetes hiba varhato értéke felirhato az aldbbi forméban:

n m 2 n
E=E{lx-xl7} =E{|D_mei—md el o= > E{w)} (2.7)
i=1 i=1 F i=m+1
ahol ||.||» a Frobenius normat jeléli. Tovabba, mivel

a kovetkezd Osszefliggés is a fenti hibat adja meg:

e E{@xE" )= > wlE{xx" oi= > o Rupi,  (2.9)

i=m+1 i=m+1 i+m—+1

ahol Ryx az x bemenet autokorrelaciés matrixa. A tovabbiakban feltételezziik, hogy
E{x}=0, ekkor Ryx helyett C,x, vagyis x kovarianciamatrixa szerepel a négyzetes hi-
ba kifejezésében.
Ezek utan keressiik azt a ¢; bazist, amely mellett €2 minimélis lesz. Ehhez az sziikséges,
hogy teljesiiljon a
CxxPi = \ipi, (2.10)

osszefliggés |Dia96|, vagyis a KLT béazisrendszerét alkot6 p; vektorok a bemeneti jel au-
tokovariancia matrixanak sajatvektorai legyenek. A kozelité, m-dimenzios reprezentacio
esetén elkdvetett hiba ilyenkor

e = i @i Cxtpi = i ©; Nipi = i Aiy (2.11)

i=m-+1 i=m-+1 i=m+1

ahol a \; értékek az autokovariancia matrix sajatértékei, ahol \; > 0 Vi-re. Minimélis
hibat nyilvanval6an akkor fogunk elkovetni, ha a Osszefiiggésben a \; sajatértékek
(i=m-+1,...,n) a matrix legkisebb sajatértékei, vagyis a kozelit, m-dimenzios reprezen-
tacional az autokovariancia matrix elsé m legnagyobb sajatértékéhez tartozo sajatvektort,
mint m-dimenziés bazist hasznaljuk fel. A bemeneti jel ezen vektorok irdnyaba esd vetiile-
tei lesznek a f6komponensek (innen ered a f6komponens-analizis elnevezés). Megjegyezziik,
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hogy a KL-transzforméacié korrelédlatlan komponenseket eredményez, vagyis a transzfor-
malt jel autokovariancia matrixa diagonal méatrix, melynek féatlojaban a \; sajatértékek
vannak.

A KLT egy kétlépéses eljaras: elGszor a bemeneti jel autokovariancia matrixat, és ennek
sajatvektorait és sajatértékeit kell meghatarozni, majd ki kell valasztani a legnagyobb m
sajatértéknek megfelel6 sajatvektort, amelyek a megfelel6 altér bazisvektorait képezik. A
bézisrendszer ismeretében lehet elvégezni masodik 1épésként az adatok transzformaciojat.

A sajatvektor(ok) meghatarozasara szamos modszer all rendelkezésiinkre. A klasszi-
kus megoldasok a C kovariancia matrixbol indulnak ki, mig mas eljarasok kozvetleniil az
adatokbol dolgoznak, C meghatarozéasa nélkiil.

2.5.1. F6komponens- és altér-meghatarozé eljarasok

A legfontosabb f6komponens iranyat meghatarozo sajatvektor a fentiektdl eltérGen, szélsé-
érték-keress eljarés eredményeként is szarmaztathato, minthogy a bemend sztochasztikus
vektorfolyamat mintainak a legnagyobb sajatvektor irdnyaban vett vetiilete varhato érték-
ben maximumot kell adjon. Keressiik tehat f(w) = E {y?} maximumat w fiiggvényében
azzal a feltételezéssel, hogy ||w||, = 1.

E{y’} w'Cw
flw) = W (2.12)
A osszefiiggest Rayleigh-hanyadosnak is nevezik [Gol96b], mely ha w a C matrix egy
sajatvektora, a hanyados a megfelels sajatértéket adja. Ebbdl is kovetkezik, hogy
w szerinti maximuma a legnagyobb, minimuma a legkisebb sajatértéket eredményezi.

A maétrix explicit ismerete nélkiil is van mod a f6komponensek meghatarozasara. Eb-
ben az esetben olyan iterativ eljarast alkalmazhatunk, mely kozvetleniil az adatokbol, a
kovariancia matrix kiszamitésa nélkiil adja meg a legnagyobb sajatértékhez tartozo sajat-
vektort és legfontosabb f6komponenst. Az iterativ eljaras az tn. Oja-algoritmus [Oja82|:

wilk + 1) = [wik) + ux(k)y(k)] [1 — (k) + O(u2)] = wik) + py(k) (k) Bl

2.13
ahol w(k) az iterativ algoritmus eredménye a k-adik iteracioban, u pedig egy skalar egyiitt-
hatd. Az eljaras megfelel§ © megvalasztasa esetén bizonyitottan konvergél a legfontosabb
sajatvektorhoz, bar a konvergencia altalaban elég lassu.

A Rayleigh-hanyados maximalizédlasa, illetve az Oja-algoritmus csak a legfontosabb
sajatvektort eredményezi. A kiilonb6z6 alkalmazasokban a legfontosabb sajatvektornak
és az ebbe az irdnyba es f6komponensnek a meghatarozasa altaldban nem elegendd. Olyan
halozatot szeretnénk kapni, amely n-dimenziés bemenetbdl kiindulva az m legfontosabb
sajatvektor (m<n) meghatarozasara képes.

A Osszefliggés alapjan olyan hierarchikus szamitasi rendszer alakithato ki, mely
egymast kdvetGen szamitja ki rendre a legfontosabb, a masodik legfontosabb, sth. sajatvek-
torokat. Ez a megkozelités mind a Rayleigh-hanyados alapjan, mind az Oja-algoritmussal
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végzett szamitasnal alkalmazhatd. Az Oja-algoritmusbol kiindulva a hierarchikus szami-
tasi eljaras egyetlen iterativ Osszefiiggéssel is leirhato:

Wk +1) = W(k) + p [y (k)x" (k) — LT(y (k)y” (k)W ()] (2.14)

ahol LT(A) az A maétrixbol képezett alsé haromszogméatrixot jeloli. Ez az un. altalanosi-
tott Hebb-algoritmus (Generalized Hebbian Algorithm, GHA) [San89|. Az Gsszefiiggésben
W az autokovariancia matrix osszes sajatvektorat tartalmazo matrix, legalabbis megfelels
1 megvalasztasa esetén az eljaras ehhez a matrixhoz konvergél.

A f6komponenseket meghatarozo eljarasok mellett sokszor elegendd, ha nem a tényleges
f6komponenseket, vagyis a legfontosabb sajatvektorok iranyaba esé vetiileteket hatéroz-
zuk meg, hanem csupan azt az alteret és ebbe az altérbe esé vetiiletet, amelyet az els6 m
legfontosabb sajatvektor feszit ki. Az alteret nemcsak a sajatvektorok hatérozzak meg,
hanem barmely bazisa. Azokat az eljarasokat, amelyek az alteret és a bemeneti vektorok
altérbe esd vetiileteit meghatarozzak, de a sajatvektorokat nem, altér (subspace) eljara-
soknak nevezziik.

A osszefiiggéssel megadott Oja-algoritmus egyszertien moédosithaté olyan modon,
hogy ne a legfontosabb f6komponens meghatarozasat végezze, hanem az els6 m sajatvek-
tor altal kifeszitett altérbe vetitsen. Az algoritmus tehat atlagos négyzetes értelemben
minimalis hibaju kozelitést eredményez, ha az eredeti Oja-szabalyt egy m-dimenziés y
kimeneti vektorra alkalmazzuk. Az eredmény az Oja-altalanositott szabaly [Oja82]:

AW = [WXXT — (WXXTWT) W], (2.15)

ahol W = [wy, wo, ..., W M]T az m-kimeneti rendszer sulyvektoraibol, mint sorvektorokbol
képezett méatrix.

Az Oja-altér halozat egy n-bemeneti—m-kimenett halézat. Mivel az Oja-altér halo
sulyvektorai nem a sajatvektorokhoz konvergalnak, hanem a sajatvektorok altal kifeszitett
tér egy bazisdhoz, az altalanositott Oja-szabalyt Oja-altér szabalynak is szokas nevezni.

Az altér feladatot az el6bbiekts] lényegesen eltérs szemlélet alapjan is meg tudjuk
oldani. Minthogy az altérre vetités egy lineéris transzforméacio, az m-dimenzioés altérbdl az
eredeti n-dimenzids térbe vald ,visszavetités” is elvégezhets egy linearis transzformécioval.
A két transzformécio ered@jeként a kiindul6 adatoknak az eredeti n-dimenziés térbeli
kozelits reprezentacidjat kapjuk. A vetités eredménye:

y = Wx, (2.16)
ahol W a vetités mxn dimenziés matrixa, mig a visszavetitésé:
x = Vy, (2.17)

ahol a visszavetitést a V nxm dimenzios matrix definialja. Altalaban VW # I, vagyis x #
x. Ekkor olyan W és V meghatérozasa a feladat, hogy hasonléan a ([2.7)) dsszefiiggésben
megfogalmazott esethez, a rekonstrukcioé hibaja

e?=E{|lx—x|%} (2.18)
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legyen minimalis. Ez egy olyan tébbrétegii perceptron neurélis halézattal [Hor06] is meg-
valosithato, mely neuralis héalozat linearis neuronokbol épiil fel (hiszen x és y, illetve y
és x kozott linearis transzformaciot kell megvaldsitani) és autoasszociativ modon miiko-
dik, vagyis adott bemenetre valaszként magéat a bemenetet varjuk. Amennyiben a rejtett
rétegbeli neuronok szama (m) kisebb, mint a bemenetek (és ennek megfelelGen a kimene-
tek) szama (n), akkor a rejtett rétegbeli neuronok kimend értékei a bemenet tomoritett

(kozelits) reprezentaciojat adjak (1d. abra).
bemenet: x rejtett rétep kivant kimenet = bemenet

kimenete: v

n
rejtett réteg kimeneti réteg (tanulasnal )
m NEUron 71 neuron
(a halozat 1gazi kimenete: v)

2.2. abra. Linearis tobbrétegii perceptron, mint adattéomorité autoasszociativ halé

A rejtett réteg képezi a halo ,sziik keresztmetszetét”. Ha a halot a szokésos hibavissza-
terjesztéses algoritmussal tanitjuk, a héalo altal elGallitott kimenet (y) atlagos négyzetes
értelemben kozeliti a halé bemeneti jelét (x). A halo kimeneti rétege a rejtett rétegbeli
m-dimenzios reprezentaciobdl allitja vissza az n-dimenziés kimenetet, tehat a rejtett réteg
kimenetén a bemendgjel kisebb dimenzios altérbe vett vetiiletét kapjuk meg, olyan médon,
hogy e kozelité abrazolasbol az eredeti jel a legkisebb atlagos négyzetes hibaval allithato
vissza. Az altér linearis neuronok mellett bizonyitottan [Bal89] a megfelels KLT alteret
jelenti, de az altérben a bazisvektorok — a W transzformacios matrix sorvektorai — nem
feltétleniil lesznek a sajatvektorok. Megjegyezziik, hogy ez az autoasszociativ neuronhélos
megoldas is alkalmas lehet a valodi f6komponensek meghatarozasara, amennyiben a halo
csak egy rejtett neuront tartalmaz. Ebben az esetben a tanitas sordn ennek a neuron-
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nak a kimenete a legfontosabb f6komponenshez, a neuron sulyvektora pedig a legnagyobb
sajatértékhez tartozo sajatvektorhoz fog konvergalni. Ha tobb f6komponenst szeretnénk
meghatarozni, akkor az el6bbiekben emlitett hierarchikus rendszerrel itt is meghatéroz-
hatok az egymast kovets sajatvektorok és f6komponensek. Ehhez minddssze arra van
sziikség, hogy egyetlen héalo helyett m halot alkalmazzunk, melyek bemeneti vektorai az
eredeti bemenetkbdl a mar meghatarozott f{6komponensek figyelembevételével szdrmazta-
tott bemeneteket kapjék.

2.6. Nemlinearis dimenziéredukciés eljarasok

A PCA lineéris transzforméaciot végez, a koordinatarendszer olyan forgatasat végzit, mely-
nek eredményeként az eredeti koordinatarendszerrél a C métrix sajatvektorainak koordi-
natarendszerére tériink at. Az 10j koordinatarendszerben az egyes iranyok ,fontossagét”
a sajatvektorokhoz tartozo sajatértékek adjak meg. Ha a sajatértékek jelent&sen kiilon-
boznek, lehetGségiink van az adatok dimenzidjat redukalni ugy, hogy atlagos négyzetes
eltérés értelemben a redukcié kovetkeztében elkévetett hiba minimélis legyen. A legna-
gyobb m sajatértékhez tartozo, ,legfontosabb” sajatvektort tartjuk meg, és az igy kapott
m~dimenzios térre vetitjiikk a mintapontjainkat. Az altér algoritmusok ugyan nem a sajét-
vektorokat hatarozak meg, de itt is a sajatvektorok altal meghatarozott altér megtalalasa
a feladat, melyet szintén egy megfelel§ linearis transzformacio biztosit.

Ha a sajatértékek kozel azonosak, akkor a sajatvektorok meghatarozésa egyre kevésbé
lesz definit, raadasul nem talalunk olyan kitiintetett, ,fontos” iranyokat, melyek szerepe a
tobbi iranynél nagyobb az adatok reprezentalasa soran. Szemléletes kétdimenzids példa
erre az estre, ha az adatok egy spiral vagy egy parabola mentén helyezkednek el .
abra).

Az abrabol lathato, hogy az adatok valojaban egydimenzidsak vagy kozel egydimenzio-
sak, a rejtett dimenzié meghatarozasa azonban lineéris transzforméacioval nem lehetséges.
Hasonl6 helyzetet mutat a [2.4] abra, ahol a haromdimenziés tn. swissroll adatokat ab-
razoltuk. Az adatok valojaban itt sem haromdimenzidsak, egy rejtett kétdimenzios altér
(nemlineéris feliilet) megtarozéasa, és erre az altérre valo vetités ad lehetGséget a dimen-
zioredukciora.

Az ilyen feladatoknal az adatok az eredeti n-dimenzios térbeni reprezentéicionél egy ki-
sebb m-dimenzids térben is reprezentélhatok, akar hibamentesen is, amenynyiben a rejtett
m~dimenzios teret meg tudjuk hatarozni. A megoldéshoz az adatoknak olyan nemlinearis
transzformécidjara van sziikség, hogy a transzformalt térben az adattomorités, dimenzio-
redukcié mar linearis eljarasokkal elvégezhets legyen. A ® nemlineéris transzformacié az
eredeti bemeneti térbdl egy tn. jellemzétérbe transzformal:

®:R" = F, x — X = ®(x) (2.19)

A jellemzGtérben — ha a nemlinearis transzformaciot megfelelGen véalasztottuk meg — mar
alkalmazhatok a linearis modszerek, pl. a f6komponens-analizis (PCA). A teljes eljaras
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2.3. abra. Kétdimenziés mintakészletek, ahol a linearis dimenziéredukcié nem miikédik

2.4. 4bra. Nemlineédris dimenzioéredukcio
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azonban az eredeti térben nemlinearis, ezért szokas nemlinearis f6komponens-analizisnek
(NPCA) is nevezni.

A nemlineéris f6komponens-analizis eljarasoknal is — hasonléan a linearis eljarasokhoz
— olyan 1j koordinatarendszert keresiink, melynek egyes koordinatai jelentés mértékben
eltérs fontossaguak az adatok elGallitasaban. A kétféle eljaras kozotti alapvets kiilonbség,
hogy itt a megfelel§ transzformacioé keresését nem korlatozzuk a lineéris transzformaéci-
ok korére. Ezt elvben ugy tessziik, hogy a nemlineéris feladat megoldasat két lépésben
végezzik el: el6szor az adatokat a jellemzétérre képezziik le alkalmasan megvalasztott
nemlinearis transzformécioval, majd a linearis PCA-t a jellemzstérben alkalmazzuk.

A modszer nehézségét mar linearis eljarasnal is az okozta, hogy a transzformacié bazisa
a kiindulé adatok fiiggvénye. Nemlinearis esetben a megfelels transzformacié megtalalésa
és hatékony megvalositasa még nehezebb feladat.

A kovetkezGkben egy nemlineéris eljarast mutatunk be. Az itt alkalmazott nemlinearis
transzformécio altalaban a bemeneti térnél sokkal nagyobb dimenzios jellemz&teret ered-
ményez, azonban a jellemzétérbeli f6komponens-analizist nem ebben a térben, hanem az
ebbdl szarmaztatott tin. kernel térben tudjuk megoldani. Itt tehéat nincs sziikség a jellem-
z6térbeli transzforméacio explicit definidlasara és a jellemzo6térbeli reprezentacié meghatéa-
rozasara. Az un. kernel triikk segitségével ugyanis a jellemz&térbeli {6komponens-analizis
elvégezhets a kernel térben is. Az tun. kernel PCA célja az adatokban meglévs rejtett
(nemlineéris) struktira meghatarozasa. A kernel PCA tehéat nem feltétleniil dimenziore-
dukciéra szolgél, bar a nemlinearis dimenziéredukcidonak is hatékony eszkoze.

2.6.1. Kernel PCA

A PCA soran a bemeneti térben kerestink f6komponenseket gy, hogy a bemenetek meg-
térben keres f6komponenseket, hanem el6bb a bemeneti vektorokat nemlinearis transzfor-
macioval egy in. jellemz&térbe transzformaélja, és itt keres f6komponenseket.

Az eljaras bemutatasihoz a kovetkezd jelolésekbdl induljunk ki. Jeldljiik a bemeneti
térbdl a jellemzbtérbe vald nemlinearis transzforméciot ®-vel. A bemeneti tér lehet pl. a
valos szam n-esek tere, R", ekkor a nemlinearis transzformacio R"-bél egy F' jellemzétérbe
képez le:

®:R" — F, x = X = ®(x) (2.20)

Az F jellemz6tér tetszélegesen sokdimenzios, akar végtelen dimenzios tér is lehet. Tételez-
ziik fel, hogy az F' térben is fennall, hogy Z,]CVZI ® (x;) = 0, ahol N a bemeneti vektorok
szama. Becsiiljiik a jellemzétérbeli kovarianciamatrixot a véges szama mintapont (jellem-
z6térbeli vektor) alapjan:

. 1 & .
C=+ jzl ® (x;) @ (x;)". (2.21)

A jellemzétérbeli f6komponensek meghatarozésahoz el6szor most is meg kell hatdroznunk a
kovarianciamatrix nemnulla sajatértékeit és a megfelels sajatvektorokat, melyek kielégitik

Horvath Gabor www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

2. fejezet. Dimenziéredukcio 24

a szokasos sajatvektor-sajatérték egyenletet:
2V =CV, (2.22)

majd a jellemzdtérbeli f6komponenseket a ®(x) jellemzétérbeli vektorok és az egységnyi
hosszusagiura normalt V sajatvektorok skalar szorzataként kapjuk.

A sajatértékek és a sajatvektorok meghatarozésahoz hasznos, ha felhasznaljuk, hogy a
C kovarianciamatrix sajatvektorai a jellemzétérbeli vektorok altal kifeszitett térben van-

nak:
N

V=> a®(xi), (2.23)
i=1
tehat léteznek olyan «; (i=1,...,N) egyiitthatok, melynek segitségével a sajatvektorok
elgallithatok a bemeneteket a jellemzGtérben reprezentald vektorok sulyozott 0sszegeként.
A Osszefiiggés felhasznaldsaval azonban meg tudjuk mutatni, hogy a jellemzétérbeli
fékomponensek anélkiil is meghatarozhatok, hogy a bemeneti vektorok jellemzétérbeli
reprezentaciojat meghataroznank.
Ennek érdekében tekintsiik a kdvetkezd egyenletet:

AT (x,)V =& (x,)CV, k=1,...,N. (2.24)

Helyettesitsiik ebbe az egyenletbe C (2.17) és V (2.23) osszefiiggését. Ekkor minden
k=1,..., N-re a kdvetkez6t kapjuk:

N N
A Z a; ® (x3) @ (x;) =N Z a; ®7 (x; Z ® (x;) 7 (x;) @ (x;) . (2.25)
i=1 j=1

Vegyiik észre, hogy ebben az 6sszefliggésben a jellemzotérbeli ®(x) vektorok mindig csak
skalar szorzat formajaban szerepelnek.
Definialjunk egy N x Nméretd K kernel matrixot, melynek (4,j)-edik eleme:

Ezzel a ([2.25]) Osszefiiggés az alabbi tomor forméaban is felirhato:
N)Ka = K*a, (2.27)

ahol az a oszlopvektor az «; i=1,...,N egyiitthatokbol all. K szimmetrikus matrix, és ha
megoldjuk a kovetkezs sajatvektor-sajatérték problémat:

Nla = Kea, (2.28)

ahol az a vektorok K sajatvektorai és a NA értékek a sajatértékek, a megoldas kielégiti
a egyenletet is. Jeloljiik K nemnulla sajatértékeit nagysag szerint sorbarendezve
A < Ay < ... < Ay-vel, a hozzajuk tartozod sajatvektorokat pedig eV, ... a™)-vel,
és legyen A, az els6 (legkisebb) nemnulla sajatérték. (Ha feltételezziik, hogy ®(x) nem
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azonosan 0, akkor mindig léteznie kell egy ilyen \,-nek.) Normalizaljuk az a®, ..., a®)

sajatvektorokat, hogy az F' térben a kovetkezs egyenlGség teljesiiljon k=r,... N-re:
VARG (2.29)
Ez a kovetkezs normalizalési feltételt szabja az a sajatvektorokra:
N
k) (k
1= Z 045 )oz](- ) pT (x;) ® (x;)
ij=1

N

ij=1

- )\ka(k)Ta(k).

(2.30)

A f6komponensek meghatarozésa utan sziikségiink van még a jellemzGtérbeli vektorok
sajatvektorok szerinti vetitésére. Legyen x egy tesztpont, ®(x) képpel F-ben, ekkor

N N
VB (x) =Y o (x) @ (x) = Y VK (x;,%). (2.31)
=1 =1

A jellemzéGtérbeli f6komponens tehat a kozvetleniil a kernel értékek fiiggvényében kifejez-
hetd, anélkiil, hogy a ®(x) nemlinearis leképezéseket meg kéne hatarozni. Tehat itt is a
kernel triikkkot alkalmazhatjuk, ha a nemlinearis PCA szamitasat nem a ®(x) nemlinearis
leképezések rogzitésével, hanem a K matrix (a kernel fiiggvény) megvélasztasaval végez-
ziikk. A kernel PCA-nal tehat nem a ®(x) nemlineéris leképezésekbdl, hanem a kernel
fiiggvénybdl indulunk ki. A kernel fiiggvény implicit moédon definidlja a jellemzGtérbeli
leképezést.

Osszefoglalva a kovetkez6 teendink vannak a fékomponensek meghatarozésa soran.
El6szor meg kell valasztanunk a kernel fliggvényt, majd meg kell hataroznunk a K mat-
rixot. Ennek a méatrixnak kell kiszamitanunk az a'® sajatvektorait. A sajatvektorok
normalizalasat kdvetGen hatarozhatjuk meg a bemeneti vektorok jellemzétérbeli f6kompo-
nenseit a Osszefiiggés felhasznalasaval.

Az eljaras 6 elénye abban rejlik, hogy a ®(x) fliggvény ismeretére nincs sziikségiink,
tovabba, hogy mig az eredeti PCA soran a kovarianciamatrix mérete a bemeneti dimen-
ziotol fligg, addig itt a K matrix méretét a tanitopontok szama hatarozza meg. Linearis
PCA-nal legfeljebb n sajatvektort és igy n f6komponenst taldlunk, ahol n a bemeneti vek-
torok dimenzi6ja. Kernel PCA-nal maximum N nemnulla sajatértéket kaphatunk, ahol N
a mintapontok szama.

A nulla varhatoérték biztositasa a jellemzGtérben A korabbiakban tényéként ke-

zeltiik, hogy az F térben igaz a Zivzl ® (x;) = 0 megallapitas. Ez nyilvanvaloan nem
lehet igaz minden ®(x) fiiggvényre, igy sziikséglink van arra, hogy a ®(x) jellemzstérbeli
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vektorokat is 0 atlagértékiivé transzformaljuk. Ez megoldhato, ha a vektorokbol kivonjuk
az atlagukat:

d(x;) = ® (x;) — S > @ (xi). (2.32)

Az eddigi megéllapitasok szerint most ez alapjan kell meghatarozni a kovarianciamétrixot,
illetve a

matrixot az F térben. Az igy kapott K métrix sajatérték-sajatvektor rendszerét kell
meghataroznunk: 3 .
A = Ka, (2.34)

ahol & a sajatvektorok egyiitthatoit tartalmazza a kovetkezé formaban:
-~ N ~
V=> a®(x). (2.35)
i=1

A K matrix kiszamitasa a definicios Osszefiiggés szerint azonban nem lehetséges a modo-
sitott jellemzotérbeli vektorok ismerete nélkiil. LehetGségilink van viszont arra, hogy a K
métrixot K-val kifejezziik.

Hasznéljuk a kovetkez6 jeldléseket: K = (®7 (x;) - ® (x;)), 1;; = 1 minden i, j-re és
(In);; = 1/N. Ezek utén K szamitésa:

N N
- 1 1
R (IR oE1) IR S 2] )
p=1 k=1
N N N
1 1 1 (2.36)
= Kij = 5 D Lok — 5 D Kanlws + 53 D LinBnlig
p=1 k=1 p,k=1

= (K- 1yK+Kly+1yKly),; .

Most mér kiszamithatok a sajatértékek és a sajatvektorok, a f6komponensek szamitasa
pedig ugyanaz, mint a nem koézpontositott adatok esetében.

Jelvisszaallitas Mivel a kernel PCA a jellemz6térben hataroz meg f6komponenseket,
ni. Viszont a kernel triikk miatt valojaban nem is dolgozunk a jellemz6térben, hiszen a
jellemzétérbeli vetiileteket is meg tudjuk hatarozni a kerneltérbeli reprezentacio segitsé-
gével. Ha azt szeretnénk tudni, hogy mi a jellemzGtérbeli kozelits reprezentacié hatasa a
bemeneti térben, akkor a jellemzs&térbeli f6komponensekbdl vissza kell allitanunk a jelet a
bemeneti térben. Ez a feladat egyéltaldn nem triviélis, s6t nem is feltétleniil egyértelmd.
A visszaallitasra Sebastian Mika [Mik99] és munkatérsai javasoltak kozvetett eljarast. E
szerint a bemeneti térben keresiink olyan vektort, amelynek jellemzétérbeli f6komponensei
minél inkdbb hasonléak a visszaallitand6 adatok f6komponenseihez.
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Jeloljiik az eredeti adatok m f6komponens alapjan kapott jellemzGtérbeli kozelits rep-
rezentaciojat X,,-mel. Ekkor

Xy => BVH (2.37)
k=1

vagyis a kozelité reprezentacio a jellemzétérbeli sajatvektorok linearis kombinaciojaként
allithato els. A visszaallitashoz olyan bemenetet keresiink, melynek a jellemzétérbeli képe
minél kisebb mértékben tér el X,,-t6l. E mogstt az a feltevés all, hogy ha két vektor
jellemzdtérbeli reprezentacidja kozott az eltérés kicsi, akkor a bemeneti térben is kicsi a
koztik 1évs eltérés. Négyzetes hibakritériumot alkalmazva ez azt jelenti, hogy keressiik
azt az X bemeneti vektort, melyre

(2.38)

minimélis. Behelyettesitve (2.38))-be (2.37)-at és V (k) (2.23)) Osszefliggését, az eltérésre a
kovetkezot kapjuk:

oMK (%,%) + 9, (2.39)

P
=1

C(X) =K(&%) —-2) b

k=1 i
ahol ) fiiggtelen x-t6l. A (2.39) kritérium minimumat biztosité X gradiens eljarassal
megkereshetd, ha rogzitettiik a kernel fliggvényt.

2.6.2. Nemlinearis altér algoritmusok

A lineéris altérfeladat autoasszociativ neuronhalés megoldasahoz hasonldéan a nemlineéris
altérfeladat is megoldhatd tobbrétegli percetronnal. Ennél a megoldésnéal azt hasznal-
juk ki, hogy egy tobbrétegii perceptron egy megfelel6 méretti nemlineéris rejtett réteggel
univerzalis approximétor, vagyis tetszéleges folytonos leképezés kozelitésére képes. Mint-
hogy a tanitas a kivant valasztol valo atlagos négyzetes eltérés minimalizalasat végzi most
is, megfelels tobbrétegli nemlineéris leképezésre alkalmas halot a linearis adattomorits
MLP-hez hasonldéan autdasszociativ moédon tanitunk, varhato, hogy a halé nemlinearis
adattomoritésre képes lesz [Mal96]. A halo felépitése hasonlo lesz a[2.2] dbran bemutatott
hélo felépitéséhez azzal az eltéréssel, hogy most mind a transzforméacié, mind a vissza-
transzformécio nemlinearis kell legyen, ami egy 5-rétegt halozatot eredményez (2.5, abra).
A toméritett reprezentaciot (y) a masodik rejtett réteg kimenetén nyerjiik, mig a
visszaallitott adatokat a haldé kimenetén. A nemlinearis adattéomorité MLP alapjaban
véve abban kiilonbozik a lineédris tomoritést végzs, a abran bemutatott valtozattol,
hogy kiegésziil két nemlinearis rejtett réteggel, melyek alapvet&en felelGsek a nemlinearis
leképezésért, és a tomoritést, illetve a visszaallitast hivatottak biztositani. Az I-lel je-
161t neuronoknal is alkalmazhatunk nemlineéris aktivacios fiiggvényeket, bar a megfelels
miikodéshez erre valéjaban nincs sziikség. A bemutatott nemlinearis hal6zat — hasonlo-
an linearis megfelel6jéhez — nem feltétleniil a nemlineéris f6komponenseket, hanem az m
nemlinearis f6komponens altal meghatarozott altérbe esd vetiiletet hatarozza meg.
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nemlinearis linearis nemlinearis linearis
réteg

2.5. 4bra. Nemlineéaris altér MLP halozat
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3. fejezet

Ritka események detektalasa

Az adatelemzés els6 fazisa altalaban az an. felderité adatanalizis (EDA = Ezploratory Da-
ta Analysis) [114], [9]. Az EDA célja a mérési regisztratumok mogotti tartalom felfedése
és egy kezdeti, gyakran még nem formalizalt modell megalkotasa. Az EDA-t jellemzs-
en a targyteriilet szakértGje végzi, aki statisztikai tudasa birtokdban a mérési adatokat
interpretalja és altalanositja.

A legtobb mérés esetében természetes velejarod a statisztikai zaj, amely nem befolya-
solhatja érdemben a modellalkotast. A mtszaki gyakorlat robusztus modelleket igényel,
amelyekbdl szarmaztatott statisztikai jellemzGket a zaj nem, vagy csak kis mértékben
befolyésolja.

A mérések soran el6fordulnak a tébbitsl durvan elkiloniils, jellegzetesen ritka kildgo
értékek (outlierek). Fzek forrasa lehet mérési hiba is, az ezekbdl szarmazo kilogo értékeket
azonositas utan figyelmen kiviil kell hagyni. Szamos alkalmazas esetében azonban ezek rit-
kan el6fordulo, kiilonleges, a jo miikodéstdl eltérd viselkedésre utald, an. ritka események,
melyekre a helyes miikddés visszaallitasa érdekében reagalni kell.

Ezen feladatok motivaltak a ritka események detektalaséra és analizisére iranyuld ku-
tatasokat; ez napjainkra az orvosi diagnosztikiban (daganatos sejtek, sejtmutaciok de-
tektalasa) a rendszeriizemeltetésben (teljesitmény tulterhelgdés, halozati tamadésok fel-
deritése), de példaul a pénziigyi szektorban (csalasfelderités) is aktiv kutatési tertiletté
valt.

A mindségileg eltérs viselkedést jelzd adatpontok ., kilogonak” cimkézését és késGbbi
analizisét jellemzGen szakértGk végzik. Magas dimenzidszamu és sok mintat tartalmazo
adathalmazok elemzésében a kilogo értékek detektalasanak és kategorizalasanak algoritmi-
kus tamogatésa elengedhetetlen. Kiilonosen igaz ez a felderité adatelemzésben, melyben
a szakértd tamogatéast igényel az adatok megértéséhez és az alkalmazand6 modellezési
megkozelités kivalasztasahoz.

Ritka események jellemzGen olyan problémak esetén fordulnak els, ahol az adathalmaz
nemcsak ,széles”, hanem egyben a megfigyelések szama is kiilondsen nagy, hiszen a ritka
események markins megjelenése éppen ritkasdguk miatt nagyszamua mintat feltételez.

Jelen fejezet a napjainkban ritka események felderitésére leggyakrabban hasznalt meg-
kozelitéseket mutatja be.
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3.1. Anomalidk és ritka események

A | ritka események” fogalménak nincs pontos definicidja. Jellemzd, hogy kis elGfordulési
gyakorisdguk miatt szamossaguk messze elmarad a normél pontokéhoz képest, manifesz-
taciojuk jellege (nagysag, gyakorisag stb.) akar mintahalmazonként is valtozo lehet.

Intuitiven a ritka események jellemzése altalanos értelemben a kilogo értékekkel fog-
lalkoz6 anomdliadetektdlds és -karakterizdlds egy alesete. Az, hogy az anomalidk koziil
mik adédnak mérési hibakbol, illetve mik ritka eseményekbdl, csak a feltaré adatelemzés
sorén, a hibés jelenségekkel vald Gsszekapcsolassal donthetd el.

Az egységes targyalas érdekében igy jelen alfejezetben el6bb megadjuk az anomaliak
(outlierek, kivételek) egy jellemzs osztdlyozdsat [121] [18] [101], majd azok segitségével az
anomalidk és a ritka események kozotti kapcesolatot definialjuk.

Az anomalidk egy lehetséges csoportositasa azon alapul, hogy a viselkedési eltérés vala-
mely egyedi attributumban is markansan megmutatkozik-e, vagy csak a teljes allapotvektor
elemzése mutatja-e ki.

Pontanomalia — valamely egyedi attributum értékkészletében a szokdsos tartomdnyon
kivil esé adatpont.

Pontanomaélia példaul egy altalaban alacsony terheltségii processzor 99%-os terhelé-
sét reprezentald adat.

A abran példaul két nagyobb klaszter mellett az x; és x9, valamint az X cim-
kéji csoportba tartozd pontok lathatolag kiviil esnek minden nagyobb, a jellemzé
tartoméanyokat reprezentald klaszterbdl, igy késébbi vizsgalatokat igényelnek.

Kollektiv anomalia — a teljes adathalmazt tekintve a szokasos tartoményon kiviil es6
adatpont,amelynek az egyes attributumokra vetitett értéke a normalis értékek kozé
esik.

A kollektiv anomalidkra a [3.2] abran lathato EKG jel szabélytalan lefutdsa mutat
példat: noha a -5,7-es érték a jel peremeloszlésat tekintve nem tekinthets furcsanak,
az egymas utan kovetkezd, hasonld értéket felvevs pontok halmaza mar rendellenes-
séget jelezhet.ﬂ

Mikozben a mitszaki gyakorlat szempontjabol mindkét kategoria fontos, detektaldsuk
és jellemzésiik metodikailag alapvetGen eltérd.

e A pontanomalidk észlelése és kezelése egyszertibb, hiszen az érintett attribitum ér-
téke konnyen észlelhetGen a szokasos tartomanyon kiviil esik.

e A kollektiv anomaélidk esetében azonban az egyes attribatumok értéke kiilon-kiilon a
szokasos tartomanyon beliil helyezkedik el, igy észrevételiik és jellemzésiik mélyebb
és atfogobb vizsgalatot igényel.

LAz abra forrasa: [I8], 9. oldal.
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3.1. abra. Példa pontanomaliara
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3.2. 4bra. Példa kollektiv anomélidra

A kilogo értékeket detektald algoritmusok értékelése jellemzben az alabbi altalanos
paraméterek alapjan torténik:

Detektalasi sikeresség: az események ,normal” és "ritka” kategoéridkba sorolasa mar
csak a statisztikai jelleg miatt is tévedhet. A detektalasi sikeresség a helyteleniil
osztalyozott kies§ pontok értékelésével kapcsolatos preferencidnkat mutatja meg, az-
az jelzi a hamis pozitiv és hamis negativ értékelés koltségét.
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A ritka eseményeket altalaban utévizsgalatnak szokas alavetni, igy a gyands esemé-
nyeket is inkabb a ritka esemény jeloltekhez soroljak, de a hatékonysag érdekében (a
hamis pozitivak szamat ésszerti mértékre szoritandd) a normal tartomény hatarat
lehetGség szerint pontosan kell meghatarozni.

Komplexitas: kiilonosen a nagyméreti, nagy dimenzidészamia adathalmazok esetén kriti-
kus az egyes algoritmusok id6- és tarkomplexitéasa. Az idébeli komplexitas kiilonosen
kritikus online analizisnél, ahol a rekordok beérkezése nagyon gyors lehet, mig offline
elemzés soran el6fordulhat, hogy az adathalmaz egésze nem fér be a memoriéba.

Bemeneti hangolé paraméterek: azt jelzik, hogy az adott algoritmus alkalmazéasédhoz
mennyire sziikséges az adatokat generéld folyamatok el6zetes ismerete, illetve annak
birtokdban mennyire hatékonyan hangolhaté az algoritmus. A legtobb detektalod
algoritmus példaul a kilogod értékek aranyéaval vagy a végsG cimkézést befolyasolo
kiiszobértékekkel kapcsolatban var becslést.

Eloszlasvizsgalat: az algoritmusok kiilonboznek az adatpontok eloszlasaval kapcsolatos
feltételezések mélységében:

e A paraméteres algoritmusok feltételezik, hogy ismert a vizsgalandé adatpontok
eloszlasa.

e A nemparaméteres algoritmusok az eloszlassal kapcsolatban semmilyen feltéte-
lezéssel nem élnek.

o A félparaméteres (semiparametric) megkozelitések ugyan nem hataroljak be az
eloszlas tipusat és paraméterezését (pl. exponencialis eloszlas A = 0.3 paramé-
terrel), de bizonyos megkotéseket tehetnek arra vonatkozoan (pl. az eloszlas
megfelelGen ,sima” legyen).

Kivalasztott elemek szama: iterativ algoritmusok konvergencidjanak szempontjabol
kritikus, hogy az egyetlen adatpontbol indul vagy mar kezdetben is az adatpontok
egy részhalmazat tekinti alapnak, hiszen ezek egy-egy lépés soran meghatarozzak a
leginkabb kilogod értékeket, majd ezeket feldolgozés utan torlik az adathalmazbol,
vagy kozelebbiekkel helyettesitik.

Lokalitas: mind a detektalasi sikeresség, mind az algoritmus komplexitasa szempontjabol
meghatarozo, hogy egy-egy adatpont vizsgélatakor a teljes adathalmazt hasznalja-e
az algoritmus az adatpont besorolasahoz vagy csak az adatpont egy sziikebb kérnye-
zetét.

A priori cimkézés: adatok csoportositdsanal jelentds segitség, ha néhéany pontrol bizto-
san tudjuk, hogy mely csoportba tartoznak.

o A feliigyelet nélkiili algoritmusok semmilyen elézetes cimkézést nem igényelnek.

o [eligyelt esetrsl beszéliink azokban az esetekben, amikor mind a normal, mind
a kilogo értékek tartomanyabol legalabb egy pontra ismerjiik egy el6zetes cim-
kézés eredményét.
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o Félig feliigyelt esetben a két tartomany koziil csak az egyikbdl ismeriink adat-
pontokat (leginkdbb egy elézetesen megjelolt normal tartomany ismerete jel-
lemzg).

3.2. Detektalasi megkozelitések

A ritka adatpontok felderitésének elsé 1épése az attribatumtér jellemzd tartoményainak
meghatarozasa, az adatok zome ugyanis ide esik, megkonnyitve a statisztikai értelemben
pontos hatarok meghtuzéasat. A ritka pontok ezek utan a normal tartoméanyban lathato,
jellegzetesen csomosodod (klaszterbe foglalhato) értékektdl elkiilontilGek lesznek.

A jo adatpontok tartomanyanak meghatarozasa azonban robusztus modszereket igé-
nyel, amelyek biztositjak a szokasostol jelentGsen eltérs adatpontok érdemi befolyasmen-
tességét.

A normal tartoményt kijelols klaszterek hatarai azonban a statisztikai szoras miatt
nem élesek. Ezért egy-egy pontnal eldontendd, hogy az kilogd esemény-e vagy ugyan a jo
tartomanyhoz tartozik, de a statisztikai szoras miatt a klaszter szélén helyezkedik el.

Dontési kritériumként két megkozelités szokasos.

A tdvolsdg alapi technikdk a kilogo tulajdonsagra fokuszalva azt vizsgaljak, hogy az
adott adatpont a jellegzetes mérési értékeket tartalmazo klaszterektsl tavol van-e.

A siiriség alapu technikdk a ritka események kis el6fordulési gyakorisagat alapul véve
azt vizsgéljak, hogy az adatpont a stirtin el6forduld mérési értékek kozott van-e.

3.2.1. Tavolsag alapti médszerek

A tavolsag alapu modszerek feltételezik, hogy a kiilonleges pontok a tobbségtdl vagy a
teljes adathalmaz ,kézéppontjatol” messze vannak:

Pontanomalidk esetében ez egyetlen attributum vizsgalataval eldonthetd, hiszen a kilogod
érték kiesik a szokasos értékeket tartalmazo intervallumbol.

Kollektiv anomalidk esetében ugyan elvben az dsszes attributumot vizsgalni kell, de
gyakran az anomalia jelleg detektalhatd az attributumok egy sztikebb részhalmazat
elemezve is.

Ehhez jellemz&en el6bb a normdal tartomanyt megado klaszterek és az azokat Gssze-
tarto, illetve azoktol szeparalo jo attribiitumok halmazanak kivalasztéasa valik sziik-
ségessé. Igy a tavolsagok kiszamitasat un. relevanciaszirés, azaz az egyes klaszterek
koherenciafaktorainak meghatérozasa elézi meg.

A kiindul6 Otlet egyszeriisége dacara a tavolsag fogalmanak definicioja kritikus tobb-
dimenzios adatok esetében, hiszen tobb kiilonbozé allapotvektor komponenst kell Ossze-
hasonlitani.
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A mérési adatvektorok kiilonbozé komponensei kiilonbozdé fizikai mennyiségekre vo-
natkozhatnak, s6t az egyes komponensek értéke az alkalmazott mértékegységtsl fiiggGen
is valtozik.

Ezért a két, x1 és x5 pont kozott értelmezett ||xo — 1| klasszikus euklideszi tavolsag (és
altalaban a Minkowski-tavolsag) elézetes normalas nélkiil altalaban nem alkalmazhato: a
valos egytitthatokkal szorzésra érzéketlen, Gn. skdlainvaridans fliggvények hasznélata vélik
sziikségesseé.

Ezek egyike a dimenziok egyiittes eloszlasfiiggvényét figyelembe vevs, un. Mahalanobis
tavolsdg. Fz képes a kiilonb6z6 dimenziok egységes és egybevethets keretbe foglalaséra.
Mivel jelen alfejezet tébb, Mahalanobis tavolsagot alkalmazo6 algoritmust is bemutat, a ko-

--------

A Mahalanobis tavolsag

A B3] abran egy kétdimenzios normal eloszlas lathato, rajta a 10., 30., ..., 90. per-
centilist jelz6 konturvonalakkal. A varhato értékhez legkozelebb esé 10%-os ellipszisben a
legstirtibbek a pontok, a legkiils, 90%-oson kiviil pedig a legritkdbbak.

A Mahalanobis tavolsidg azt mutatja, hogy a kozelebbi kontturvonalon beliili x5 pont
varhatéan nagyobb valdszintiséggel tartozik a varhato érték koriili csomosodashoz, mint a
tavolabbi konturvonalon elhelyezkedd x1, noha a két pontnak a kdzépponttol vett euklideszi
tavolsaga pont forditott nagysagu.
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3.3. abra. Mahalanobis tavolsag

Két, azonos eloszlashoz tartozonak feltételezett x, és x4 vektor Mahalanobis tavolsagan
az alabbit értjiik:

DMahal(l’hl‘z) = \/(131 - sz)TS_l(Il - xz), (3~1)

ahol S a kozos eloszlas kovariancia mdtrizdt jeloli.
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Hasonl6an, egy z1 pont és egy M ponthalmaz Mahalanobis tavolsaga az alabbi:

Dyranar(z1, M) = \/(ajl —v)'S= Yz —v), (3.2)

ahol v az M halmaz ,sulypontjat” (altalaban atlagat), S pedig M kovariancia méatrixat
jeloli.

A a[33] abran példaul az egyes konturvonalakra esd pontoknak a kozépponttol meért
Mahalanobis tavolsaga azonos.

Korrelalatlan esetben az attribitumonkénti normalés utan a kovariancia matrix egy-
ségmatrix (az ellipszisek korré egyszertisodnek), igy a Mahalanobis tavolsig azonos az
euklideszivel.

A B és[3.2 képlet altal végzett tavolsagszamitasok azonban az alapesetben érzékenyek
a kilogo értékekre, hiszen azok a szérashoz jelentGsen hozzéjarulhatnak. Ezért a tavolsag
robusztus szamitasahoz az ahhoz sziikséges kozéppont és a kovariancia méatrix robusztus
becslése sziikséges.

A befoglalé burok moédszere

Tukey 1977-ben bemutatott anoméliadetektalé modszere [I13] a folytonos téavolsagot or-
dinalis értékekkel kozeliti. Alapotlete, hogy a ponthalmazt hagymahéjszertien beburkolva
a mélyebb héjakon talalhaté pontok kozelebb vannak a centrumhoz, azaz a pontot tartal-
maz6 hagymahéj kiviilrsl szamitott sorszéma egy tavolsdgbecslés. Ezt a sorszamot a pont
féltér-mélységének (halfspace depth) nevezziik.

A kilogo pontok tehat a kis sorszamu kiils6 héjakon ritkdsan helyezkednek el.

A Tukey-féle anomaliadetektald modszer a féltér-mélységkiszamitasahoz meghatarozza
a befoglalé poliédert, az altala tartalmazott pontokat ,1”7 cimkével jeloli, majd torli a
halmazbol, a megmaradt pontokra pedig ciklikusan folytatja a ,2”, 3", ... konvex burkok
épitését, a pontok cimkézését majd torlését abra).

A Tukey-modszer alkalmazésa azt feltételezi, hogy a helyes pontok a mérési pontfelhé
geometriai kozepe kornyékén helyezkednek el. Abban az esetben viszont, ha az a felté-
telezés hamis és a helyes értékek a kozépponttol tavol egy gytirtiszerd savban vannak, a
Tukey-modszer hibasan a tavol 1évé helyes értékeket jeloli kilogonak . abra).

o Fgyvdltozos X = {x1, s, ..., x,} adatkészlet esetében az x; pont féltér-mélysége az
x;-nél nem nagyobb és x;-nél nem kisebb elemek szaméanak minimuma . abra):
depth(xz;) = min{|{j : x; < z;}|, {7 : z; > x|} }. (3.3)

Igy az adathalmaz szélén a minimumra és a maximumra a féltér-mélység 17, mig a
koézéppont szerepét jatszo medidné maximalis.

o Tébbudltozos esetben egy x pont féltér-mélységén az osszes lehetséges egydimenzios
vetitésnél megkapott féltér-mélységének minimumat értjiik: ekkor altaldnos helyzetd
bemeneti ponthalmaz esetén az 1”7 féltér-mélységii pontok a ponthalmaz geometriai
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(a) Kilogé pontok kiviil
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(b) Kilégoé pontok beliil

3.4. abra. Féltér-mélység meghatarozasa kétdimenzios esetben

ljI:xz2xl8 7 6 4 3 2 1
lir<xl1 2 3 5 6 T 8

X
depth(x) 1 2 3 4 3 2 1

3.5. abra.
mélységii adatpontok kozépen

Féltér-mélység meghatarozasa egydimenzios esetben.

A legnagyobb féltér-

értelemben konvex burkat hatarozzék meg, a ,2” féltér-mélységt pontok az ,1” féltér-
mélységiiek elhagyéasaval keletkez halmaz konvex burkat stb.

A nagy féltér-mélységt pontok egyre inkabb a ,felhd belsejében” vannak. Igy a ma-
ximalis értékkel rendelkez6 utols6 pontok az adathalmaz medianjanak, a kis értékid
pontok pedig anomalianak tekinthetSek (3.4al &bra).
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Az algoritmus elénye a robusztussaga, hiszen egy-egy kiesé pont a kornyezetén kiviili
normalis pontok metrikajat alig befolyasolja.

A Tukey-féle féltér-mélység magas dimenzi6ji adatokon vald szamitésara hatékony
algoritmus az ISODEPTH [97], amelynek egy R [01] nyelvii implementéacidja a depth
[83] csomagban is megtalalhato.

A DB algoritmus

A DB (Distance Based) algoritmus [71] alapgondolata a befoglalé burokéhoz hasonlo: a
tobbségi pontoktol messze esd, kiviilallo pontoknak kevesebb szomszédjuk van.

A kies6 pontokat a DB algoritmus tgy definidlja, hogy egy el6re megadott lokélis
kornyezetitkben a pontstiriiség kisebb, mint a felhasznalo altal megadott kiiszobérték. A
szamitashoz a felhasznalo a vizsgalando kornyezet nagysagat egy ¢ sugaru hipergémbként
definialja 7 elvart szomszédossigi arannyal, amely az n mérési pontbol egy hipergémbbe
esGk relativ gyakorisiga.

Az anomalidkat gytjté OutlierSet(e, ) halmaz ezek utén:

OutlierSet(e, ) = {x; : neighbour.ratio(z;) < m}, (3.4)

ahol
[ ¢ [l — @il <e}f

n

neighbour.ratio(x;) = (3.5)

A neighbour.ratio érték kiszamitasat az R kornyezetben a fields csomag [53)]
fields.rdist.near fliggvénye végzi.

Szoérascsokkenésen alapulé algoritmusok

A gyakori értékeket befoglald, stirti csomoktol tavol fekvd kiesé pontok elhagyasa csokkenti
a mintahalmaz szorasat. Tébbdimenzios esetben ennek egy jellemzGje az tn. dltaldnositott
szords, amely a kovariancia matrix determinansanak értéke. A determinans nagysaga
meghatarozza a befoglald hiperellipszoid térfogatat.

A 90-es évek két meghatarozd megkozelitése az MCD (Minimum Covariance Deter-
minant) [94] és MVE (Minimum Volume Ellipsoid) [95] algoritmusok voltak. Mindkettd
célja az adathalmaz egy ,0sszetartozo” részhalmazanak megtalalasa, majd azok alapjan a
teljes halmaz robusztus kozéppontjanak és kovariancia matrixanak meghatarozasa.

e Az MCD ehhez azt a h méretii ponthalmazt hatarozza meg, amelynek kovariancia
matrixanak determinansa az Gsszes ilyen méretii ponthalmaz koziil a legkisebb.

e Az MVE a legkisebb térfogatu, legalabb h pontot tartalmazo hiperellipszoidot keresi.

Mindkét esetben a h a felhasznal6 altal megadott, a legnagyobb jo értékeket tartalmazo
halmaz méretét becsld kiiszobparaméter. Ennek meghatarozésa egyszertd akkor, ha a jo
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értékek egyetlen csomdban helyezkednek el és ismert a kies6 elemek elGfordulasi gyakori-
saga. Példaul 1%-nyi kilogo adat esetében h = [ n - (1 — 0.01)] kornyezetében érdemes
indul6 értéket valasztani.

Az algoritmusok eredetileg kimerits keresést alkalmaztak, amelyek nagyméretid és ma-
gas dimenzi6ji adathalmazokon val6d alkalmazésa mar 1000-es nagysagrendi szamossagu
adathalmaznal is korlatokba iitkozott, ez iterativ, kozelité algoritmusok létrehozéaséat ins-
piralta.

Az Gsszetartozd részhalmazok iterativ keresése egy kezdeti adathalmazbol kiindulva
minden 1épésben hozzéveszi ahhoz a kohézios metrika szerint kozeli pontokat és elhagyja
a modositott halmaztol egy kiiszobértéknél tavolabb keriilsket (Algoritmus (1.

Az egyes specializalt algoritmusok az altalanos kereten beliil az iteraciok soran az ak-
tualis kozelité H; halmaz kornyezetében megvizsgalt ponthalmaz Agejection kivalasztasi kri-
tériumaban, az alkalmazott kozelséget értékelS 0pyopimity metrikdban, illetve a Atermination
megallasi kritériumban térnek el.

Algoritmus 1 Szérascsokkenésen alapul6 iterativ megkozelités dltaldnos séméja

Input: X: bemend adatpontok halmaza
Atermination: algoritmusfiiggd megéllasi kritérium
Aselection: kivalasztasi kritérium
Oprozimity: kOzelség értékelése

Output: X, € X: normal ponthalmaz becslése

1. Hp := kiindul6 részhalmaz

2. 7:=0

3. n:=|X]|

4. while Atermination do

5 Modely; :=: az aktuélis részhalmaz ,modellje”, a késGbbi tédvolsagszamitéas alapja
6. HO = @

7 for i :=1tondo

8. dl‘ = (Spmmmity (1‘1', ModelHj)
9. if Aselection(di) then

10. Hj+1 = Hj+1 U {l’l}

11. end if

12. end for

13. j:=5+1
14. end while
15. Fout := Hj

A fenti sémara illeszkedd algoritmusokra példak a FAST-MCD (Fast Minimum Co-
variance Determinant) [94] és a BACON (Blocked Adaptive Computationally Efficient
Outlier Nominators) [11]. Mindkét algoritmus az iteracié soran az aktualis adathalmazt
a Mahalanobis tavolsag alapjan fokozatosan modositja.

FAST-MCD
A megkozelités 1ényege, hogy a soron kovetkezs részhalmazt az aktualishoz legko-
zelebbi h pont alkossa. Az algoritmus megall, ha az Gj részhalmaz ,stabil”, azaz az
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azt megel6zével megegyezik. Az algoritmus konkrét megvalositasat a [3.1] tablazat
foglalja Gssze.

3.1. tablazat. FAST-MCD megvalositas

H, véletlenszertien valasztott részhalmaz
Modely, (v(H;),S(H;)) par, ahol v(H;) a részhalmaz silypontja, S(H;) pe-

dig a kovariancia matrixa

Sprowimity(Ti, M) | x; M-t6l vett Mahalanobis tévolsaga

Aserection h darab legkisebb tavolsagt elem kivalasztésa

Atermination a részhalmaz stabil: H, = H;

[94] igazolja, hogy a determinans értéke az egyes iteraciokban csokken, mivel a fenti
megvalositasban teljesiil a det(H;y1) < det(H;) feltétel. A kezdShalmaz véletlen-
szerd kivalasztéasanak kovetkezményeit a tapasztalatok szerint kikiiszoboli a kellGen
nagy iteracios szam (a tapasztalat szerint az adathalmaz szdmossédga mar alkalmas
valasztas lehet), az egyes iteraciokban visszaadott ponthalmazok koziil az abszolat

minimumu determinansat valasztva.

BACON

Elsfeltétele, hogy a szakértd altal bemenetként megadott kiinduld részhalmaz kilogd
értékektsl mentes legyen.

Az egyes 1épésekben elGallitott Gj részhalmaz azokat a pontokat tartalmazza, ame-
lyeknek az el6z6 részhalmaztol vett tavolsaga a felhasznalo altal bemenetként meg-
adott kiiszobérték alatt van. Az algoritmus akkor all meg, ha az 10j részhalmaz
mérete kisebb lenne az el6z6énél. A BACON algoritmus konkrét megvalositasat
a[3.2] tablazat foglalja Gssze.

3.2. tablazat. BACON megvalositas

Hy szakérts altal meghatarozott, a feltételezés szerint anoméliamentes
részhalmaz
Modely, (v(H;),S(H;)) par, ahol v(H;) a részhalmaz silypontja, S(H;) pe-

dig a kovariancia matrixa

Sprowimity(Ti, M) | x; M-t6l vett Mahalanobis tévolsaga

Acetection d; egy elére meghatarozott kiiszobérték alatti
Atermination a részhalmaz biztonsagosan mar nem bévithets: |Hjyq| < |Hj

Mindkét algoritmus a jo értékekbdl allo halmaz kompakt és robusztus reprezentaciojat
keresi. Az MCD biztositja a legalabb h méretii végeredményhalmazt. Ezt a BACON nem
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garantalja, hiszen ha a ponthalmazban gytirtszert, a kiiszobértéket meghaladoé lyukak van-
nak, akkor az algoritmus akkor is leall, ha a gytirtn kiviil még lennének j6 tartomanybeli
elemek.

Mindezzel egyiitt a BACON algoritmus jellemz&en kisebb eréforras igényt, hiszen a
Agerection kritérium kiértékelése csak egy konstans értékkel vald Gsszehasonlitds az MCD-
beli h darab legkisebb tavolsagu adatpont kivilasztasa helyett.

A BACON algoritmust az elézetes vizuélis analizis mind a kezdeti halmaz kivalaszta-
saban, mind pedig a kiiszobérték meghatérozasiaban alapvetGen tamogatja.

A fent targyalt algoritmusok a tovabbiakban szamos finomitott megoldést ihlettek,

s stz

robustX [105] csomagjai tartalmazzéak.

A PALM algoritmus

A félparaméteres PALM (Partial Augmented Lagrangian Method) algoritmus [61] arra
a specialis, de gyakran teljesiil§ feltételezésre épit, hogy a ritka eseményeket egy kozos
ok hozza létre. Ekkor a ritka események maguk is csomoésodnak, s6t a jo és ritka esemé-
nyek csomo6i néhany koordinatajuk alapjan megkiilonboztethetéek. Ezek alkotjak az tn.
szepardlo attributumhalmazt.

Ez a kompaktsdgi feltétel azt mondja ki, hogy a ritka események adatpontjainak egy-
méshoz képesti tavolsaga kisebb a normal pontokhoz képestinél, legalabbis a ritka és jo
pontokat szeparalé attributum részhalmazra vetitve. Igy a feladat a legkisebb Gsszta-
volsagot produkélo, a felhasznalo altal bemend paraméterként megadott méretd pont- és
attribitumhalmaz meghatarozésa.

Az algoritmus a ritka pontok r valoszintiségét és a szeparald attributumok becsiilt [
szamat varja bemend paraméterként (azaz az algoritmus nem igényli a kozos okot kifejezd
attributumok el6zetes konkrét meghatarozasat, csak egy becslést azok szamara).

Jelolje az a binaris vektor a ritka jelenség csomopontjainak tagsagi fliggvényét: a; értéke
1, ha az i-edik adatpont ritka és 0, ha a j6 tartoményba sorolt. Ekkor n méretd adathalmaz

n

esetén az 1 = Z a;/n egy becslGje a ritka esemény valoszintiségnek. A nehézséget épp az
i=1
okozza, hogy r szokasosan egy kis érték és a gyakorisig kell6en pontos becsléséhez nagy
adathalmazra van sziikség.
Hasonléan legyen a b binaris vektor a szeparal6 attributum részhalmaz tagséagi fiigg-
vénye, azaz b; értéke 1, ha a j-edik attribtitum szeparal6! Ekkor 6sszesen [ attributumot

p
kell kivalasztanunk: p dimenziojt allapotvektor mellett »  b; = I adodik.
j=1
Ha ] az i. adatpont j. attributuménak értéke, akkor a kompaktsagi feltétel alapjan a
ritka adatok a kivalasztott attributumhalmazra vetitett, minimélis 0ssztavolsagu alakzat
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adatpontjai lesznek:

rzlll)nEZZaZak Z z) —2])?) (3.6)

=1 k=1

n

Z a; =nr, a; €{0,1}

i=1

p
b =1 be{o1}.
j=1

A PALM algoritmus [61] a kitiintetett attributumok illetve a ritkdknak tekintett min-
tak felett iterativ megoldast kinél a fenti minimum meghatarozéasara.

El6bb egy kezdeti attributumhalmaz segitségével meghatérozza az egymashoz legko-
zelebbi nr szamu pontbol allo ritka esemény csomé jeloltet, majd az ezt és a tobbi, jonak
tekintett pontokat szeparélé attributumokat. Ez az attributumhalmaz egy Gj csomét ha-
taroz meg, majd kovetkezik az 1j részhalmaz szamités, és igy tovabb.

A modszer korlatozott érvényessége dacéra jo kiegészitGje a vizuélis adatfeltarasnak,
hiszen ott a szepardld attributumok réanézésre valoszintsithetSek, azaz jo indulé attribu-
tumhalmaz adhato.

3.2.2. Strtiség alapt moédszerek

A stirdiség alapti modszerek alapgondolata, hogy egy pont kiviilalloésaganak mértékét annak
lokalis kornyezetétsl valod kiillonbozdsége hatarozza meg.

A .6l abranP] a tavolsag alapt DB algoritmus egy szintetikusan elGallitott bemenete
lathato. A Cly és Cly klaszterek a jo miikddéshez tartozo, eltérs strtségi allapottér-
részek, az xq és w9 pedig kilogd pontok. Az x, pont kozel esik a Cly klaszterhez, ellenben
a kornyezetébe esé szomszédok szamat tekintve a C'li-ben 1év6khoz hasonlé.

A tavolsag alapi DB algoritmus korlatos képességeit mutatja, hogy nem paraméterez-
het6 gy, hogy felismerje x5 kilogd voltat és egyidejtileg Cl; adatpontjait a j6 tartoméanyba
sorolja.

A tavolsag alapu modszerekre altalaban jellemzd probléma egy lehetséges megoldéasa-
ként terjedtek el a siriség alapi anomaliadetektald modszerek, amelyek a kategorizalando
adatpontnak a kornyezetében fekvs szomszédaihoz viszonyitott, an. lokdlis striségét vizs-
galjak.

A LOF algoritmuscsalad

A LOF (Local Outlier Factor) megkozelités arra épit, hogy a jo tartoményba tartozd
csomopontok siirtisége altaldban nagyobb, mint a ritka események csomoinak. Azokat a

2Az abra forrasa: [13], 2. oldal
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3.6. abra. A stiriiség alapti médszerek motivacidja

pontokat tekinti kiugronak, amelyeknek lokalis stirtisége kisebb, mint a szomszédaiké. Ezt
a sajatossagot az un. lokdlis elérési striség (Irdy(z), local reachability density) és a lokdlis
kiugrds mértéke (lofy(x), local outlier factor) értékeivel fejezi ki.

A LOF algoritmus a vizsgalt « pont k legkozelebbi szomszédjabol allo Ny (x) kornyeze-
tébe es6 valamennyi pontra tavolsagként egységesen a kornyezet legtéavolabbi pontjatol vett
kd(z) euklideszi tavolsagat hasznalja (szemléletetesen a kd(x) sugart hipergémb belsejé-
ben fekvs pontokat a hipergdmb feliiletére vetitjiik). Az e kornyezeten kiviil es6 pontoknal
a mérték a szokasos ||z1 — xo|| euklideszi tavolsag.

A k vizsgélando szomszédsagi szam paramétert a felhasznalod definialja, ezzel képes a
tavolsdgok ,simitasanak” finomhangolésara. k = 1 esetében a legkozelebbi szomszéd euk-
lideszi tavolsaga alapjéan szamol az algoritmus, &k = oo esetében pedig a teljes adathalmaz
legtavolabbi pontja szabja meg a miikodést.

Az xy pont x1-t8l valo rdy(za, x1) elérési tavolsiga (reachability distance) formalisan

e oy~ 22l ba 2, ¢ Ni(r)
B T, — To|| ha zo & Ni(xy
rdi(z2,71) = { kd(xq) ha x5 € Ni(z) (3.7)
A B éabra példajan Ni(zi) = {z2,z3,24} (k = 3). Miutan z4 a legtévolabbi
pont, kd(x1) = ||z1 — 24| és ugyanez az értéke rd(xs, x1) és rd(rs, x1)-nek is.
Az Ni(xp)-en kivilli o5 pontnak a tavolsiga z1-t6l a szokésos ||xs — x1]| euklideszi
tavolsag.
Ezek utan egy x pont lokdlis elérési sirisége annak k méreti kornyezetében (N(x))
a szomszédaitol szamitott elérési tavolsagok atlaganak reciproka:

Z rd(z, z;)

2, €Ny (z)

| Nk ()]

Ird(z) =1/ (3.8)
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-~
J;,/ rd,(xs. %)
X5

3.7. abra. Az x, pont elérhetéségi tavolsaganak szamitasa

(Feltessziik, hogy az adathalmaz nem tartalmaz duplikitumokat, ellenkezd esetben k
azonos elem elGfordulasa is lehetévé valna, amelyek igy egymés k kornyezetét kitoltenék.
Ebbdl kovetkezne, hogy lrdy(z,x;) = 0 adddna Vi-re, igy az lrd(x) értéke végtelen is
lehetne.)

AB.8 képletben a nevezdben a kirnyezet mérete | Ny (z)| szerepel, ez azokban az esetek-
ben lehet k-nal nagyobb, ha a kd(x) tavolsag, mint sugar altal meghatarozott hipergémb
feliiletén egynél tobb pont talalhato.

Az x pont lokdlis kiugrdsdnak mértékét ekkor annak kornyezetébe tartozd pontok és a
sajat atlagos elérési strtisége hanyadosanak atlaga adja.

Z Irdg(z;)

z; ENg ()

lofi(x) = Ne(o)] - Irdn(n) (3.9)

Egy stirti klaszter belsejében ez az érték ~ 1. A pont nagy kiugrasi értéki, ha sajat
lokalis elérési stirtisége kicsi, a szomszédaié viszont nagy.

A B8 abra két, kiilonb6z6 kovariancia matrixi, kétdimenzios normal eloszlasu szin-
tetikus adatkészleten inditott futas végeredményét mutatja. A csomoépontok koré rajzolt
sugar az adott cstcs lokalis kiugrasanak mértékét reprezentalja, az abran szamérték is jelzi
a legnagyobbakat.

Lathato, hogy a klaszterektsl messze fekvs pontok még nagy értékeket kaptak (igy pl.
a DB algoritmus &ltal is detektalt pontokat a LOF is kiemeli). A kiilonbozs strtiségi
klaszterek peremén azonban a pontok lokalis kiugrasanak mértéke hasonlo, a klaszterek
méretétdl és kovariancia matrixatol fiiggetlen, 2.1 koriili lett.

A LOF algoritmus egy implementécioja megtalalhato az R kornyezet DMwR (Data-
MiningWithR) [111] csomagjaban.

A LOF algoritmus finomitott valtozatai annak tavolsagmértékét, illetve a kornyezet
definiciojat definialjak feliil, elébbire a COF (Connectivity-based Outlier Factor), mig
utobbira a LOCI (Local Outlier Correlation Integral) algoritmus.
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3.8. abra. A LOF algoritmus mikédése. A pontok kéré rajzolt kér sugara aranyos a
hozzajuk tartozé LOF értékkel

A COF algoritmus [T107] az x pont k legkozelebbi szomszédjat iterativan hatarozza meg:
elébb hozzaveszi a kornyezethez az x pont legkdzelebbi szomszédjat, majd az igy kialakult
részhalmazhoz keresi a legkozelebbi pontot (a pont-halmaz tévolsag meghatarozasara a
kiilonb6z6 implementaciokban altalaban az egyes halmazbeli pontoktol vett téavolsagok
minimumat, maximumat vagy atlagat hasznaljak), egészen addig, amig a szomszédok
halmazanak szdmosséga el nem éri az el6re megadott k kiiszobértéket.

A tavolsagdefiniciok kiilonbségére a [3.9] abra mutat példat, itt & = 5, a pont-halmaz
tavolsag pedig a minimumok alapjan lett szamitva.

A stirtiség alapu megkozelitések egy csoportja, példaul a LOCI algoritmus [88], a pontok
kornyezetét nem a szomszédok szaméabol szarmaztatja, hanem egy € sugaru hipergombot
tekint szomszédsagnak. Ez a megkozelités jobb eredményeket szolgaltat abban az esetben,
ha a ritka események nagyon szétszorva helyezkednek el és esetleg keverednek a statisztikai
szoras miatt kiesé normaél értékekkel.

Az NNDB algoritmus

A fent ismertetett algoritmusok viselkedését alapvetGen befolyasolja az, hogy a szom-
szédossagi mértékeket (k, €) a felhasznaldo mennyire jol képes megbecsiilni. Ezeknek a
bemeneteknek a meghatarozasa gyakran nehézkes és a félreparametrizalas hamis statisz-
tikai modelleket eredményez. Ennek kikiiszobolésére egy lehetséges megkozelités az, hogy
az algoritmus a vizsgalando lokalis kornyezet nagysagat a futas sordn a mintahalmazhoz
illeszkedve automatikusan hatérozza meg.

Az NNDB (Nearest-Neighbor-Based Rare Category Detection for the Binary Case) al-

Salanki Agnes, Pataricza Andras www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

3. fejezet. Ritka események detektaldsa 46

kdcof':xﬂ kdor(X1) = d(C+. X3)

3.9. dbra. A LOF és a COF megkozelitések altal hasznalt tavolsagfogalom kiilbnbsége,
k = 5 kornyezetmérettel

goritmus az adatpontok legnagyobb siirtiségvaltasait keresi, hiszen ez jellemz§ az adatcso-
m6 hatarpontjaira. Igy a kornyezetéhez képest nagy szomszédossagi mérészamu pontokat
jeloli meg, ezzel elGsegitve a PALM algoritmus esetén ismertetett csomodsodo részhalmazok
detektalasat.

Az NNDB félig feliigyelt iterativ algoritmus: az egyes lépések sordn megkeresi azokat a
pontokat, amelyek kornyezetében a stirtiségvaltas a lehetd legnagyobb, majd egy (szakértsi
tudéssal biro) ordkulumnak tovabbitja sejtését. Amennyiben az ordkulum gyakorinak
mindsiti a kiildott pontot, gy megnéveli a kor sugarat és a kovetkezs 1épésben nagyobb
kornyezetet vizsgal; ellenkezs esetben megall, hiszen talalt egy szakérts altal validalt kilogo
adatpontot.

A futashoz sziikséges kezdd sugarat az NNDB a ritka pontok (sejtett) szamabol szamit-
ja. Ha a ritka pontokra teljesiil a kompaktsagi feltétel, akkor a legnagyobb lokalis strtiségii
pont éppen a ritkdk kozelében van. Igy az elsé lépésben hasznalt £, sugéarra a legkisebb
olyan tavolsag adodik, amelyre még létezik olyan pont, amelynek a befoglalé hipergémb-
jében n - r pont talalhato. A megkozelités pszeudo kodjat az Algoritmus 2] tartalmazza,
feltételezve, hogy az adathalmaz Gsszesen egy ritka esemény csomoét tartalmaz.

Az eljaras nem feltétlentil konvergél, a bemeneti paraméterek kozott tehat a kiugrok
becsiilt aranya mellett egy maximalis w 1épésszam beéllitasa is sziikséges.

Az NNDB algoritmus mintajat kovetik az ALICE (Active Learning for Initial Class
Ezploration) és MALICE (Modified Active Learning for Initial Class Ezploration) algo-
ritmusok [60], amelyek képesek tobb ritka osztaly egyideji felderitésére is.

Gyakorlati alkalmazasi szempontok

A fentiekben a teljesség igénye nélkiil példakat soroltunk fel a ritka események meghaté-
rozasara és a jo tartoméanytol torténd elvalasztéasara. A felsorolt megkozelitések eltérnek
abban, hogy milyen szintl el6zetes tudast tételeznek fel a vizsgdlandd adathalmazrol.
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Algoritmus 2 NNDB

Input: X: bemend adatpontok halmaza,
r: ritkdk becsiilt szama
w: a ciklusok maximaélis szama
Output: cand: ritka pont jeldlt (label(cand) = RITKA)
1. n=|X|
2. K=nr
3. for i :=1tondo
d; = K. legtavolabbi csoméponttol vett tavolsag
selected; — false
end for
g1 1= min(d;)
. fort:=1 to w do
9. e=t-e
10. fori:=1tondo

X N o

11. NN (zj,e) ={z: ||z —xi|| <e}
12. n; = |[INN(z;, )|

13. end for

14. fori:=1tondo

15. if selected; = false then

16. S; = maxxkeNN(%a) (nz — nk)
17. else

18. S; = —00

19. end if

20. end for

cand = arg max,, s;

21.  if label(cand) = RITK A then

22. return cand // a label(cand) cimkézést egy kiilsé orakulum adja meg;
23.  endif
24. end for

Egyesek elsfeltétele az, hogy akar az eloszlasrol alljon rendelkezésre hasznalatuk el6tt tu-
dés, vagy legalabb az eloszlasuk jol jellemezhetd legyen.

Ennek megfelelen nincs olyan egyetlen modszer, amely minden koérnyezetben alkal-
mazhato6 lenne. Szerencsés ugyanakkor, hogy a megkivant el6feltételeket (példaul a ritka
események csomosodnak) az el6zetes vizualis analizissel legalabbis jo kozelitéssel ellendriz-
ni lehet, igy mindenképpen célszert az algoritmikus modszerek hasznalata el6tt vizuélis
feltaro adatelemzés végzése.

Ez utobbit megkonnyiti az a tény, hogy a vizualis technikdkban a ritka események
lathatosagat a megjelenitési technikak segitik, ha azok el6fordulésa fliggetlen az el6fordu-
lasi gyakorisaguktol. A két technika kombinacidja egészen addig alkalmazhato, amikor a
szakért6 az el6zetes analizisben vizualis technikakkal hatékonyan azonositja a vizsgalando
ritka események, illetve csomoéik tobbségét, majd az ezt kdvets algoritmikus fazisban mar
ezen a priori ismeret birtokdban alkotja meg a véilasztott modszer a preciz osztalyozast.
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Hianyos adatok

4.1. Bevezetés

Az adatelemzés soran felmeriils egyik leggyakoribb problémat az jelenti, hogy az adathal-
maz nem teljes, egyes értékek hianyoznak. Ez a hianyzas lehet koncepcionalisan tervezett,
tehéat egy adott mintanal (adathalmaz egy sora) a valtozok (az adathalmaz oszlopai) egy
megadott értékkombinéacidja esetén helyesen nem tartalmaz értéket. Erre példaként egy
csaladi hatteret vizsgald kérdsiv szolgalhat, melyben a nemet, életkort, csalddi allapotot
és a hazassagban toltott évek szamat kellett megadni. Ekkor az egyediilalld csaladi allapot
esetében nincs értelme a hazassagban toltott évek szamat vizsgald kérdésre valaszt adni,
vagyis a hianyzo érték ez esetben szemantikus tartalommal bir.

Minden més esetben a hianyzas nem tervezettnek tekinthets. A tovabbiakban kizarolag
ez utobbi esetet vizsgaljuk. Hidnyos adatnak nevezzik tehat a vizsgalt adathalmaz azon
részeit, melyek kiilonféle (nem tervezett) okokbol nem allnak rendelkezésre.

Valos adathalmazok vizsgalata esetén a legtobb esetben felmeriil a hianyos adatok keze-
lésének kérdése, mivel az adatok egy része jellemzGen hianyzik. Leggyakrabban eréforras-
hidny miatt nincs lehet&ség a hidnyos értékek ujrafelvételére, tjramérésére. A probléméat
az jelenti, hogy az adatelemzési modszerek tobbsége viszont teljes, azaz hianyos értékek
nélkiili adathalmazt igényel az elemzés elvégzéséhez.

A hidnyzéasnak sokféle oka lehet, ezek egy része véletlen, mas része lehet akar de-
terminisztikus is. Ez utébbi egy olyan elére nem latott vagy figyelmen kiviil hagyott
mechanizmus eredménye, mellyel az adathalmaz kialakitdsdnal nem szamoltak (nem ke-
verendd tehat Gssze a tervezett hidnyzassal). A hianyzas egy tovabbi lehetséges forrésa,
hogy nem minden esetben &ll rendelkezésre a kérdéses informacié vagy adott esetben maga
a megkérdezett alany tagadhatja meg a valaszadast.

A hidnyos adatok nem megfelel6 kezelése révén az eredmények jelentGsen torzulhat-
nak, a levont kovetkeztetések akar teljesen helytelenek lehetnek. E nem kivant hatésok
elkeriilése érdekében szamos modszert hoztak létre, melyek alkalmazhatosaga a hidnyzas
tipusatol fligg.
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4.2. A hianyzas tipusai

A hidanyos adatok megfelel kezeléséhez sziikséges a hidnyzas jellegének ismerete. Minden
hidnyzo6 értékkel rendelkezd valtozonal ezt egyedileg meg kell vizsgalni, mivel lehetséges,
hogy egy adathalmazon beliil akar tobbféle hidnyzastipus is el6fordulhat. A hianyzas
tipusat tekintve az alabbi harom osztalyt kiilonithetjiik el [87] 56]:

1. Missing Completely at Random (MCAR): Teljesen véletlenszerd hidnyzas, ahol an-
nak a valoszintisége, hogy egy Y valtozé értéke hianyzik, nem fligg semmilyen meg-
figyelt X vagy nem megfigyelhets (rejtett) Z valtozo(k)tol.

P(Y =m)=P(Y =m|X,Z), (4.1)
ahol m a hianyzo értéket jeloli.

2. Missing at Random (MAR): Véletlen hidnyzas, ahol annak a valészintisége, hogy Y
értéke hidnyzik, egy vagy tobb megfigyelhets valtozo értékétdl fiigg. Tehéat ebben az
esetben a hidnyzéas mar valamilyen mértékben josolhato.

PY=m|Xi=21,...,X,,=x,) #PY =m|X; =2,...,X,, =2, (4.2)
ahol x, 2] és x,, 2], rendre X; és X,, valtozok lehetséges értékeit jelolik.
3. Not Missing at Random (NMAR): Nem véletlen hidnyzas, vagyis Y értéke hidnyza-

sanak a valoszintisége nem megfigyelt valtozok értékeitdl fiigg (akar mas megfigyelt
valtozok mellett), azaz

PY=m|X=x,Z=2,)#PY =mX=x,Z=12), (4.3)
ahol x, X' és z, z’ rendre a megfigyelt X és a nem megfigyelt Z valtozok lehetséges
értékeit jelolik.

Tovabbé akkor is nem véletlen hidnyzéasrol beszéliink, ha a hianyzas valoszintisége a
valtozo valodi értékétdl fiigg

P(Y =m|Y* = 1) # P(Y = m|Y" = ), (4.4)

ahol Y* a tokéletes informéacio esetén rendelkezésre allo, hianyzasmentes Y valtozot
jeloli, y; és yo pedig a lehetséges értékeit.

Megjegyezziik, hogy egyes forrasokban a nem véletlen hianyzas ez utobbi tipusat kii-
16n osztalyba soroljak [56], tovabba helyenként az NMAR elnevezés eltér a szorendet
tekintve: Missing not at Random (MNAR).
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MCAR esetben a hidnyzéast egy adott valdszintiséggel bekovetkezd véletlen hibanak
tekinthetjiik, ami nem eredményez torzitast. Ez a legszerencsésebb hidnyzasi tipus, mivel
ez kezelhet§ a legegyszertibb modon (pl.: teljes minta modszer).

MAR hianyzasnél mas, megfigyelt valtozok értéke alapjan becsiilhets a kérdéses valtozo
értéke hianyzasanak a valoszintisége, tovabbéa ezt felhasznalva kovetkeztetni lehet a hianyzo
értékre. A legtobb hidnyos adat kezelési modszer ezen a feltevésen alapszik. Az MCAR és
MAR hianyzas egy kozos tulajdonsaga, hogy a hidnyzasi mechanizmus explicit modellezése
elhanyagolhato, szemben az NMAR esettel, ahol ez megkeriilhetetlen.

Tekintsiink egy példat, ahol egy kérdsiv segitségével felmérik a jovedelem és az iskolai
végzettség tényezsket. Rendszerint megfigyelhets, hogy a magasabban kvalifikaltak atla-
gosan magasabb jovedelemmel rendelkeznek, és gyakrabban tagadjik meg a valaszadéast.
Abban az esetben, ha a hianyzas csak a végzettségtsl fligg, azaz példaul az egyetemi vég-
zettség esetén a leggyakoribb, de egy-egy kategoérian beliil nem fiigg a jovedelem valodi
mértékétsl, akkor MAR hidanyzasrol beszéliink. Ha azonban végzettségi kategorian be-
lil igaz az, hogy minél magasabb a jovedelem, annal valoszintibb a hidnyzés, akkor mar
NMAR esetrsl van sz6. Ha altalanosan igaz az, hogy a magasabb jovedelmiiek inkabb
eltitkoljak a jovedelem mértékét, akkor értékfliggs hianyzéssal kell szembenézniink. Ilyen
esetben a hidnyzast modellezni kell, hiszen ha csak elhagynank a hidnyzo6 értékeket tar-
talmaz6é mintakat, akkor a valos populacidohoz képest jelentGsen torzitott adathalmazhoz
jutnank, melybdl hianyoznak a legmagasabb jovedelmtek.

Osszességében elmondhato, hogy a hianyzéas pontos tipusanak megallapitésa alapvetd
fontossagu lenne, &m ez mar elméletileg sem megvalosithatd. Hiszen hogyan bizonyithat-
nank, hogy egy valtoz6 értéke nem fiigg més rejtett valtozoktol, melyeket definicio szerint
nem vizsgaltunk. Bizonyos fiiggéségi mintéazatok esetében ugyan ki lehet zarni egy rejtett
valtozod kozvetitd hatasat két valtozo kozotti fliggdségi viszonyban, de egy filiggetlen rej-
tett valtozo hatasat nem lehet teljesen elvetni [56]. Hasonloképp, ha a hianyzas csak és
kizarolag a hianyos valtozo valodi értékétdl fliggene, akkor ezt kiilsé referencia nélkiil nem
tudnank megallapitani.

Mindezek miatt a gyakorlatban valamilyen feltételezéssel kell élni a hidnyzast illetGen,
ami a leggyakrabban MAR. Ezt célszeri alatamasztani a hidnyzasok vizsgalataval, példaul
regresszios modellezés segitségével.

Abban az esetben, ha az adathalmaz valtozoit érinté hianyzéas hierarchikus mintazatot
alkot, akkor az altalanos hianyzaskezel6 modszerek helyett a mintazat sajatossagait ki-
hasznalva hatékonyabb modszert alkalmazhatunk. Monoton hidnyzdsrol akkor beszéliink,
ha az adathalmaz valtozoi sorrendezhetéek oly médon, hogy minden X;, X; valtozoparra
i < j esetén igaz, hogy ha X értéke nem hidnyos, akkor X; értéke sem [64]. Tehat ha egy
adott valtoz6 nem hianyos, akkor minden a sorrendezésben elGtte allo valtozo nem hidnyos.
Mivel az ilyen jellegti monoton hianyzas —kiilonosen valés problémak esetén— ritka, ezért
a tovabbiakban kizardlag a nemmonoton hianyzas kezelésével foglalkozunk.
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4.3. Hianyos adatok kezelése

A hidnyos adatok kezelési modjainak széles skalaja ismeretes, az alabbiakban a legelter-
jedtebb modszereket tekintjiik at.

4.3.1. Teljes eset moddszer

A legegyszeriibb médszer arra, hogy hianyzasmentes adathalmazt kapjunk az, hogy a hi-
anyos értéket tartalmazo adatsorokat (mintakat) kizarjuk az elemzésbdl. Ezt teljes eset
modszernek (complete cases method) nevezziik, és kizarolag MCAR hidnyzés esetén ér-
demes alkalmazni, mivel csak ebben az esetben nem okoz torzitast [56]. Azonban ekkor
is szamolni kell azzal, hogy ha a hidnyos értékek aranya magas, akkor a szigoru teljességi
feltétel miatt az adathalmaz jelentGs részét figyelmen kiviil kell hagyni. Ez értékes infor-
mécio elvesztését jelentheti, amely akir az egész elemzést ellehetetlenitheti. Tobb tiz vagy
akar szaz faktor vizsgalatanal mar kiilonosen megfontolando, hogy egyetlen véltozo hiany-
z6 értéke miatt az egész mintat elvessiik-e. Kiilonosképpen akkor, ha az adatok forrasaul
szolgald mérések erdforrasigényesek és nem potolhatok. Tovabba, ha eleve relative kevés
minta all rendelkezésre, akkor a mintaszam tovabbi csokkentése elkeriilendd, mivel az a
statisztikai vizsgélatok erejét tovabb csokkenti.

Ha azonban a hianyzas nem MCAR tipust, akkor a mintak elhagyaséaval torzitjuk
a valtozok értékeinek eloszlasat. Ilyen helyzet 1ép fel minden olyan esetben, amikor a
hidnyzas magatol a hidnyos valtozo valodi értékétsl fiigg, illetve akkor is, ha egy masik
megfigyelt valtozo értékétdl fiigg. Az el6bbi esetben a minta kizarasaval a hianyos valtozo
eloszlasat befolyésoljuk, az utobbiban pedig a kapcsolédd megfigyelt valtozo eloszlasat.
Mindez az elemzés pontatlansagahoz, tovabba téves konklaziok levonasahoz vezethet [87].

A teljes eset modszert gyakran helyteleniil alkalmazzak egyvaltozos elemzéseknél, ugy
vizsgalva az adathalmazt, mintha csak a célvaltozo és az éppen vizsgalt valtozo hianyzas-
mentes értékeit tartalmazné (available cases method). Ez azonban azt eredményezi, hogy
valtozonként eltéré a mintaszam, amin az elemzést végzik. Mindez inkonzisztens eredmé-
nyekhez és helytelen kovetkeztetésekhez vezet, ezért a modszer ilyen jellegl alkalmazasa
mindenképp keriilends [56].

4.3.2. Ad-hoc modszerek

Az ad-hoc modszerek kozé soroljuk azokat az eljarasokat, melyek a valtozok transzformé-
ciojan vagy kizarasan alapszanak. Nagyaranyu hidanyzéas (> 50%) esetén az egyik legké-
zenfekvébb megoldas az érintett valtozo(k) kizérasa az elemzésbdl. Azonban ez alapvet&en
befolyésolhatja az egész vizsgalat kimenetelét. Még egy mésodlagos, hattér-informéciot
szolgaltato valtozo kizarasa is értékes informacidvesztéssel jarhat, viszont egy kulcsfontos-
sagu valtozo elhagyasa az elemzés helytelenségét vonhatja maga utan. Ez utobbi esetben
tehat érdemes mas modszert alkalmazni a hidnyzés kezelésére.

A hidnyos valtozé transzformaldsa alapvetGen a hidnyzo értékek atkodolasat jelenti.
Kategorikus valtozo esetén a hidnyzo értéket jelols 4j kategoriat lehet létrehozni, folytonos
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valtozonal pedig egy megfelelen valasztott, mashol nem szerepld értékkel lehet helyettesi-
teni a hidnyzast. Mindez kiegészithetd egy 1j indikatorvaltozo bevezetésével (minden egyes
hidnyos értékkel rendelkezs valtozohoz), amely a hidnyzas tényét jeloli. Ez a megkozelités
(dummy variable adjustment) sokaig népszert volt, azonban idével bebizonyitottak, hogy
torzitashoz vezet, ezért alkalmazéasa nem javasolt [3].

4.3.3. Sulyozas

A silyozéas azt jelenti, hogy a hidnyos értékd valtozo megfigyelt értékeihez silyokat ren-
deliink a hidanyzési valészintiségeknek megfelelGen. Ehhez azonban sziikség van a hianyzas
mechanizmusat leir6 teljes modellre és az ebbdl szarmazo valoszintiségekre. Emiatt csak
akkor alkalmazhato, ha a hianyzési modell rendelkezésre all. A stlyozas révén kompen-
zalhatoak a hidnyos értékek, melyeket az adott valtozo vizsgéalatanal a késGbbiekben nem
vesznek figyelembe. Ezt a modszert szinte kizarolag rétegzett mintavételd szociologiai fel-
méréseknél alkalmazzak, mas teriileteken nem jellemzd, de a teljesség kedvéért itt is része
a felsorolasnak [64].

4.3.4. Potlas

A potlas (imputation) alapi modszerek lényege, hogy a hianyzo értéket a meglévs adat
alapjan, valamilyen eljarassal elGallitott értékkel helyettesitik. A MAR tipust hidnyzéas
kezelésének ez a preferalt formaja.

Potlas alkalmazéasa soran koriiltekintGen kell eljarnunk, tekintettel kell lenniink a hi-
anyzas mértékére, tipusara, a valtozok kozotti fiiggésekre, valamint a mintaszamra. Az
adathalmaz sajatossdgainak megfelel6 potlasi modszerrel csokkenthetSk a potlas esetleges
negativ kovetkezményei, tigymint:

e Nem megfelel potlas esetén sériilhetnek az adathoz kapcsolodé modellre jellemzd
feltevések, példaul, ha az altalunk valasztott modszer olyan értékkel potol, ami el-
vileg nem lehetséges. Ekkor, bar teljes adathalmaz all els, a rajta elvégzett elemzés
nem lesz érvényes.

o A valtozonként elkiilonitetten végrehajtott potlas megvaltoztathatja az egyes valto-
z0k kozotti fiiggéseket.

e A valtozok variancidjat nagymértékben alulbecsiilhetjiik, ha a potolt értékeket meg-
figyeltnek tekintjiik.

A tovabbiakban a hidnyz6 adatok potlasara hasznalt modszercsaladok ismertetésére
keriil sor.
Heurisztikus pétlas

E modszercsoportba olyan egyszert eljarasok tartoznak, melyek egy adott eljaras szerint
potolnak egy a targyteriilettsl fiiggetlen heurisztika altal nyert rogzitett vagy véletlen
értékkel. A legaltalanosabb forméai kozé az alabbiak tartoznak:
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o Fgyszeri wvéletlen potldas: a hianyos értékekkel rendelkezé valtozé adathalmazban
szerepld értékeivel torténik a potlas véletlenszertien. Minden egyes hidnyzo értéknél
sorsolunk, figyelembe véve az értékek eloszlasat. A modszer elénye, hogy egyszerii
és gyorsan megvalosithato, ugyanakkor figyelmen kiviil hagyja a valtozok kozotti
fiiggGségeket, és nem hasznalja fel az adathalmazban jelen 1év6 tébblet informéciot
a potlashoz.

e Random hot deck: az adott hidnyos adatsorhoz rogzitett szempontok szerint leg-
hasonlébb adatsorbdl szérmaztatja a potlasra felhasznalt értéket. Ezt a modszert
elsGsorban kérdéives felméréseknél hasznaltdk, ahol hidnyzas esetén néhany valasz-
tott tényezs alapjan (pl.: nem, életkor) valasztottak a hianyos adatsorhoz hasonlot
az adathalmazbol, és az ott szerepld értékkel potoltak. A  hot deck” arra utal, hogy
a vizsgalt adathalmaz alapjan tortént a potlas, szemben a ,,cold deck” modszerrel,
ahol egy korabbi, hasonlo felmérés adathalmazabol szarmazott a potolt érték [56].
Manapsag a potlasnak ezt a formajat nem hasznaljak, ehelyett az ezzel rokon legko-
zelebbi szomszéd modszerek hasznalatosak.

o Legkozelebbi szomszéd potlds: a hidnyos értéket tartalmazo adatsorhoz leginkabb ha-
sonl6 adatsorokban szerepld értékkel torténé potlast jelent. Tehat egy W valtozo
esetében hidnyos i-edik adatsornél (d®) megvizsgélja az ahhoz valamilyen S met-
rika szerint hasonlé adatsorokat d“*)...dU*) melyekben W nem hianyos, és ezen
Wi = wj, ... WUk = e ertékek kozil a legvaloszintbb értékkel potolja Wt
E moédszernek szamos kiilonb6z6 valtozata lehetséges, példaul csak a leghasonlobb
adatsort figyelembe vevs potlas, vagy a k legkozelebb ess adatsort (szomszédot) fi-
gyelembe vevé potlas [2]. Egy tovabbi lehetGség, hogy W valtozé mellett X7, ... Xj
valtozok legvaldszintibb egyiittes értékkonfiguracioja alapjan torténik a potlas.

o Atlag potlds: értelemszeriien a meglévs értékbdl szamitott atlaggal torténs potlast
jelenti. Akar a teljes adathalmaz alapjan, akar a célvaltozo szerinti adott kategorian
beliil szamitjuk, jelent6s torzitast eredményez, ha egy rogzitett értékkel torténik a
potlas. Ennek eredménye, hogy mesterségesen csokken a poétolt valtozd variancia-
ja, illetve a rendelkezésre all6 mintaszam ugy né (a kipotolt adatsorokkal), hogy 1j
informacié nem keriil az adathalmazba a poétolt valtozo szempontjabol, tehat téve-
sen feliilbecsiiljiik a mintaszamot. Tovabba az értékek eloszlasa jelentGsen torzul,
kiillonosen nagy hidnyzasi ardny esetén [80]. Mindezek miatt az atlaggal vagy mas
rogzitett értékkel (pl. medidnnal) torténd potlas nem javallott [87) 56].

Regresszios potlas

Egy adott Y valtozo értékének regresszios potlasa més megfigyelt X, ..., X, valtozok
alapjan szamitott regressziés modell alapjan torténik. Folytonos valtozd esetén linearis
regressziot, kategorikus valtozo esetén pedig logisztikus regressziot célszert alkalmazni.
Jelent6s kiilonbség a kordbbi modszerekhez képest az, hogy ez a modszer a potlando hia-
nyos valtozo fliggsségeit figyelembe veszi (az Y-nal fiiggségi kapcsolatban allo X; valtozok
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szerepelnek a modellben nem nulla egytitthatoval). Hatranya az, hogy ilyen formaban ez
is egy determinisztikus potlasnak tekinthets, ily moédon a variancia torzulasa itt is fel-
lép, ahogy az atlagpotlasnal [65]. Ennek kikiiszobolésére egy véletlenszert hibataggal kell
béviteni a regresszios egyenletet. Lineéris regresszio esetén ez a kovetkezd:

Y=0-Xi+...4+06- X, +¢, (4.5)

ahol € jeloli a predikcios hibat megtestesité hibatagot.

A regresszios potlasnak szédmos valtozata l1étezik, a kiilonbség szarmazhat abbdl, hogy
csak teljes adatsorokat vesz figyelembe, vagy iterativ jelleggel a mar potoltakat is, tovabba
az egyes valtozok kozott van-e meghatarozott potlasi sorrend, és igy a mar teljesen potolt
valtozokat hasznédlja a még hianyosak potlasahoz (iterativ regresszios potlas). Egy to-
vabbi fontos szempont az egyes véaltozok potlasdnak kolecsonhatasa, ugyanis, ha egymaéstol
teljesen fiiggetleniil végziink valtozonként regresszios szamitasokat, akkor 6sszességében in-
konzisztens adathalmazt kaphatunk, melyben jelentGsen torzulnak a valtozok fliggései [56].
Erre az egyik lehetséges megoldés tobb véltozo egyiittes potlasa egy erre alkalmas tobbval-
tozos potlasi modell alapjan. Ugyanakkor egy ilyen modell kialakitasa, kiilondsen relative
sok valtozo esetén, Osszetett, szamitasigényes feladat.

Po6tlas hattértudassal

A hianyos értékek potlasat jelentGsen elGsegitheti az esetleg rendelkezésre allo targyteriileti
hattértudas. Emiatt olyan vizsgélatok folyaman, melyeknek célja az exploracio, és a vizs-
galt faktorok kozotti fiiggfségek ismeretlenek, hattértudasra épité metdodusok nem vagy
csak igen korlatozottan alkalmazhatoak. A korabbiakban ismertetett modszerek egy ré-
sze kib&vithets oly mdédon, hogy a hattértudas felhasznalasaval hatékonyabban miikodjon.
Tobbek kozt, ha a valtozok egy halmazanak jellemzd értékkonfiguracioi vagy az értékek
kozotti fliggségek ismertek, akkor ez felhasznélhato a potlasnal egyes értékek kizaraséra.
Igy sztkithets adott esetben a potlasnal hasznalando értékek halmaza, ami az Gsszes lehet-
séges értékkombinacidohoz képest jelentésen csokkentheti a szamitasi igényt. Hasonloképp,
az adatsorok kozti hasonlésag vizsgalatanal figyelembe veendd valtozok széma a hattértu-
dés alapjan pontosabban meghatarozhat6. Mindez a legkozelebbi szomszéd tipusu potlasi
modszereknél jelenthet el6nyt.

Likelihood alapt megkozelités

A likelihood alapi modszerek alapvets célja az Y célvaltozo p(Y| X, 0) feltételes valoszini-
ségi eloszlasat leird 6 paraméterek meghatarozasa maximum likelihood becsléssel. Ennek
alapjaul az EM (expectation-maximization) algoritmus szolgéal, ami egy kétlépcsds, de-
terminisztikus, iterativ algoritmus [33]. A becslési 1épés soran (expectation step) minden
hidnyos értéknél tobb lehetséges értékkel kell elvégezni a potlast, és minden egyes értéknél
meg kell becsiilni, mennyire valdszind az adott érték a tobbi megfigyelt érték fliggvényé-
ben. Az ezt kovet6 maximalizélasi lépésben (maximization step) az egyiittes valoszintiség-
eloszlas varhato log-likelihoodjanak maximalizélaséra keriil sor az el6z6 1lépésben elGallitott
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értékek felhasznalasaval. Az ennek kovetkeztében adodo legjobb értékek adjak a kovetkezd
becslési 1épés alapjat. A tobb iteraciot kovetSen eredményként elGallo paraméterértékek
a maximum likelihood becsléshez konvergélnak, a lokéilis maximumokba valé beragadas
lehetGségével azonban szédmolni kell.

Bayes-halo alapi megvalositéas esetén az alabbiak szerint irhato fel az egyiittes valoszi-
niiség-eloszléas likelihoodja. Jeldlje G a Bayes-halo strukturajat leir6é aciklikus irdnyitott
grafot, mely az X valtozok kozotti fliggségeket reprezentalja. Az egyiittes valoszintség-
eloszlas a struktira altal meghatérozott moédon faktorizalhato:

k k
P(X|G,0) = [[ P(Xi|PA;,0) = [ [ 0x.pa.. (4.6)
i=1 i=1

ahol PA; az X; valtozo sziil6i halmaza G-ben. Egy adott Ox, pa, paraméterezésnél figye-
lembe kell venni az X; valtozo lehetséges értékeit (z;) és a sziil6k lehetséges értékeinek
konfiguracioit (pa;). Mindez sziikséges a L(0|G, D) likelihood szamitéséhoz, mivel ahhoz
az Osszes lehetséges paraméterezés valoszintiségét ki kell szamitani a rendelkezésre allo D
adathalmaz alapjan:

cwic.0) = TTTTTT#25 (47)

=1 x; pa;

ahol #(x;, pa;) egy adott érték-konfigurdciohoz tartozé mintédk szamat jeloli D-ben. Ez a
szorzatforma azonban csak teljes adatra all fenn, ha a hianyos értékeket nem potolnank,
akkor mintanként minden hianyos értékre ki kellene ,atlagolni”, azaz az Osszes lehetsé-
ges potlassal szamolni és azok atlagat venni [92]. Mindez jelentGsen megbonyolitana a
likelihood szamitasat, az EM algoritmus alkalmazasa erre nyujt alternativ megoldast.

Az EM algoritmust felhasznal6 Bayes-halo alapi modszereknek tobbféle valtozata 1é-
tezik, Ggymint a strukturalis EM [46] és a bayesi strukturalis EM [47]. A strukturalis EM
Bayes-halo strukturdk tanulésat teszi lehetévé komplexitést biintetd likelihood score-ok
alapjan, mig a bayesi strukturalis EM egy kozvetleniil szamolt Bayes-score alapjan teszi
ugyanezt.

Bayesi moédszerek

Bar szdmos Bayes-halo alapu potlasi modszer 1étezik, ezeknek csak egy része tekinthetd
teljesen bayesi modszernek. Az el6bbiekben targyalt likelihood alapti modszerektdl szem-
léletben elkiiloniilnek, holott azok jelentGs része szintén Bayes-hald alapi megvalositas-
sal rendelkezik. Bayesi megkozelitésben a cél a P(0|G, D) a posteriori paramétereloszlas
meghatéarozasa, melyhez sziikséges egy P(0|G) a priori eloszlast definialni a paramétertér
felett. A Bayes-tétel alapjéan az alabbi Osszefliggés adodik e mennyiségek kozott:

P(0)|G, D) x L(6|G, D) - P(6|G), (4.8)

tehat a P(0|G, D) a posteriori valoszintiség aranyos a likelihood és az a priori valoszintiség
szorzatéaval.
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E moédszerek kozé tartozik a Bayes-halok strukturalis tulajdonségait felhasznalo, Mar-
kov-takar6 alapt potlas, melynek lényege, hogy minden valtozonél csak a hozzé képest rele-
vans valtozok értékeit veszi figyelembe a lehetséges potlasi értékek meghatarozasanal [92].
Egy tovabbi ide sorolhaté6 modszer a sztochasztikus szimulécié alapi paraméterbecslést
végz6 data augmentation algoritmus [108], illetve ennek kapcsan meg kell emliteni egy
ehhez hasonlo, de mas szemléletdi modszert: a bound and collapse algoritmust [100].

Osszességében e potlasi modszerek Gsszetettségiikbsl fakadoan kevésbé elterjedtek a
kordbbiakban bemutatott modszerekhez képest, ugyanakkor a tobbvaltozos elemzés alap-
jait jelents valtozok kozotti fiiggsségi kapcesolatokat ezek torzitjak a legkevésbé.

4.3.5. Tobbszoros potlas

A t6bbszoros potlas (multiple imputation) voltaképp egy altalanosan alkalmazhato para-
digma a legtobb nemdeterminisztikus potlasi modszer esetében. Lényege, hogy a hidnyzas
okozta bizonytalansdg modellezésére explicite sor keriil azaltal, hogy egy helyett tobb ki-
potolt adathalmazt allitunk els. A t6bbszoros potlas altalanosan harom lépésbdl all:

1. A hidnyos adatok poétlasara egy adott modszerrel elGallitjuk a lehetséges értékeket
és végrehajtjuk a potlast.

2. A keletkezd teljes adathalmazokon elvégezziik a statisztikai elemzést, kovetkeztetést
(ezek teljes adathalmazt igényelnek).

3. A végeredményeket Osszesitjiik, figyelembe véve a potolt értékek bizonytalanségat,
azaz kiszamitjuk az eredmények atlagos értékét, konfidencia-intervallumét, illetve
varianciajat.

Tegyiik fel, hogy regresszios potlas esetén alkalmaztunk t6bbszoros potlast, ekkor a g
regresszios koefficiensek meghatarozasa az egyik cél. Ilyen esetben m végrehajtott potlast
kovetSen egy [(; koefficiens atlagos értéke (B,) és atlagos szorasnégyzete (S;) az alabbi
formaban all el6:

s _1gm o 1 (m)
52 - m Z 51 ) Sl - m Z(SZQ) ) (49)

m=1 m=1

ahol 5i(m) az adathalmaz m-edik potlasanal el6allo értéke 3; koefficiensnek, (s?)(™ pedig a
hozzatartozo szorasnégyzet. A teljes variancia Varg a potlasokon belili (S;) szorasnégyzet
mellett a potlasok kozotti szorasnégyzet (U;) figyelembe vételével adodik [56]:

1
Varg=S;+ (14+—)-U;, ahol (4.10)

L
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A gyakorlatban legtobbszor regresszio alapt potlasnal alkalmazzak a tobbszoros potlas
elvét, azonban léteznek alternativ tobbszoros potlast megvaldsité modszerek, tigymint a
chained equations modszer [116]. Ez az algoritmus minden valtozonal egyedi potlasi modell
alapjan general értéket. Iteracionként egy hidnyzo értéket potol egy adott valtozonal, ami
a kovetkezd valtozo potlasakor mar szamit a potolt érték meghatarozasanal.
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Vizualis analizis

Az adatvizualizacio, akarcsak a matematikai statisztika, napjaink természet- és tarsada-
lomtudomanyainak és mérnoki gyakorlatanak alapvets eszkoze. Fejlodése 6sszefonddik al-
kalmazasi teriileteinek fejlédésével; mar a 10. szazadbol ismert olyan abra, mely hét égitest
elhelyezkedésének valtozasat demonstralja térben és id6ben — mai szohasznalatunkban id6-
sorként [52]. A 19. széazad els6 felére a (statikus) statisztikai grafika alapvetd eszkozeinek
tobbsége kialakult: igy példaul az oszlopdiagram (bar chariﬂ), a hisztogram, az idGsor-
abra (time series plot), a szintvonal-abra (contour plot) vagy a szorasdiagram (scatterplot)
[5I]. A 70-es évektdl kezdve az adatvizualizacié mai gyakorlatdhoz vezetd fejldési folya-
matot alapvetGen befolyasolta a felderité adatanalizis (exploratory data analysis), mint
onallo statisztikai diszciplina kialakulésa és a szamitogéppel megvaldsitott adatabrazolas
lehet6évé, majd gyakorlatilag egyeduralkodova valasa. Bar az egyes szakteriiletek sziikség-
letei még ma is életre hivnak djabb és Gjabb diagram-tipusokat (melyek sokszor csak az
tasai a magas dimenzi6jua statisztikai adatok kezelése, valamint az interaktiv és dinamikus
megjelenitési technikak. Kialakuloban vannak, de messze nem kiforrottak azok az alta-
lanos vizualizacios modszerek, melyek segitségével extrém méret adatkészletek — divatos
szOhasznalatban: | Big Data” problémak — is célszertien szemléltethetévé valnak (lasd pl.
[120]).

Az adatvizualizacio és a segitségével megvalositott vizualis analizis rendkiviil szerte-
agazo témak; fejezetlink célja a sokvaltozos statisztikahoz kapcsolodo alapvetd és dltalanos
vizualizacios technikak és az ezekre épiils elemzési megkozelitések ismertetése. Alkalmaza-
si utmutatoként — kiilonosen a statikus diagramok tekintetében — az R [91] nyilt forraskoda
és ingyenes statisztikai szamitasi kornyezetben rendelkezésre 4ll6 megoldésokra fogunk hi-
vatkozni; meg kell azonban emliteniink, hogy a diagramok tobbségét ma mar mindegyik
meghataroz6 adatelemzési eszkoz tamogatja.

!A jellemz&en angol nyelvi, nemzetkozileg elfogadott terminoldgia helyett a fejezetben téreksziink a
magyar megfelelék hasznalatara — az eredeti megjelolésével. Felhivjuk azonban az olvaso figyelmét arra,
hogy a teriilet szdmos szakkifejezésének nincs egyértelmien és altalanosan elfogadott magyar forditasa.
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5.1. Felderités, megerdsités és szemléltetés

Bar az adatvizualizaci6 szinte minden adatelemzési feladatban megjelenik, sulya és f6ként
alkalmazésanak modja az adatelemzés célja és fazisa szerint méas és més. A vizualizacio
eszkoze lehet a) az elemzendd adatok megértésének és hipotézisek megsejtésének; b) hipo-
tézisek és modellek megerdsitésének, vagy ¢) az eredmények — lehet6leg minél szemléle-
tesebb — prezentdldsanak. Az elsé két tevékenység-kategoridra szokésosan mint felderitd
adatelemzés (Exploratory Data Analysis — EDA), illetve megerdsité adatelemzés (Confir-
matory Data Analysis — CDA) hivatkozunk.

A John W. Tukey amerikai matematikus és statisztikus munkassaga altal megalapozott
EDA leginkabb egy ,statisztikai tradicié”, melyet roviden a kovetkezdképp jellemezhetiink

[9].

1. Az adatelemzési folyamat nagy hangsulyt fektet az adatok altalanossagban ,megér-
tésére” - az adatok altal leirt rendszerrdl, az adatokon beliili és az adatok és altaluk
leirt rendszer kozotti Osszefiiggésekrsl minél teljesebb fogalmi kép kialakitasara.

2. Az adatok grafikus reprezentacidja, mint ennek eszkoze, kiemelt szerepet kap.

3. A modelljelolt-épités és a hipotézisek felallitasa iterativ médon torténik, a modell-
specifikacié — reziduum-analizis — modell-tjraspecifikicid 1épéssorozat ismétlésével.

4. A CDA-val 6sszevetve elényt élveznek a robusztus statisztikai mértékek és a részhal-
mazok analizise.

5. Az EDA ,detektivmunka” jellege miatt nem szabad bevett modszerekhez dogmati-
kusan ragaszkodni; a folyamatot koztes sejtéseink mentén flexibilisen kell alakitani,
elsfeltételezéseinket (pl. hogy két valtozo kozott korrelacio ,szokott” fennallni) meg-
felels szkepszissel kezelve.

Természetébdl adodoan az EDA legtobbszor egy erdsen ad-hoc folyamat; jellemezhetd
ugy is, mint az adatok (jellemz&en) alacsony dimenzioszamu grafikus vetiileteinek intuicio-
és szakteriilet-specifikus tudas altal vezérelt bejarasa addig, amig klasszikus statisztikai
elemzést érdemld hipotézisekre nem jutunk.

A megfelels vizualizacion keresztiil 6sszefliggések megsejtésének iskolapéldaja Dr. John
Snow torténete. Dr. Snow 1854-ben egy londoni kolerajarvany alkalméaval egy pontozott
térképet hasznalva a halalesetek vizualizélasara felfedezte, hogy a jarvany oka egy fertds-
zOtt kut a Broad Streeten; a kut nyelét leszereltetve a jarvany megsziint. (A torténet
méasodik része valosziniileg nem igaz; lasd [86].) A CDA tul korai, EDA-t nélkiil6z6 al-
kalmazéasanak veszélyeire a klasszikus int6§ példa pedig ,,Anscombe négyese” (Anscombe’s
quartet)[5]: négy kétvaltozos adatkészlet, melyeknek ugyan atlaga, varianciaja, korrelaci-
6ja és regresszios egyenese — azaz klasszikus statisztikai jellemz&i — megegyeznek, mégis
mindGségileg kiillonboz6 Osszefliggéseket rejtenek . ébra)ﬂ.

2 Anscombe négyese az R beépitett, anscombe néven el6hivhaté adatkészlete.
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5.1. abra. Anscombe négyese szorasdiagramokkal vizualizalva

Az alfejezet tovabbi részében bemutatjuk a vizualis EDA soran leggyakrabban alkal-
mazott diagram-tipusokat. Bar ezeket sokszor alkalmazzuk a CDA tamogataséara is, ott
jellemzéen modellspecifikus vizualizaciora van sziikség (pl. lineéris regresszio reziduumai-
nak vizsgalata).

5.2. Egydimenziés diagramok

Egy sokvaltozos megfigyeléskészlet valtozoinak peremeloszlas-vizsgilata az EDA elsd 1é-
pései kozott szokott szerepelni. Amennyiben a valtozo kategorikus, ugy a kozismert osz-
lopdiagram és valtozatai szolgalhatnak a kategoéridk szamossaganak vizualizaciojara.

Az egy, folytonos valtozora vonatkozd megfigyeléseket reprezentalhatjuk kozvetlentil
egy tengelyen, un. pontdiagramon (dot plot) - a szérasdiagram egyfajta ,leskalazasaként”.
Az egydimenzios, folytonos esetben azonban jellemzGen nem kozvetleniil a megfigyelése-
ket, hanem vagy meghatarozo leir6 statisztikaikat, vagy eloszlasukat szeretnénk vizualizal-
ni. Mindkét esetben jellemz6 — legalabb a felderité analizis soran — hogy nemparaméteres
technikak alkalmazasara toreksziink, azaz a valtozo eloszlasaval kapcsolatban nem kiva-
nunk eléfeltételezésekkel élni.

5.2.1. A doboz-abra

Egy egyvaltozos megfigyelés-sokasag alapvets leird statisztikainak legnagyobb kifejezGereji

.....

ot alapvetd jellemz6t szemléltet: a minimumot, az elsé kvartilist, a mediant, a harmadik
kvartilistﬂ és a maximumot. A kvartilisek téavolsagat, mint az eloszlas ,kozépss felét”, egy

3Az els6 és a harmadik kvartilis helyett precizebb lenne alsé és felsS ,sarkalatos pontrél” — hinge —
beszélniink. Az alsé sarokpont definicié szerint az ([(n + 1)/2] 4+ 1)/2-ed rendi statisztika, mely ha nem
egész, akkor a szomszédos statisztikdk atlagat hasznaljuk; a gyakorlatban ez azonban j6 kozelitéssel az
els6 kvartilis. A fels§ sarokpont hasonléan definiadlhato.
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,doboz” reprezentélja; az els¢ kvartilis alatti és a harmadik feletti részt jellemz&en egy
vonal, ,bajusz” (whisker). Egy jellemz6 variacio, hogy ez a vonal nem a minimumig és a
maximumig nyulik, hanem legfeljebb a kvartilisek kozotti tavolsag (Inter-Quartile Range,
IQR = Q3 — Q1) 1,5-szereséig — az ezen kiviil es6 megfigyeléseket pontként abrazolva.
Emellett — bar a doboz-abrat egydimenziés vizualizacioés technikaként a legegyszertibb
bevezetni — a gyakorlatban legtébbszor a megfigyeléseket egy kategorikus valtozé mentén
részhalmazokra bontva hasznéaljuk. Az [5.2] abra példa doboz-diagramja is kétdimenzios
ebben az értelembent!]
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5.2. abra. Példa doboz-abrara: személygépjarmiivek lizemanyag-hatékonysaga

Egy doboz-diagram énmagaban egy egyvaltozos adatkészlet centrélis tendenciaja, disz-
perzidja és ferdesége (skewness) felmérésének praktikus eszkoze. Tobb eloszlas esetén (pl.
kategorikus valtozo mentén bontas mellett) ezen jellemzdk gyors, vizuélis 6sszehasonlita-
sara is alkalmas. Hatranya, hogy az eloszlast nagyon erésen absztrahalja; igy példaul a
multimodalitas jellemz&en nem olvashatoé le roéla.

5.2.2. Hisztogram

Legyen x € R valtozd, melyen az a,b € R intervallumon n megfigyeléssel rendelkeziink.
Képezziik [a,b) egy L nematfeds intervallumokbol (bin-ekbdl, cellakbol) allo particiona-
lasat: T; = [tn,latn,l—f—l)J =0,1,2,...,L — 1, ahol a = tno <tp1 <lpa<...<tlpr= b.
Legyen Ir, az l-ik cella indikator-fiiggvénye és legyen N; = >°° | Ir,(z;) a T;-be es6 min-
tak szama (I = 0,1,2,...,L — 1, ZIL:_OI N; = n). Ekkor a hisztogram, mint a valtozo
closzlasanak becslGje, a kovetkezSképp definialhato ([69], 80. oldal):

by =S

=0 tn,l+1 - tn,l

4Az &bra az R beépitett mtcars adatkészlete felett késziilt, mely 32, 1973-74-es személygépkocsi-modell
tiz aspektusat irja le.
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A gyakorlatban altalaban azonos, de a mintak szama &altal befolyasolt cellaszélességet
hasznalunk (h,, = t, ;11 —tn, 0 =0,1,2,..., L —1). A struktira vizualizacioja kozismert;
az [5.71 abran lathatunk két példat. A hisztogram az EDA szempontjabol legfontosabb
hatranya, hogy alakja erGsen érzékeny mind az elsé cella kezdGpontja, mind pedig a cella-
szélesség megvalasztasara. BecslGként is komoly hianyossagai vannak; numerikus stirtiség-
becslésre legtobbszor alkalmasabbak a kernel-stirtiségbecslsk (lasd pl. [69], 4.5. fejezet).
Vizuélis elemzés soran azonban egyszeriibb, az ,adatokhoz kozelebb es¢” interpretalhato-
saguk miatt mégis a hisztogramok elényben részesitése javasolt.

5.3. Kétdimenzios diagramok

Statikus vizualizécié esetén a két valtozd kozotti interakciot szemléltets, altalanos céli
diagramok szempontjabol a két kategorikus valtozo esete érdemel kiemelt figyelmet. A
folytonos-folytonos esetben alkalmazhato szorasdiagramok és hétérképek (heat map — va-
lojaban 2D hisztogramok) kozismertek; a kategorikus-folytonos esetben alkalmazhatunk
pl. kategorianként alkalmasan szinezett hisztogramokat (lasd pl. kés6bb az[5.8] abran)
vagy a mar bemutatott kondicionalt doboz-diagramokat.

A kétvaltozos kategorikus-kategorikus esetben elsGdleges célunk a kategéria-kombiné-
ciok relativ szamossaganak felmérése lehet. Erre altalaban a mozaik diagram (mosaic
plot) vagy a fluktuacios diagram (fluctuation plot) a legalkalmasabbak. Ezek azonban
n-dimenziés diagramtipusok, melyeknek a két valtozo megjelenitése specialis esete.

5.4. n-dimenzibés diagramok

Ketténél tobb valtozd megjelenitésére két alapvetd diagramtipust mutatunk be: a tisztan
kategorikus esetre a mozaik diagramot (és a varidnsanak tekinthets fluktuacios diagra-
mot), a tisztan folytonos esetre pedig a parhuzamos koordinéata (parallel coordinates) di-
agramot. A parhuzamos koordindta diagramon kategorikus valtozok is megjelenithet&ek a
kategoridkhoz szamérték rendelésével, azonban mint latni fogjuk, ez jellemzden csak akkor
eredményezhet ,,jol olvashatd” diagramot, ha a kategorikus valtozonak megfelels tengelyek
nem szomszédosak.

Megjegyezziik, hogy a folytonos esetben elterjedten hasznalt még a szorasdiagram-
méatrix (scatterplot matriz, SPLOM); hogy egy sokvéltozos adatkészlet valtozo-vektorat
megfeleltetjiik egy matrix sorainak és oszlopainak, a celldkban pedig a megfelels valtozo-
parok szorasdiagramjat helyezziik el. A SPLOM és variansai — a parhuzamos koordina-
takkal ellentétben — magasabb valtozoszamnal korlatozott hasznalhatésaga miatt mélyebb
bemutatasuktol eltekintiink.

5.4.1. Mozaik és fluktuaciés diagram

A mozaik diagram kategorikus valtozok érték-kombinécioi el6fordulési gyakorisdgainak te-
riletaranyos vizualizacioja. Az abrat alkoto ,csempéket” vagy ,lapokat” (tiles) egy négy-
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zet rekurziv vizszintes és fligg6leges darabolaséval kapjuk. Az |5.3] abran lathato példa
az mtcars adatkészlet harom valtozojat helyezi el mozaik diagramon, hengerek szama,
elére fokozatok szama és a valtdo nem automata volta sorrendben. Egy negyedik valtozo
az el6re fokozatok széma ala esd, annak értékeit rendre sajat lehetséges értékeivel ala-
oszto faktorként jelenne meg. Egy 6todik valtozd a hengerszam — nem automata valtod
bontést finomitand tovabb, és igy tovabb. A mozaik diagramok effektiv olvashatosaga
természetesen adatfiiggs is, de elmondhato, hogy koriilbeliil 8 valtozonal tobbet altalaban
semmiképp sem érdemes alkalmazni. Mindemellett az olvashatosiggal méar 4-5 valtozo
esetén adodhatnak problémak.

A fluktuécios diagram a mozaik diagram magasabb dimenzi6észamnal nehezen olvasha-
tosagat probalja orvosolni. Az egyes érték-kombinéciokhoz azonos méretd lapokat rende-
liink, ezéltal a kombinaciok konnyen beazonosithatéva valnak. A legnagyobb elemszami
lapot teljesen kitoltjiik, a tobbit pedig az el6fordulasok relativ gyakorisaga alapjan terii-
letaranyosan. (A kitolts téglalapok oldalaranya a mozaik diagramok rekurziv bontasaval
szemben egységesen ugyanaz; lasd . abra.) Hatranya, hogy a kit6lt6 idom nem hordozza
kozvetleniil az egy-egy valtozoban értelmezett relativ gyakorisagot vizualis informacioként.
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5.3. abra. Mozaik diagram és fluktuaciés diagram

5.4.2. A parhuzamos koordinata abra

A parhuzamos koordinata diagram [68], mint a sokvaltozos relaciok vizualizaciojanak esz-
koze, egy igen egyszert oOtleten alapul. A klasszikus Descartes-féle ortonormalt koordi-
natarendszer ,gyorsan kimeriti a sikot”; mar harom dimenzié esetén is projekciokra van
sziikséglink. Ennek oka az, hogy a tengelyek merdlegesek (de legalabbis szoget zarnak
be). A parhuzamos koordinatak ezzel szemben a szokésos Descartes-féle koordinatakkal
ellatott R? euklideszi stkban egymastol azonos (egységnyi) tévolsagra elhelyezi az R valos
egyenes N mésolatat, és ezeket hasznélja tengelyként az RY N-dimenzios euklideszi tér
pontjainak abrazolasara. A (ci,co,...,c,) koordindtakkal rendelkezs C € RY pont képe
az a teljes poligon-vonal, melynek N darab, a szegmenseket meghatarozé pontjai rendre a
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parhuzamos tengelyekre es6 (i —1, ¢;) pontok (i = 1,..., N). Ezt a kolcsonosen egyértelmi
leképezést szemlélteti az . ébraﬂ

(&)

Cy

Y C3

5.4. abra. RN-beli pont dbrazoldsa parhuzamos koordinatakkal

Figyeljiik meg, hogy a modszer ,helyigénye” linedrisan skalazodik a valtozok szaméban,
szemben pl. a szorasdiagram métrix négyzetes novekedésével. Igy a parhuzamos koordi-
nata diagram magas dimenzioszamu adatkészletek ponthalmazainak projekcié nélkiili dt-
tekintésére kiilonosen alkalmas eszkoz. Az [5.5l abran a hires Fisher-féle irisz-adatkészletf]
parhuzamos koordinatékra leképezése lathatd. Példank egyben azt is jol szemlélteti, hogy
miért kisebb a parhuzamos koordinatak jelent&sége a statikus vizualizacio teriiletén, mint
az interaktiv technikaknal: nagyszami pont esetén az dbra gyorsan atlathatatlanna valik,
kiilénosen faktorvaltozok szerinti megkiilonboztets szinezés nélkiil. Amennyiben azonban
rendelkezésre allnak a megfelel§ interakciok — mint pl. részhalmaz kivalasztasa, tengelyen
intervallum kivalasztasa —, a parhuzamos koordinatak kiilonosen hatékony EDA eszkozt
adnak keziinkbe.

Ennek & oka, hogy szdmos sikbeli és térbeli alakzat a parhuzamos koordinatakkal
abrazolas soran jellegzetes mintava képzddik le, igy az EDA felfoghato egyfajta minta-
felismerési problémaként. A taldn legegyszertibb eset ennek szemléltetésére a pont-vonal
dualitas. Mint lattuk, egy pont két, szomszédos parhuzamos koordinata-tengelyen értel-
mezett képe egy szakasz. Az ezen két tengelyhez tartoz6 koordinatak sikjaban felvett
egyenes képe viszont parhuzamos koordinatakban egy pont abban az értelemben, hogy az
egyenes pontjai leképezésének tekinthetd szakaszok egy pontban fogjak metszeni egymaést.
(Nem feltétleniil a két parhuzamos tengely kozott.) Ez azt jelenti, hogy amennyiben egy
két tengely kozotti szakaszsereg egy pontban metszi egymast egy parhuzamos koordinata
abran, ugy a tengelyek (Descartes) koordinatainak sikjaban egy egyenesre illeszkednek —
ez nem mas, mint a linearis korrelacio ,képe” parhuzamos koordinatakban. Ezt szemlélteti
az[p.6 abra. Figyeljiik meg, hogy a parhuzamos egyenesek egyméashoz képest fiigg6legesen

Az abra forrasa: [68], 3. oldal
6iris néven beépitett adatkészlet az R-ben.
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5.5. abra. Az irisz-adatkészlet parhuzamos koordinatakban, fajok szerinti vonaltipusokkal

eltolt pontokként jelennek meg! Koénnyt belatni, hogy ehhez hasonléan egy parhuzamos
tengelyek kozotti pont vizszintes eltolasa pedig a megfelel§ egyenes ,forgatasanak” felel
meg.
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5.6. abra. Azonos egyenesre esé pontok leképezése parhuzamos koordinatakra

Az ismert, egyéb alakzatokra vonatkozo, illetve magasabb dimenziészama mintak (mint
pl. ahiperbola < ellipszis leképezés, R*-ban azonos sikban elhelyezkedés vagy N-dimenzios
egyenes — N — 1 nem parhuzamos hipersik metszete — felismerése) bemutataséara itt nincs
lehet6séglink; az olvaso figyelmébe ajanljuk a leginkabb autoritativnak tekinthets Gssze-
foglalé miivet [6§].
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5.4.3. Eszkoztamogatas

Az [b.1] tablazat megadja a bevezetett, illetve hivatkozott diagramtipusokat megvalosi-
t6 R fliggvényeket. Az R-ben kiilondsen a grafika tertiletén igaz, hogy ugyanannak a
funkcionak tobb, egyméstol képességekben és kifinomultsagban kiilénb6z6 megvalosita-
sa is elérhets. Torekedtiink a legegyszertibbekre hivatkozésra; mindemellett az olvasd
figyelmébe ajanljuk a ggplot2 [I19] és lattice [98] csomagokat, melyek hatékony hasz-
nalata bar komolyabb felkésziilést igényel, képességeik messze tulszarnyaljak az alapvetd
diagramtipus-megvalositasokat.

5.1. tablazat. Diagramtipusok és R fiiggvények csomagok

Diagramtipus fliiggvény csomag
oszlop, szintvonal, szbérds, barplot, contour, graphics
doboz, hisztogram, mozaik plot, boxplot, hist,
mosaicplot
idgsor, hétérkép plot.ts, heatmap stats
fluktuécio fluctile extracat
parhuzamos koordinatak parcoord MASS
szoras-matrix splom lattice

5.5. Interaktiv statisztikai grafika

A szamitogéppel megvalositott statisztikai adatvizualizacio lehetGséget teremt arra, hogy
egy adatkészlet kiillonb6z6 nézeteivel a felhasznalo interakcioba lépjen és ezeknek az in-
terakcioknak kihatdsa legyen a tébbi nézetre. Az interaktiv statisztikai vizualizacié soran
az eszkozok altal jellemz&en tamogatott interakcidkat a kovetkezSképpen kategorizalhat-
juk [I10]: @) lekérdezések (queries); b) kivalasztas és csatolt kijelolés (selection and linked
highlighting); c¢) csatolt elemzések (linked analyses) és d) helyi interakciok.

A soron kovetkezd alfejezetek réviden bemutatjak a kategoridkat és a legfontosabb
interakciokat. Felhivjuk azonban a figyelmet arra, hogy a kiilonboz6 eszkozok altal ta-
mogatott interakciokrol nem all médunkban teljes, attekinté képet adni — az olvasénak
javasoljuk a Mondrian [109} 110] ingyenes, nyilt forraskodu eszkéz megismerését és kiprobé-
lasat. Az interaktiv statisztikai grafikat ma mar t6bb, a vallalati szektornak kinalt eszkoz
is tdmogatja, az ingyenes és nyilt forraskoduak koziil azonban egyértelmtien a Mondrian a
legkiforrottabb. Az iplots [I15] R csomag a Mondrianhoz nagyon hasonlé képességekkel
rendelkezik. Meg kell még emliteniink a GGobit|24] is, mely a Mondrianhoz képest tobblet-
funkciokkal is rendelkezik, kezelése azonban nehézkes és szoftvertechnologiai szemponthoél
is elavultnak tekinthetd.
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5.5.1. Lekérdezések

A lekérdezések az interaktiv diagramon megjelenitett elemekkel kapcsolatos statisztikai
informéaciok megjelenitését jelentik, jellemzGen egér segitségével. A megjelenithetd adatok
természetesen az dbra altal alkalmazott statisztikai transzformacioktol és az aktiv kijelolé-
sektdl fliggnek; mig egy szorasdiagramon jellemzden ,lekérdezhetjiik” pl. egy pont koordi-
natait vagy egy kijelolés koordinata-intervallumait, addig egy oszlopdiagramon egy katego-
ria elemszamat és az aktiv kijelolésbe tartozo elemek szamat. A diagramelem-lekérdezések
egy specidlis esetét mutatja majd az[5.7] dbra, ahol egy részhalmazra illesztett regresszios
egyenes paramétereinek lekérdezése lathato.

5.5.2. Helyi interakciok

A diagramokkal 6nmagukban, a tobbi diagramra nézve mellékhatasmentesen is interakci-
6ba léphetiink. Egyes operaciok — pl. objektumok sorrendjének modositasa, skdlamoddosi-
tasok (ide tartozik a nagyitas is) — altalanosan megjelennek; mésok abra-specifikusak. A
helyi interakciokkal nem foglalkozunk behatobban; tébbségiikre tekinthetiink tgy, mint a
statikus vizualizaci6 altalaban rendelkezésre all6 paraméterezési lehetGségeinek ,interakti-
van” elérhetd valtozataira.

5.5.3. Kivalasztas és csatolt kijelolés

A kivalasztas és csatolt kijelolés az interakcio-kategoriak koziil a legnagyobb jelentGségii;
fogalmazhatunk gy, hogy ez adja a minéségi kiilonbséget a statikus és az interaktiv statisz-
tikai vizualizacid kozott. Egy adott adatkészleten megjelenitett tobb diagram felfoghato
ugy, mint egy relacio kiilonbozs projekcioi (a diagram valtozoira), majd ezek statisztikai
transzformécioi. Egy diagramon elemeket (oszlopokat egy oszlopdiagramon, ponthalma-
zokat egy szorasdiagramon, intervallumot egy dobozdiagramon, ...) jellemz&en az egérrel
kivalasztva az inverz transzformécié egy ,sorhalmazt” hatdroz meg az eredeti relacidoban,
melynek képe a tobbi diagramon ,kiemelve” vizualizalhato.

Erre ad példat az abra a korabban mar hasznalt Fisher-féle irisz-adatkészleten,
ahol egy, az egérrel ,kihuzott” kivalaszto téglalap segitségével a szorasdiagramon vélasz-
tottunk ki pontokaiﬂ A kivalasztas motivacioja kettds: egyrészt ezek a pontok lathatéan
egy elkiiloniils klasztert alkotnak a szorasdiagramon, masrészt a kivalasztott csoportra a
csészelevél- és sziromhosszisag kozotti regresszios kapcsolatot érdemes lenne megvizsgalni.
Igy ezt a részhalmazt és kapcsolatat a tobbi megfigyeléssel szeretnénk mélyebben elemezni.

Az adatkészlet egyetlen kategorikus valtozoja, a faj oszlopdiagramjan a csatolt kijelo-
lésbdl rogton leolvashatd, hogy a kivalasztas pontosan az Iris setosa faj megfigyelt egyedeit
fedi. A parhuzamos koordinatakrol leolvashato, hogy ez a faj a sziromhosszisaghoz hason-
lban 6nmagaban a sziromszélességhben is szeparalodik a mésik kett6tsl. Ez a csészelevél

7 Az eszkozokben alapértelmezett esetben a kijeloléseket és a csatolt kiemeléseket karakteres, pl. voros
szin jeloli; a sziirke megjelenités — fekete kiemelés parosra az abra nyomtatasbaratta tétele érdekében volt
sziikség.
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5.7. abra. Kivalasztas és csatolt kijelolés, csatolt elemzés és lekérdezés a Mondrianban

jellemzdire nem igaz; felismerhetd tovabbé, hogy csészelevél-szélesség tekintetében egy
megfigyelt egyed a fajon beliil kies6nek (outlier) tekinthets. Egyértelmii magas korrelacio
valtozoparok kozott nem olvashatd le az adott tengely-permutéacional.

A kivalasztas és csatolt kijelolés egy valtozatanak is tekinthetd a kategoria-vezérelt
szinezés, mint interakcié (color brush). A kategoria-vezérelt szinezést olyan diagramokrol
indithatjuk, melyek kategoridkat jelenitenek meg a vizualizaciés primitivként; ilyenek pl.
az oszlopdiagram, a mozaik-diagram, de a hisztogram is, ahol az egyes intervallumok
oszlopai értelmezhetdk kategoriaként. A szinezés a kezdeti diagram minden eleméhez — az
emlitett példédkon rendre az oszlopokhoz, csempékhez és intervallumokhoz (bin-ekhez) —
egy szint rendel, melyek segitségével szinezi a tobbi diagram elemeit (pl. egy szorasdiagram
pontjait egy-egy szinnel, vagy egy oszlopdiagram oszlopait tobb kiilénb6z6 szini oszlopra
bontva, a kategoridk szamossagaval aranyos teriilettel). Az abra az irisz adatkészlet
fajok szerinti szinezésére mutat példat.
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(£ Barchart(Species) - B & Histogram(Petal.Length) - A
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5.8. abra. Kategoriankénti szinezés a Mondrianban

5.5.4. Csatolt analizis

A kivalasztasok hatésdnak nem feltétleniil kell a (kapesolt) kiemelésekre korlatozodnia; a
kivalasztasok valtozasaval reaktivan analizisek, illetve statisztikai modellek felallitasai is
tjrafuthatnak. Ezt az elméleti lehetGséget a jelenlegi eszkozok azonban altaldban nem,
vagy csak kevéssé hasznaljak ki. A csatolt analizis egyfajta megvaldsitdsa a Mondrian
szorasdiagramokra illeszthets regresszios egyenes, mely a teljes adatkészlet mellett a min-
denkor aktuélis kivalasztason is azonositésra és feltiintetésre keriil. A regressziés modell
paraméterei ,lekérdezéssel" meg is tekinthetGek (lasd az . abra szorasdiagramjat).

5.6. Osszefoglalas

Az elemzendé adatok ,megértésének” és az alapvets Osszefiiggések megsejtésének egyik
legf6bb eszkoze a statikus és interaktiv statisztikai grafika, illetve vizualizacio. A feje-
zet attekintést nyujtott ezek legéltalanosabb modszereirél. Nem eshetett sz6 azonban az
adatvizualizacié olyan, jelenleg is aktiv kutatas alatt allo teriileteirél, mint a dinamikus
grafika, vagy a szakteriileti tudas és statisztikai jellemzok altal vezérelt EDA. A tovab-
bi elmélyiilést segitends az érdekldds olvaso figyelmébe ajanljuk kiilonosen [51] befoglald
konyvét.
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6. fejezet

Monte-Carlo-médszerek, Bayesi
modellatlagolas, Bayesi predikcio

Egy jelenség matematikai modellezése soran gyakran felmeriil6 probléma az alkalmazott
modell pontossaga (komplexitasa) és szamitéasi szempontbol valo kezelhetGsége kozti egyen-
siuly megtalalasa. Az ideélis eset természetesen az, amikor a modell helyesen irja le az
abrazolni kivant jelenséget, és emellett egzakt modon hajthatéak végre benne a sziiksé-
ges szamitasok. Mivel az egzakt modon kezelheté modellek hasznalatat szamos szituécio
gatolhatja (pl. nem ismert olyan modell, amely megfelelen irja le az adott jelenséget;
egy megfelelGen pontos modell tilsdgosan szamitasigényes lenne, vagy akar nem is rendel-
kezne zart megoldassal), a rendelkezésre 4llo szamitasi kapacitas névekedésével a kozelits
modszerek alkalmazésa mind nagyobb teret nyert.

Az ilyen, statisztikai alapi, kozelits jellegli modszerek alkalmazasakor tipikusan két {6
feladat all els: (1) a modellezés soran meg kell alkotni az adott jelenség leirasat; (2) a
kdvetkeztetés soran a modell alapjan kell kiszdmitani a tudni kivant mennyiségeket. Ezek
a modszerek az alabbi két 6 csoportra oszthatok:

e A mazimum likelihood modszerek a P(D|M) mennyiséget (azaz az adott D megfi-
gyeléseknek a keresett M modell szerinti feltételes valoszintségét —M likelihoodjat)
maximalizalé6 modellt igyekeznek megkeresni, majd a kovetkeztetést ez alapjan az
egyetlen modellpéldany alapjan végzik.

o A bayesi modszerek soran a megfigyelések alapjan torténd tanulds eredménye egy
P(M|D) a posteriori (utdlagos) eloszlas; a kovetkeztetés az e {5l6tti integral /szumma
eredményeként adodik.

Ebben a fejezetben ez utobbi, bayesi modszerekkel foglalkozunk, pontosabban az ezek-
hez kapcsolodd Monte-Carlo-mddszerekkel, amelyek a fent emlitett integral /szumma ki-
szamitasara adnak kozelité megoldast. Az alapfeladat tehat a P (X modellek tere feletti
eloszlas) felett kiszamitani egy f (X modelleken értelmezett) fliggvény varhato értékét:
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Ep[f(X)] = [ [(X)P(X)dX (6.1)
~ %Zf(Xi). (6.2)

Bér felmeriilhet, hogy egy ilyen integral értékét valamilyen numerikus modszer alkal-
mazasaval kozelitsiik, a fejezetben kizarolag a [6.2) alakt, a P eloszlas mintavételezésén
alapulé modszerekkel foglalkozunk.

A fejezet tovabbi részeinek felépitése a kovetkezs. A rész a Monte-Carlo-integralas
egyszertibb alapeseteivel foglalkozik. A rész a Markov-lancokrol ad attekintést, amely
megalapozza a Metropolis—Hastings-algoritmus bevezetését a 6.3 részben; a és a
fontosabb alesetekkel, illetve a modszer konvergenciajaval, konfidenciajaval foglalkoznak.
A rész a Bayes-halokkal kapcsolatos alkalmazasi példakkal foglalkozik.

A fejezet anyaganak részletes targyaldsa megtalalhato példaul az [54] vagy a a [93]
konyvekben.

6.1. Monte-Carlo-integralas

A Monte-Carlo-integralas soran tehat az
> FX) = fm (6.3)

kézelités kiertekelése a cél, ahol { X}, elemei P-bdl sorsolt fiiggetlen mintdk. Ekkor a
nagy szamok erds torvénye alapjan f,, majdnem biztosan tart Ep[f(X)]-hez, illetve, ha
Ep[f*(X)] véges, akkor a variancia

var(f) = - / (F(X) — Eplf (X)) P(X)dX (6.4)
S D) — ) = v (6.5)

fm—Ep[f(X)]

alakban kozelithetd, ami miatt nagy m-re az mennyiség megkozelitSleg N (0, 1)

eloszlast, ami alapjan a konvergenciara vonatkozo teszt, illetve ehhez kapcsolodod konfi-
dencia értékek konstrualhatok.

6.1.1. Kozvetlen mintavételezés

A fentiek alapjan a legkozvetlenebb megoldas a P eloszlés direkt mintavételezése lenne.
Ez tipikusan két lépcsGben torténhet:
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(1) Sorsolunk egy U ~ Uy 1) uniform eloszlast Véltoz()—értéke‘ﬂ

(2) Ekkor az X = P~}(U) véltoz6 a P eloszlast fogja kévetni, ahol P! a P eloszlas-
fiiggvény altalanositott inverzdﬂ

Val6s problémak esetén a fenti modszer sajnos szinte sosem alkalmazhato, mivel a
felmeriils eloszlasfiiggvények nem ismertek a kell§6 mértékben. A kovetkezs alfejezetek-
ben olyan modszereket tekintiink &t, amelyek a P eloszlas csekélyebb ismerete esetén is
alkalmazhatok.

6.1.2. Elutasité6 mintavételezés

Az elutasité mintavételezés alapotlete a mintavételezendd p(x) stirtiségfiiggvény kévetkezd
lehetséges atirdsan alapul:

p(z)
pa)= [ au. (6.6)

ez alapjan p az (X,U) ~ U{(z,u) : 0 < u < p(x)} egyiittes eloszlas X-re vetitett mar-
ginalisaként jelenik meg. Ez alapjan az elutasito mintavételezés a kovetkez6 séma szerint
torténhet:

(1) Generaljunk le egy (X, U) egyenletes eloszlast valtozoérték-part.
(2/a) Ha U < p(X), elfogadjuk X-et, mint p-bdl sorsolt értéket.
(2/b) Ha U > p(X), eldobjuk X-et.

A megtartott X értékek igy valoban a P eloszlast fogjak kovetni.

Tehat az alap algoritmusunk soran egy téglalap alaka tartoménybol sorsolunk ponto-
kat, amelyek koziil azokat (azok x-koordinatajat) fogjuk elfogadni, amelyek a szimulalando
stirtiségfiiggvény ala esnek. Tovabbfejlesztve az algoritmust megtehets, hogy a sorsolasi
pontokat ado tartomany ne téglalap, hanem egy megfelels ¢ fiiggvény altal meghatarozott
L={(y,u) :0<u<q(y)} teriilet legyen.

Ebben az esetben az is megoldhatd, hogy nem véges maximumu és/vagy tartojiu p-bél
sorsoljunk; g-nak pedig két trivialis feltételt kell teljesitenie: (1) Va € supp(p) : ¢(x) > p(z)
és az egyenletes sorsoldsnak lehetségesnek kell lennie £-en.

A ¢ fliggvény megvélasztasanal a kovetkezs praktikus szempontokat kell figyelembe
venni:

e ¢-nak a szamitasi komplexitas szempontjabol egyszertibben kezelhetének kell lennie
p-nél, hisz a moédszer alapmotivacidjat p bonyolultsdga adta.

e Minél tavolabb van g p-t6l, annal tobb generalt mintat kell eldobnunk, tehat p és ¢
kozelsége a hatékonysag szempontjabol alapvetd.

LA véletlenszam-generalas algoritmikus részleteinek széles korii irodalma létezik, amit azonban itt nem
targyalunk, tekintettel, hogy valés problémak esetén maga a kozvetlen mintavételezés is inkabb csak
elméleti lehetdség.

2A P fiiggvény altalanositott inverzét a P~!(u) = inf{x : P(z) > u} kifejezéssel definialjuk.
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6.1.3. Fontossagi mintavételezés

Az el6z6 alfejezet alapotletét (hogy egy megfelels, kezelhetd stirtiségfiiggvény felhasznalasa-
val sorsoljunk tetszéleges eloszlasbol) tovabbvive juthatunk a fontossdgi mintavételezéshez,
felhasznalva a varhato érték formulajanak alabbi felirdsat:

Ep[f(X)] = f(x)mq@)dw (6.7)
o lerX)
~ I, (6.8)

ugyanugy konvergalni fog, mint , fiiggetleniil ¢-tol, feltéve, hogy supp(q) 2
supp(p). Maga a formula mar sugallja az alkalmazando6 algoritmust: a varhato érték sza-
mitasahoz elégséges a ¢ stirtiségfiiggvénybdl értékeket sorsolnunk, majd az ezeken szamitott
f(X;) fiiggvényértékekre a g (X1) (,fontossagi”) silyokat alkalmaznunk.

Xi
Bar lathato, hogy gyakoriatilag barmilyen ¢ stirtségfiiggvény alkalmas lehet, a becslés

e IR Ko | R BT = (6:9)

varianciaja csak akkor lesz véges, ha a fenti integral véges, vagyis p/g-nak korlatosnak kell
lennie.
A fentiek alapjan a kovetkezd (meglehetGsen szigort) elégségességi feltételek adhatok:

(a) Vo € x: Iq% < M és var,(f) < oo; vagy

(b) x halmaz kompakt, és Vo € x : p(x) < P,q(z) > €.

A fentiek mellett egy masik lehetGség, hogy a becslésben az m osztét a stulyok

m

ZP(%)/CI(%)

=1

Osszegére cseréljiik, vagyis:

f_z&ﬂmﬁi
" mooplzi)
Zi:l q(z;)
Mivel Y7, p(x;)/q(2;) — 1, ha m — oo, a nagy szamok erds torvénye szerint a [6.10}
beli f,, is konvergalni fog E,[f(X)]-hez.

(6.10)

6.2. Markov-lancok

A fejezet eddigi részében olyan eseteket vizsgaltunk, amikor a szimulacidhoz sziikséges
minték kozvetleniil generalhatok voltak valamilyen (akar segéd-) eloszlasbol. Ennél sajnos
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tipikusabb az a helyzet, amikor nem &ll rendelkezésre olyan eloszlas, amelybdl kozvetleniil
tudnank fiiggetlen mintakat generalni, ezért a kovetkezs alfejezetekben az el6z6 értéktsl
fiigg6 modon valdszintiségi valtozok sorozatait elGéallitani képes Markov-lancok alapvetd
tulajdonsagait tekintjiikk at, illetve, hogy a Metropolis—Hastings-algoritmus segitségével
ezek hogyan hasznalhatok fel az in. Markov-lanc Monte-Carlo-szimulaciokban (Markov
chain Monte Carlo - MCMC).

Az (X) Markov-ldnc valoszintiségi valtozok egy olyan Xi,...X,,,... sorozata, amely-
ben az X, jelen allapot a multbeli allapotoktol csak a megel6z6 X, 1 allapoton keresztiil
fiigg, azaz:

Vxn,xn,l,n . P(Xn = xn|anl = Tn—-1,-- -Xl = iL‘l) = P(Xn = $n|Xn71 = xn,l). (611)

Ha a fenti P valoszintiségek fiiggetlenek n-t6l, akkor (X)-et homogénnek nevezzik; a tovab-
biakban csak ilyen homogén Markov-lancokkal foglalkozunk. Ebben az esetben a P(x, A)
atmenetfiiggvény, vagy -kernel a kovetkezSképpen definidlhato:

o Vz € S: P(x..) eloszlas S felett, ahol S az (X) altal felvehetd allapotok halmaza.
o VA C S-re az x — P(x, A) figgvény kiszamithato.

Véges S esetén a P, = P(X,, = y|X,_1 = x) elemek egy P atmenetméatrixba rendez-
hetok, amely alapjan egyszertien levezethet, hogy P™ (z,y) = P™(x,y), vagyis annak a
valészintisége, hogy az © — y adtmenetet pontosan m lépés alatt tegyilik meg, a P matrix
m-edik hatvanyanak megfelels elemeként szamithat6. Hasonlé megfontolés alapjan adodik
az un. Chapman—Kolmogorov-egyenlet:

P (1 4)) = Z PO (3, 2)P™ (2, y). (6.12)
z€8

A tovabbiakban egy futas (allapotatmenet-sorozat) soran 74-val jeloljiikk az (X) lanc
megdlldsi idejét, vagyis azt a legkisebb lépésszamot, amely alatt az A halmaz egy elemére
lépett, illetve ns-val az A-n valo dthaladasok szamat:

Ta = min{n>1;X, € A} (6.13)
na = Y Iu(X,), (6.14)
n=1

ahol 14 az A halmazba val6 tartozas indikatorfiiggvénye (amely tehat 1, ha X, € A és 0
kiilénben).

VisszatérGség. Az x € S allapot visszatérd, ha a lancot onnan inditva, a valdszint-
ség, hogy z-et Ujra meglatogatjuk 1 (P(1, < oolz) = 1), illetve nem visszatéré (vagy
méasképpen tranziens), ha a vissza nem térés valészintisége nem nulla (P(7, < oolz) < 1).

Ha egy visszatéré x allapot esetén, a visszatérési id§ varhatod értéke véges (azaz
Y nP(1, = n|z) < o0), az x allapotot pozitiv visszatéronek, ellenkezd esetben null
wisszatéronek nevezzik.
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Irreducibilitas. Az (X) lanc egy fontos tulajdonséga, hogy az egyes allapotok egymas-
bol elérhetsk-e. Ha Vo, y € S : P(r, < oo|x) > 0, vagyis barmely két allapot kozott 1étezik
véges hosszi, nem nulla valoszintiségii atmenet, a lancot irreducibilisnek nevezziik.

Megmutathato, hogy irreducibilis lancok esetén a visszatérGség és a pozitiv visszatérs-
ség tulajdonsagok az Gsszes x € S allapotra egyiitt lesznek igazak vagy hamisak.

Stacionarius eloszlas. Az S allapottér feletti 7 eloszlast staciondrius eloszlasnak nevez-
zik, ha m = 7P, vagyis, ha a lanc egy adott pillanatban az adott 7 eloszlassal tartozkodik
lehetséges allapotaiban, akkor a lancnak ez a marginélis eloszlasa az (Osszes) kovetkezs
allapotban is ugyanaz lesz.
Megmutathato, hogy egy irreducibilis Markov-lanc akkor és csak akkor pozitiv vissza-
térd, hogyha létezik 7 stacionérius eloszlasa, és az:
n k
7(y) = lim 2z P (x,y). (6.15)

n—oo n

Hatarérték-tételek. Egy x € S allapot d, periddusa a {n > 1: P"(z,z) > 0} halmaz
elemeinek legnagyobb kozos osztoja. Ha a lanc irreducibilis, minden allapotdnak periodusa
azonos, ha d = 1 aperiodikus allapotrol (lancrol) beszéliink, ellenkezd esetben periodikusrdl.
Egy pozitiv visszatérs, aperiodikus allapotot (lancot) ergodikusnak neveziink.

Ha a lanc aperiodikus, Vz,y € S : lim,_ o P"(x,y) = 7(y), illetve, ha a lanc irre-
ducibilis és ergodikus, akkor Vo € S : lim, o ||[P"(x,.) — 7(.)|| = 0, ahol ||& — &|| =
sup 4cg [£1(A) — &(A)].

A nagy szamok torvényének Markov-lancokra alkalmazhato analogja az ergodikus tétel,
amely szerint, ha a lanc ergodikus, akkor tetszéleges f fiiggvényre

fu= 3 1@ = Belf(X) (6.16)

majdnem biztosan, ha n — oc.

Egy lanc geometrikusan ergodikus, ha létezik 0 < XA < 1 és M integralhato fiiggvény,
hogy

Vo € S||P™(z,.) — m(.)]] < M(x)\™; (6.17)

ahol a legkisebb, a feltételt kielégité A-t a konvergencia sebességének hivjuk. Ha M(.)
értéke nem fligg x-t6l, az ergodicitas uniform.

A Markov-lancokra megfogalmazhat6 kézponti hatareloszlas-tétel a kovetkezs. Ha az
(X) lanc uniform (geometrikusan) ergodikus, és F[f2(X)] < oo (Je > 0: B [f*H9(X)] <
o0), akkor a

[ = E[f(X)] (6.18)
o? = wvarg[f(X)] (6.19)
T = 02+22En[(f(Xo)—7)((f(Xk)—f)] (6.20)
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jelolések mellett, ha 72 létezik és véges, akkor

\/ﬁf” 7 — N(0,1) (6.21)

T

eloszlasban, ha n — oo.

Reverzibilitas. Egy lanc reverzibilis, ha igaz ra, hogy
Va,y € S:m(x)P(x,y) = n(y) Py, z), (6.22)

vagyis a lanc stacionarius allapotaban annak a valészintisége, hogy egy adott atmenet soran
x-bdl lépiink y-ba, ugyanannyi, mint annak, hogy y-bél x-be. A reverzibilitas hasznos
tulajdonsig, mivel, ha egy irreducibilis lanchoz létezik egy a fenti egyenletet kielégité =
eloszlas, akkor a lanc pozitiv visszatérs lesz 7 stacionarius eloszléssal; vagyis egy Markov-
lanc konstruélasa egy m kivant stacionérius eloszlassal a megfelel P(.,.) megkeresésére
redukalodik, ami pedig (mint azt alfejezetben latni fogjuk) mindig lehetséges.

6.3. Metropolis—Hastings-algoritmus

A Markov-lanc Monte-Carlo (MCMC) szimulaciok alapétlete a p eloszlas alapjan torténd
szamitasokra a kovetkezs:

(1) Hozzunk létre egy ergodikus Markov-lancot (X,,), amelynek a stacionarius eloszlasa
p.

(2) Kozelitsiik az Ep[f(X)] mennyiséget az (X,,) lanc altal érintett allapotok alapjan:

Pelf ()] = [ Falpla)ds 37 F(X) = P (6:25)

A lanc ergodicitasabol kovetkezik, hogy (elméletben) annak X, kiindulasi allapota
barmi lehet. Bar elss pillantasra a korabban ismertetett eljarasok (v.6. fontossagi min-
tavételezés, elutasito mintavételezés) direktebb, és igy kecsegtetébb megoldast kinélnak,
valojaban az, hogy az MCMC eljarasok soran elégséges a korabbi allapottol fliggé moédon
elgéllitani a felhasznalt mintékat, jelentGs konnyitést jelent, aminek segitségével az MCMC
modszerek az el6z6eknél hatékonyabban képesek megbirkozni az olyan praktikus estekben
jelentkezé problémaéakkal, mint példaul amit a mintavételezett tér nagy dimenziészama
jelent.

Fontos tehat kiemelni, hogy a képlet alkalmazasakor az Osszes érintett minta
felhasznalhato; nem sziikséges | fiiggetlen” mintékat elgallitani, példaul oly moédon, hogy
N darab MCMC futasnak csak az utolsé allapotait hasznéljuk fel.

Ebben az alfejezetben tehat az MCMC modszerek legaltalanosabb megvalositasat a
Metropolis—Hastings-algoritmust tekintjiik at, majd a kovetkezGkben sorra vessziik a mod-
szer kiilonféle specializalt aleseteit.
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6.3.1. Definicio. Metropolis—Hastings-algoritmus. Adott a 7 cél-strtiségfiiggvény, vala-
mint konstrualnunk kell egy q(y|x) feltételes strtiségfiiggvényt, amelyre a kovetkezs (eset-
leg informaélis) feltételeknek kell teljesiilniiik:

(1) q(.]z)-nek kénnyen szimulalhatonak kell lennie.

(2/a) Vagy explicite, egy multiplikativ (z-t8l fiiggetlen) konstans erejéig ismertnek kell
lennie,

(2/b) vagy szimmetrikusnak kell lennie (Vz,y : ¢(y|z) = q(z|y)).

(3) A q’g;g) mennyiségnek egy multiplikativ konstans erejéig ismertnek kell lennie.

Ekkor a Metropolis—Hastings-algoritmus a kovetkezs 1épésekkel halad (feltéve, hogy a lépés
elején az X; allapot adott):

(1) Generaljuk le az Y; ~ q(y|z:) javasolt mintat.

(2) Szamitsuk ki a p( Xy, Y:) elfogaddsi valoszintséget, mint: p(z,y) = min {nggqu:zg 1}

(3) Legyen X1 =Y, p(X,,Y;) valoszintséggel, illetve X, = X; maskiilonben.

Bar a fenti algoritmus meglehetGsen kevés megkotést tesz g-val kapcsolatban, a helyes
miikddéshez fontos, hogy a = sﬁrﬁségfiiggvény tartojat teljesen lefedje, azaz, hogy (1) ne
legyen olyan A C supp(w), ahol [, w(x)dz > 0, de Vo € X : [, q(y|z)dy, illetve, hogy
viszont nem egybefiiggd tartd esetén barmely részbdl elérhetd a tobbi.

A fenti feltétel teljesiilése mellett mar belathato, hogy a vizsgalt lancra teljesiil az tn.
részletes egyensily (detailed balance) feltétel, ami elégséges (de nem sziikséges) feltétele a
konvergencidnak, illetve annak, hogy a stacionarius eloszlas 7 legyen.

A leirt algoritmus szerinti &tmenet-kernel az alabbi lesz:

K(z,y) = p(z,y)q(ylz) + (1 = r(2))d:(y), (6.24)
ahol r(z) = [ p(x,y)q(y|x)dy, 0, pedig az z-kozpontt Dirac-delta fiiggvény. Ezek alapjan
mar belathato hogy

plz,y)q(ylz)m(z) = ply, z)q(zly)m(y), (6.25)
(L =r(@)de(y)m(z) = (1—7(y))dy(z)7(y), (6.26)

ami mar biztositja a részletes egyensuly tulajdonsagot.
Azt, hogy a Metropolis—Hasting-algoritmus altal generalt Markov-lanc valéban a sta-
cionérius eloszlasahoz tart, belathato a kovetkezsk alapjan:

(1) Az elutasitds események (amikor tehat Xy, = X;) valoszintsége nem nulla, emiatt
a lanc aperiodikus.

(2) g megfelels megvalasztésa (Va,y € supp(m) : ¢(y|z) > 0) biztositja az irreducibilitdst.

Ezekbdl pedig az ergodicitasra vonatkozo tétel alapjan levezethetd a konvergencia ténye.
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Trivialis alesetek. A Metropolis—Hastings-algoritmus két legegyszertibb alesete a (1)
véletlen bolyongds Metropolis—Hastings-algoritmus, amikor q(y|z) javaslati eloszlas z-nek
csak valamilyen sziikebb kornyezetében nem nulla, illetve ¢ értéke csak a két allapot va-
lamilyen tavolsagatol fiigg: q(y|x) = q(|ly — x|); valamint a (2) fiiggetlen mintavételezd
Metropolis—Hastings-algoritmus, amikor g csak a javasolt allapottol fligg, a kiindulasitol

nem: q(ylz) = q(y).

6.4. A Metropolis—Hastings-algoritmus alesetei

Az el6z6 alfejezetben bemutattuk a Metropolis—Hastings-algoritmus alapvetd felépitését
és miikodését; ebben pedig sorra vesziink néhanyat a legjelent&sebb alesetei koziil.

6.4.1. Gibbs-mintavételezés

Bar a Gibbs-mintavételezés koncepcidja torténetileg megel6zte a Metropolis—Hastings-
algoritmust, valamint a kifejlesztéséhez vezeté motivéacié is mas tertiletrdl (a képfeldol-
gozasrol) ered, mégis tekinthets ez utobbi egy specialis alesetének.

Gibbs-mintavételezés soran az alkalmazott modell a kovetkezd:

(1) A 0 paraméterezés feletti w(0) eloszlast kivanjuk mintavételezni, amelyrdl feltételez-
hets, hogy 6nmagéban nem, vagy csak nehezen kezelhetd.

(2) 0 maga is egy kiilonallo mennyiségekbdl képzett vektor: 6 = (0y,...0,).

(3) Ismert és konnyen kezelhets az Osszes m;(0;) = w(6;(01,...0;-1,0;41,...0n) feltételes
eloszlas.
Ennek megfelelen a mintak generalésa a kovetkezSképpen halad:
9(0)

(1) Inicializaljuk a lancot valamilyen paraméterérték-halmazzal: 0 = (6", ... 920)).

(2) Az i+ l-edik mintat az i-edik alapjan az alabbiak szerint allitjuk el6:

0D (0,165, 090 (6.27)
00D o (0,00, oD, 91&217 09 (6.28)
00D (0,00, gDy, (6.29)

vagyis egymas utan végiglépkediink az egyes paramétereken, és a soron kovetkezének
a tobbi aktualis értéke alapjan sorsolunk uj aktualis értéket.

(3) Ha a 0% elemek elérték a konvergenciat, akkor valoban a 7 eloszlast kovetik; vagyis
egy kezdeti burn-in szakasz utédn a kapott mintak (mint azt a Markov-lancoknal
lattuk) felhasznalhatok.
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A fenti séma alapjan konnyen belathato, hogy a Gibbs-mintavételezé egy homogén
Markov-lancot alkot (amely ugyan nem reverzibiliﬂ), és viszonylag egyszertien levezethetd
az is, hogy a stacionarius eloszlasa valoban 7 lesz.

Bejarasi stratégiak. A fenti sémaban 6 elemein minden 1épésben egy adott sorrendben
(1,...n) mentiink végig, valojaban barmely olyan lépéssorozat megfelels, amely biztositja,
hogy egy végtelen hosszu futés soran minden komponenst végtelen gyakran (E[n,,] = oo)
felkeresiink.

Ennek megfelelGen szintén konvergens Gibbs-mintavételez6t kapunk, ha minden 1épés-
ben 1,...n-bdl egyetlen indexet sorsolunk (tgy, hogy minden index pozitiv valoszintséggel
keriil kisorsoléasra), és csak azt az egy komponenst mintavételezziik Gjra. Szintén egy le-
hetséges séma, ha a komponensek bejarasi sorrendjét minden lépésben tujrasorsoljuk.

A Gibbs-mintavételezd reverzibilissé is tehets a kordbban mar emlitett modon, vagyis,
ha minden lépésben 2n komponens-moédositast végziink, az 1,...n,n,...1 sorrendben.

6.4.2. Tobblancos MCMC

Az MCMC szimulaciok egy kozponti kérdése a konvergencia, azaz, hogy valoban sikeriil-e
a m céleloszlast mintavételezniink. Gyakori probléma a teljes allapottér bejarasanak kér-
dése, azaz, hogy a javasolt 1épésekkel eljutunk-e ,mindenhova”. Mivel a lépések elfogadasa
a 7 altal az adott allapotokban felvett értéktdl fiigg, annak jellege is befolyasolhatja a kon-
vergenciat: egy olyan 7 esetén, amely tobb lokalis maximumbol és a koztiik 1évs nullkozeli
teriiletekbdl all, az algoritmus konnyen ,beragadhat”.

Egy lehetséges megoldés erre a problémara a szimuldlt lehitésnél is alkalmazott tech-
nika bevetése: az eredeti w(f) eloszlast egy T hémérséklet-paraméter értéke szerint a
q < W%(Q) értékekre cseréljiik. 7' > 1 értékekre az alkalmazott transzformacié az eredeti
7 eloszlas ,simitott” valtozatat allitja els, amely igy konnyebben bejarhatova valik. Ez
az Otlet egyetlen lanc hasznalatakor is alkalmazhato, hiszen a valodi () és az alkalma-
zott (q) eloszlas aranya ismert, igy a mintak sulyozott figyelembe vételén alapulé eljaras
alkalmazhato.

Egy masik lehetgség tobb MCMC lanc parhuzamos futtatésa, kiilonb6zs, T; = 1+ (i —
1) paraméterekkel. Ekkor mindig az i = 1 sorszamu (tehét ,fltetlen”) lancot mintavételez-
ziik, viszont bizonyos lépéskozonként két lanc 0 allapotat felcseréljiik a kdvetkezsk szerint:
(1) javaslatot tesziink a két felcserélendd lanc sorszamara (ez torténhet egy a lehetséges
(1, k) parok feletti egyenletes eloszlas szerint, de tipikus az is, hogy kikétjiik, hogy k = i+1
— ez a csere elfogadasanak valoszintiségét noveli); (2) a csere elfogadasanak valoszintisége:

) ] T e(j) T e(j)
aik(ez(])»el(cj)) - ( I(Cj)> k( lz;j))' (6'30)
mi(0; )i (0))

3A Gibbs-mintavételezé konnyen reverzibilissé tehetd, ha egy 1épés nem n, hanem 2n allépésbél All,
amelyek sorédn az 1,...n,n,...1 sorrendben megyilink végig a paramétereken és adunk nekik 1j értéket a
m; eloszlasoknak megfelelGen.
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Az eljaras alapotlete jol lathato: a magas hémérsékletd lancok konnyebben mozognak,
igy jobban bejarjak a teljes teret; az allapotcseréken keresztiil a ,fiitetlen” lanc is eljuthat
ezekbe az allapotokba; viszont mivel az az eredeti 7 céleloszlast hasznélja (és maga a csere
is e szerint kertilhet csak elfogadésra), a nyert mintak is valéban 7-t kévetik.

Az eljaras hatranya is nyilvanval6: m parhuzamos lanc hasznélataval a szamitasi igény
is az m-szeresére ng.

6.4.3. Reversible jump MCMC

Az eddig vizsgalt modszerek egy kozos (implicit) alapfeltevése volt, hogy a vizsgalni ki-
vant eloszlas (a © modellparaméterek tere) strukturajat jol ismerjiik: ennek a feltevésnek
a kihasznalasaval voltunk képesek végrehajtani akar mintavételezést, akar az ehhez alkal-
mazott segédfiiggvények megkonstrualasat. A reversible jump MCMC modszerek az olyan
eseteket probaljak kezelni, amelyekben ez a feltevés nem igaz, vagyis a vizsgalt modelltér
nem ismert eléggé ahhoz, hogy a példanyait leir6 paraméterezések dimenziészamat meg
tudjuk adni. Ilyen szituicié alakulhat ki tipikusan modellkonstrukcios vagy -kivalasztasi
feladatoknél, amikor a rendelkezésre allo6 tudasunk nem elégséges ahhoz, hogy egyetlen
modellosztaly alkalmazéasa mellett kotelez6djiink el.

Az ilyen esetekben a teljes modelltér t6bb, kiilonb6z6 dimenzidju altérre bomlik, ame-
lyek kozott az atlépések nem kezelhetSk az eddig megismert modszerek alkalmazéaséval.
A {6 probléma tehat a jelen helyzetben a kordbbiakhoz képest a kiilonb6z6 dimenzidsza-
mu modellpéldanyok kozotti atlépések kezelése. A Green (1995) altal javasolt megoldas a
probléméra egy segédvaltozo bevezetésén alapul, amely segitségével a kiillonb6z6 dimenzi-
6ju alterek kozott egy bijekciot hozunk létre.

Tegytik fel, hogy a Oy, és a Oy, alterek kozott akarunk mozogni, ahol dim(©y,) >
dim(©y,). Ekkor ha rendelkezésre all egy T' determinisztikus transzformacio, amely Oy, -
rol képez Oy, -re, akkor az ellenkezd iranyt lépéskor a {0y, : T'(0x,) = 0k, } halmaz elemeibdl
kell majd valasztanunk.

A gyakorlatban ilyenkor alkalmazott 1épés az, hogy 0Ok ,-et és O,-t is kiegészitjiik egy
Uy, ~ g1(ug, ), illetve ug, ~ go(uy,) értékkel, agy, hogy a (O,, ux,) = T (0, , uy, ) transzfor-
macioé bijekci6 legyen. Ebben az esetben az My, — My, 1épés elfogadasi valoszintisége

. <7T(k‘1, Ok, ) 2192 (u2)
min
7T(/€2, ‘9k2) 1201 (U1)

aT(le s Ul)
a<9k17 U1>

,1) (6.31)

lesz.

6.5. Konvergencia

Az eddig bemutatott modszerek alapfeladata tehat egy 7 céleloszlas mintavételezése. Az
elméleti eredmények ugyan garantaljak is, hogy a m-hez vald konvergencia megtorténik, ha
az n lépésszam tart a végtelenhez, a valos alkalmazasokban praktikusabb eredményekre
van sziikségiink.
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Ebben az alfejezetben két kérdést vizsgalunk meg vazlatosan: (1) hogyan allapithato
meg, hogy a futtatott szimulaciok megfelels eredményeket szolgaltatnak-e (azaz praktiku-
san, hogy a konvergencia megtortént-e), illetve (2) milyen lehetségek vannak a konvergalod
lancokbol szarmazo mintak hatékony felhasznalaséra.

6.5.1. Konvergencia tényének vizsgalata

Altalanos esetben a fejezetben vizsgalt modszerek akkor szolgaltatnak a 7 céleloszlasbol
szarmaz6é mintakat, ha a lanc altal megtett lépések szama tart végtelenhez. Praktikus
helyzetekben ez nyilvan nem egy megvalosithatd lehetdség, a konvergencia-diagnosztika
feladata tehat annak megéllapitasa, hogy hany kezdeti lépés (az an. burn-in szakasz)
utan kozeliti a lanc allapotainak eloszlasa m-t megfelel6en. A kovetkezékben az erre szol-
galo statisztikai/empirikus modszereket tekintjiik at, tehat azokat, amelyek a lanc &altal
szolgaltatott kimenet vizsgalataval adnak becslést a konvergencia elégséges mivoltara.

Informalis modszerek. A konvergencia ellendrzésének legegyszertibb modja egy meg-
felels, a modelltér allapotai felett értelmezett f : 6 — R fliggvény diagramjanak vizsgéala-
taval torténhet. Ennek lépései a kovetkezok.

Futtassunk n darab egyméstol fliggetlen lancot, majd a vizsgalni kivant b burn-in
lépés utan abrazoljuk az f (9§b+)) értékeket. Ha az egyes futasokhoz tartozé diagramok
nem kiilonboztethetGk meg egymastol, elfogadhatjuk a konvergencia tényét.

Hasonl6 moédszer alkalmazhato egyetlen lanc esetén is: ha a burn-in uténi kiilonb6z6
diagramszakaszok megkiilonboztethetetlenek, a lanc konvergensnek tekinthetd.

Geweke-mutato. A Geweke altal javasolt modszer egy lancon beliil vizsgélja az f(6)
fiiggvény értékeire kiilonbozs futasi szakaszokon szamitott ergodikus atlagokat. A modszer
szerint: vegyiik a b hosszi burn-in szakasz utédni n lépés hossza szakasz n, és n, részeit,
ahol n, + n, < n. Legyen tehat:

b+ny b+n

D OFCONE L SRt (6.32)

1=b+1 a i=b+n—ng+1

azaz az [ fliggvénynek a vizsgalt szakasz elején és végén vett ergodikus atlaga. Ekkor n,/n
és mp/n fix értéke mellett, ha n — oo, akkor

V/var(y o _—:D\l;ar(@/)b) — N O1) (6.33)

G =

eloszlasban. Ezek alapjan a zg-re szamitott nagy értékek kizarjak a konvergenciat (bar kis
zg értékbsl még nem kovetkezik a konvergencia ténye). A vizsgalt részszakaszok hossza
tipikusan: n, = 0,1n, illetve n, = 0, 5n.

Millinghoffer Andras www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

6. fejezet. Monte-Carlo-médszerek, Bayesi modellatlagolas, Bayesi predikcié 82

Gelman—Rubin-mutaté. Ez az eljaras fiiggetlen futtatasok alapjan vizsgalja a kon-
vergenciat, az alabbi két mennyiség alapjéan:

m n

B= Z@"_W WI@ZZW—W (6.34)

i=1 j=1

ahol @DZ(J )= f (Qi(j )) az i-edik lanc (j)-ben felvett értékére szamitott érték, v, ezen értékek
atlaga az i-edik lancon beliil, ¢ az el6bbi atlagok atlaga (a lancok felett), m a lancok
szama, n pedig a vizsgalt szakaszok hossza; ezek alapjan B 1 varianciaja a lancok kozott,
W pedig a lancokon beliil.

Ekkor belathato, hogy az

R= \/(1 — %)VVVV b (6.35)

mennyiségre, ha n — oo, akkor R— 1, azaz a konvergencia ténye R 1-hez valo kozelsége
alapjén becsiilhetd.

6.5.2. Mintavételezés hatékonysaga

A alfejezetben vizsgalt masodik kérdés tehat, hogy a szimuléciok altal szolgaltatott, a
kés6bbi szamitasokra felhasznalandd mintat hogyan lehet /érdemes elGallitani. Tipikusan
a kovetkezd lehetségek léteznek:

(1) Ha feltételezziik, hogy a lanc b burn-in lépés megtétele utan konvergal, vagyis ennyi
lépés kell, hogy a lehetséges allapotok eloszlasa valoban 7 legyen, akkor n darab
fiiggetlen minta elGallitasa b x n lépésben torténhet: inditunk n darab egymastol
fiiggetlen lancot, és mindegyiknek az utolso allapota keriil be a mintaba.

;;;;;

lehetségeket is meg kell vizsgalni.

(2) A masik véglet, ha az ergodikus atlagokra vonatkozo tétel alapjan egyetlen lancot
hasznalunk csak, és ebbdl mintavételeziink n darab mintat a b hosszt burn-in utan;
igy Osszesen b+ n 1épést kell végezniink.

Ennek a modszernek az alkalmazhatosédga viszont a lancon beliili autokorrelaciotol
fiigg: ha az til nagy, a mintak nem lesznek eléggé fliggetlenek egymastol, ami viszont
n novelését fogja sziikségessé tenni.

(3) Az el6z6 pont problémajat kikiiszobolends, megtehetjiik, hogy a burn-in utan csak
minden k-adik mintat hasznaljuk fel (amelyek kozott igy az autokorrelacio jelentGsen
csokkenthetd), azaz 6sszesen b+ k x n 1épést tesziink; ami az (1) lehetéséghez képest
még mindig jelentds megtakaritast jelent, ha k < b.
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Val6jaban megmutathato, hogy az igy kapott becslés rosszabb, mintha mind a k xn
mintat, amelyet a burn-in utan érintiink, figyelembe vennénk; ennek a modszernek
tehat csak akkor van valés haszna, ha (pl. memoriakorlatok miatt) a felhasznalhato
mintak szama limitalt.

(4) Végiil egy kompromisszumos megoldas lehet, ha kis szamu (1) fliggetlen lancot in-
ditunk, amelyekbdl azok konvergenciaja utan aztan egyenként n/l mintat vesziink;
igy Osszesen [ x b+ n lépést kell tenniink.

6.6. Alkalmazas Bayes-halokban

A Bayes-halok a valoszintiségi alapt, bizonytalan tudas abrazolasanak egyik legfontosabb
eszkozei; a hozzajuk kapcsolodo bayesi kovetkeztetési esetek pedig — a paramétertér komp-
lexitasa miatt — gyakran igényelik valamilyen Monte-Carlo-moédszer alkalmazasat. Ebben
az alfejezetben az MCMC moédszerek Bayes-halokhoz kacsolodo alkalmazasi eseteit tekint-
jik at.

Bayes-halok. FEgy Bayes-hélo egy iranyitott kormentes graf (Directed Acyclic Graph —
DAG), amelyben az egyes csomopontok egy-egy valoszintiségi valtozot reprezentéalnak, a
felettiik definialt egyiittes valoszintiségi eloszlas pedig a kovetkezs egyenlet szerint adodik:

P(xy,...x,) = H P(z;|Pa(z;)), (6.36)

vagyis az egylittes eloszlas az egyes valtozoknak a sziileik szerinti feltételes eloszlasainak
szorzataként adodik.

Prediktiv kovetkeztetés. A prediktiv kdvetkeztetés feladata, hogy egy konkrét Bayes-
halo (struktura, valoszintiségi paraméterezés péaros) esetén P(T = t|E = e) jellegii valo-
szintiségeket meghatarozzon (T az tn. célvaltozok, E pedig az ismert értéki evidencidk
halmaza). Ugyan a feladat bizonyos specialis eseteire léteznek egzakt algoritmusok, al-
talanos esetben valamilyen Monte-Carlo-eljaras bevetése sziikséges. A lehetGségek itt a
kovetkezdk:

(1) Ha a haloban egyetlen evidencia-valtozo sincs (vagyis egyik valtozo értéke sincs rog-
zitve), egy teljes valtozokonfiguracio legeneralasa konnyen megoldhato: a topologi-
kus sorrendben végiglépkediink a valtozokon, és minden 1épésben behelyettesitjiik az
adott valtozot a sziilei (amelyek ekkor méar rendelkeznek hozzarendelt értékkel) altal
meghatarozott feltételes eloszlasbol sorsolva.

Az erre épitd elutasité mintavételezés ennek megfelelen a kovetkezs: (1) az ,jlires”
halobol generdlunk n darab mintat; (2) ezek kozil elvetjiik azokat, amelyek in-
kompatibilisek az evidencidkkal; (3) a P(t|e) valoszintiség a megtartott mintédkon a
célvaltozo-konfiguracioval kompatibilis minték részaranyaként adodik.
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(2) Az el6z6 modszer tovabbfejlesztése, ha elutasitd mintavételezés helyett fontossdgi
stlyozast alkalmazunk tgy, ha csak olyan alapminta-elemeket generdlunk, amelyek
az evidenciak megadott értékeivel kompatibilisek, és ezeket a mintakat az evidencia-
véaltozok feltételes valoszintségeivel silyozzuk. Igy minden legeneralt mintéat fel-
hasznalhatunk, a P(t|e) valoszintiség pedig nem egy egyszerii szamarany, hanem a
mintak sulyai 6sszegének aranyaként adodik majd.

(3) A fenti minta generéalasara a Gibbs-mintavételezés is alkalmazhato6 a kévetkezk sze-
rint: (1) a lanc kiindul6 allapota a hélo valtozoinak egy az evidencidkkal kompatibilis
teljes behelyettesitése; (2) egy Gibbs-1épés sordn a nem-evidencia valtozokon lépke-
diink végig, és azokat mindig a tobbi valtozo aktualis értéke alapjan adodo feltételes
valoszintiség alapjan sorsoljuk tjra.

Ez a modszer kikiiszoboli a fontossdgi sulyozds azon hibajat, hogy az hajlamos na-
gyon kis valoszintiségi (stlyt) mintak generalasara, amelyek a valoszintiség megha-
tarozasaban nagy szamuk ellenére is kis jelentGséggel birnak.

Parametrikus kovetkeztetés. Parametrikus kovetkeztetés esetén a adott megfigyelési
adathalmaz mellett keressiik bizonyos modellparaméterek vagy -jegyek valoszintiségét vagy
a posteriori eloszlasat. Az itt alkalmazott eljarasok tipikusan a lehetséges modellhalmazok
feletti Metropolis-Hastings-algoritmust hasznalnak.

Mivel az ilyen modellhalmazok szédmosséga szinte minden praktikus alkalmazasi esetre
kezelhetetleniil nagy, itt nem cél a modellpéldanyok feletti eloszldsban valé konvergencia;
ehelyett szinte mindig valamilyen, a modell alapjan szamithato strukturalis jegyf’] értékének
eloszlasat becsiiljitk a P(jegy|modell) feltételes valoszintiségek alapjan.

A két leggyakrabban alkalmazott Osszeallitas a kovetkezs:

Strukturalis MCMC. A mintavételezendd eloszlas ebben az esetben a m = P(s|D,,), az
s strukturdk D,, megfigyelési adatok szerinti feltételes eloszlasa, a () javaslati elosz-
las pedig az adott strukturabol egy ,lépéssel” elérhetd strukturak feletti egyenletes
eloszlas; ahol a lehetséges lépések a kovetkezok: (1) 1j él hozzaadéasa a strukturahoz,
(2) meglévs él torlése a struktarabol, és (3) meglévs él megforditasa.

Sorrendi MCMC. Az el6zénél gyorsabb konvergenciaval kecsegtet a struktirak tere he-
lyett a topologikus sorrendek felett fut6 MCMC eljaras. Ebben az esetben @ a
felcserélése a sorrendbe, (2) ,vagas” az aktuéalis sorrendet két diszjunkt szakaszra
bontjuk, és a két szakaszt megcseréljiik.

“lyen lehet példaul az adott célvaltozét a halé tdbbi részétsl valészintiségi értelemben feltételesen
elvalaszt6 un. Markov-takaro.
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Mint emlitettiik, a sorrendi-MCMC eljaréas elénye a gyorsabb konvergencia (alacso-
nyabb lépésszam-igény), hatranyai viszont, hogy egy-egy lépés megtételéhez joval nagyobb
szamitasi igény tarsul, illetve a mintavételezett jegyek feltételes valoszintiségének szami-
tasa is joval bonyolultabb: mig ez a strukturdlis MCMC esetén egy indikatorfiiggvény
szamitasaval megoldhato, sorrendi MCMC esetén az itt jelentkezd szamitasigény tetemes
lehet.
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7. fejezet

Bootstrap-modszerek

A statisztikai modszerek altal végrehajtott feladatok a legaltaldnosabban a kovetkez&kép-
pen irhatok le:

e Egy adott (tipikusan ismeretlen) eloszlas szerinti objektumoknak keressiik valami-
lyen tulajdonséagéat.

e Mivel maga a P eloszlas nem ismert, az x = {z1,...2,} ~ P minta alapjan kell
megbecsiilniink a keresett mennyiséget.

e Az adott becslés josdgat is meg kell becsiilniink, példaul a variancidjara valo becslés
és/vagy a konfidencidjara vonatkozo kijelentések adasaval.

A leggyakoribb példa, a vdrhato érték szamitasa esetén mind magéra a keresett érték-
re, mind annak a variancidval becsiilt standard hibdjara ugyan egyszerd és jol kezelhetd
képletek allnak rendelkezésre:

(7.1)

tetszGleges statisztika becslése esetén a helyzet nem ilyen jo6: viszonylag ritka, hogy adhato
a fentihez hasonlo képlet a keresett mennyiségekre, illetve az ilyenkor sziikséges statisztikai-
valdszintiségszamitési levezetésbe fektetendé munka is jelentds lehet.

Az ebben a fejezetben bemutatott bootstrap mddszerek a fenti problémakdorre probalnak
egy altaldnos megoldas-sémat adni: az aktudlis vizsgalat soran elvégzend§ statisztikai
becsléseket a rendelkezésre all6 minta Gjramintavételezésével probaljak elvégezni.

A fejezet kovetkezs részeiben tehat a bootstrap-modszerek részleteit tekintjiik at, a
kovetkezd felosztasban: a[7.I]részben elhelyezziik a bootstrap-modszert annak rokon mod-
szertanai kozott; a és részekben attekintjik a bootstrap alapjait, illetve néhany
haladobb aspektusat; a részben a becslések konfidenciajaval kapcsolatos eredményeket
vizsgaljuk; mig a részben a hipotézistesztelést, azon beliil is a permutécios teszteket
és azok bootstrap valtozatat ismertetjiik.

A bootstrap-modszerek egy részletes targyalasa irant érdeklédsknek a [40] kényv ajanl-
hato.
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7.1. Ensemble-mé6dszerek Attekintése

A fentiekben lattuk, hogy a bootstrap-modszer legfébb jellegzetessége a minta felhasz-
nalasanak modja volt: a segitségével tovabbi mintakat allitottunk els, amelyek egyiittes
hasznalatéval végeztiink el bizonyos kivetkeztetéseket; ezt tekinthetjiik tgy, mintha a z*
bootstrap-minték alapjan kiilon-kiilon végeztiink volna valamilyen modelltanulési eljarast,
amelyek alapjan aztan egy kozos eredd eredményt alkottunk volna.

Altalanossagban azokat a modszereket, amelyek nem egyetlen, hanem tébb modell
alapjan miikddnek, ensemble-modszereknek nevezziik. Ezek altalanos felépitése a kovet-
kez6: (1) adott a tanulashoz hasznalt megfigyelések (mintak) halmaza; (2) ezek alapjan
elvégezzitk modellek egy halmazénak tanitasat; végil (3) a kiilénb6z6 modellpéldanyok
altal szolgéltatott eredményeket egy valamilyen aggregaldé modszer segitségével 6sszekom-
binéljuk.

A kovetkezd felsorolasban attekintjiikk az ensemble-modszerek koziil a legjelentGsebb
alosztalyokat, illetve elhelyezziik ezek kozott a bootstrap-modszert.

Bayes-optimalis osztalyozo6. A legaltalanosabb, és ezaltal optimalis eredményt szolgal-
tato ensemble-modszer: a Bayes-tételnek megfelelGen a lehetséges modellpéldényok-
hoz a megfigyelési mintédk alapjan szamitott a posteriori valoszindségeket rendeli; a
teljes ensemble valaszanak meghatarozasaban minden modell ezzel a stllyal szerepel.

Valos problémak esetén praktikusan nem alkalmazhato a teljes modelltér kimerité
bejarasanak lehetetlensége miatt.

Bayesi modellatlagolas. Az el6z6 modszer kozelitése: a modelltér kimeritd bejarasa
helyett annak csak egy Monte-Carlo mintavételezése torténik meg; a teljes ensemble
valasza pedig hasonlo siilyozéssal keriil kiszamitasra.

Bayesi modellkombinacié. A bayesi modellatlagolassal szemben itt nem koézvetleniil a
modellek terét, hanem a modellterek (a modelltér feletti lehetséges sulyozéasok) terét
mintavételezziik, majd ezek alapjan szamitjuk az ensemble kimenetét.

Boosting. Az eljaras soran az alkalmazott modellek halmazat folyamatosan bévitjik agy,
hogy a korabbiakhoz az azok &ltal rosszul osztalyozott mintahoz nagyobb sulyt ren-
dels tanitassal létrehozott 0j példanyt adunk. Bar ez a modszer gyors eredményekkel
kecsegtet, jellegébdl addédoan hajlamos a tulilleszkedésre is.

Bucket of models. Ebben az esetben az ensemble kimenetét mindig egyetlen modell-
példany fogja szolgéaltatni: mindig a tanulési fazis soran legjobban teljesité modellt
fogjuk az adott probléman hasznalni. Masként fogalmazva, maga a modellkivalaszto
algoritmus is részt vesz a tanulasban: azt tanulja, hogy az adott probléméat melyik
modell képes a legjobban megoldani.

A fentiekbdl latszik, hogy ennek a modszernek akkor van értelme, ha az ensemble-t
tobb problémén is alkalmazni fogjuk, ellenkezd esetben az ensemble kimenete pusz-
tan a legjobban teljesitd egyetlen modellpéldany kimenete lesz.
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Stacking. Ebben az esetben a tanitas két fazisbol all: (1) elszor az egyes modelleket
tanitjuk, majd (2) a modellek kimenetét 6sszekombinélo algoritmus tanitasa kovet-
kezik. Elméletben itt allhat barmilyen modell, a leggyakrabban azonban logisztikus
regresszios modell végzi a modellkimenetek kombinaciojat.

Bootstrap. Mint azt mér a bevezetGben lattuk, a bootstrap soran az egyes modelleket az
eredeti minta (visszatevéses) ujramintavételezésével nyert bootstrap-minték alapjan
nyerjiik, majd az egyes kimeneteket egyenls sullyal kombinaljuk.

7.2. A bootstrap alapjai

Mint azt a bevezetében lathattuk, a bootstrap modszerek célja, hogy az altaluk vizsgélt
eloszlasok valamilyen tulajdonsagat megbecsiiljék a P eloszlasbol szarmazd x minta alap-
jan. Az ilyen mintadkhoz kapcsolodd fontos fogalom az empirikus eloszldsfiggvény (p),
amely az x minta elemei feletti egyenletes eloszlés.

A ,plug-in” elv. A P eloszlas ¢ paraméterének (0 = s(P)) plug-in becslése a 0 = s(P)
mennyiség. Ez a 6 becslés pedig a lehetd legjobb, amely elérhetd, feltéve, hogy a vizsgélt
P eloszlésrol az x ~ P mintan kiviil semmilyen mas informéacié nem all rendelkezésre.

Standard hiba becslése. A kiindulasi szituacio tehat a kovetkezs: a 6 = s(P) pa-
ramétert becsiiljik a 0 = s(x) formaban, ahol x ~ P. f-val kapcsolatban az alapvetd
kérdés, hogy mennyire j6 becslése ez #-nak. Erre a legkézenfekvébb modszer a standard
hiba becslése, amely a bootstrap-modszerrel a kovetkezGképpen torténhet:

(1) Az eredeti x = xy,...x, mintabdl allitsunk el6 B darab z} bootstrap mintat, ahol
minden 2*! mérete egy adott n szAm, minden egyes eleme pedig az x feletti egyenletes
eloszlasbol szarmazik (vagyis ugyanaz az elem tobbszor is elgfordulhat egy bootstrap-
mintan beliil is).

(2) A vizsgélt s(.) statisztikat (a fenti példaban ez a varhato érték becslése, az atlag)
szdmitsuk ki az dsszes x*-re: s(z*!,...s(z*P)).

(3) A standard hiba bootstrap-becslése a fentiek alapjan a kovetkezd:

B

Sepoot = Z w (7.2)

(ahol 5 = Zf;l s(z*)/B), vagyis az s(z*") bootstrap-replikdk szorasa.
Ha B tart végtelenhez, akkor a fenti becslés tart F alapjan torténd becsléshez:
lim Sep = sez .
Jim sep = sep, (7.3)

amelynél a plug-in elv szerint nem lehet jobbat elérni, ha x-en kiviil nincs mas informéacionk
P-r6l.
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A fentiek alapjan mar értheté a modszer elnevezése is, bootstrap, vagyis bocskorszij
Miinchhausen bar6 egyik ismert torténetére utal: ahogyan & egy t6 fenekérsl a sajat
bocskor(csizma)szijanal fogva huzta fel magat, ugy mi is az egyetlen valoédi minta alapjan
becsiiljiik annak tulajdonsagait.

A fejezet tovabbi részeiben a kovetkezd jelolési konvencidt kovetjiik: nagybettk jelolik
a valosziniiségi valtozok eloszlasat (P, @), félkovér kisbettik a belélitk szarmazo mintavek-

~

torokat (x), valamilyen (paraméter)érték becsiilt értékét a = szimbolum jeloli (pl. 6), a -*

szimbolum (potenciélisan kiegészitve egy indexszel) pedig a vonatkozo bootstrap-mintakat
(pl. x*, vagy x*).

7.3. Tovabbi aspektusok

Az el6z6 alfejezetben a bootstrap-modszertan alapvets elemeit tekintettiik at, itt most
néhény haladébb témakort tekintiink &t.

7.3.1. Adatmodell

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy az x statisztikai minta egyetlen P eloszlasboél szarmazik,
elemei pedig egymastol fliggetlenek, ez az an. egymintds probléma.

Kétmintas probléma. Elsfordulhat, hogy a felhasznalt minta x = (y, z) alakd, ahol a
minta két része két kiilonallo eloszlasbol szarmazik: y ~ @, z ~ R (ilyen lehet példaul egy
klinikai tesztben az esetek és kontrollok csoportja). Ebben az esetben természetesen nem
megfelel6 a P = (@, R) egyiittes eloszlast x-bdl egyenletes eloszlassal vett mintéakkal repli-
kilni, hanem a két csoport bootstrap-mintait kiilon-kiilon elgallitva kell a teljes mintakat
elgallitani.

IdSsorok kezelése. Ha a vizsgalt adatok egy idgsort alkotnak (vagyis az aktuélis min-
tak a korabbiaktol fliggnek valahogyan), a fiiggetlen mintavételezés nem lehet megfeleld.
Ilyenkor az egyik lehetGség az autoregresszios modell hasznalata, vagyis annak feltételezé-
se, hogy az id&sor elemei felirhatok a kévetkezd formaban:

Zr = <Zﬁizt—i> + €, (7.4)
i=1

ahol z;-k az eredeti z;-kbdl tgy allnak eld, hogy azokbdl kivonjuk azok p varhato értékét:
2 = x; — v (vagyis z x-nek annyival eltolt valtozata, hogy a varhato értéke 0 legyen); [3;-k
az autoregresszios egyiitthatok, ¢,k pedig az egymastol fliggetlen (elemenkénti) zajpara-
méterek 0-nak feltételezett varhato értékkel.

A (;-k bootstrap-becslése (feltételezve, hogy a 8 vektor hosszat ismerjiik) a kovetkezsk
szerint haladhat:
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(1) Az eredeti minta alapjan példaul a legkisebb négyzetek mddszerével becsiiljiik meg f3
értékét: (.

(2) B és a egyenlet alapjan meg tudjuk becsiilni a zajparaméterek értékeit: é;.

(3) Az id6sor z* bootstrap replikait ezek utdn mar le tudjuk generélni a egyenlet
rekurziv felhasznalasaval, €;-ot é-b6l mintavételezve.

(4) A generalt bootstrap idsorokbol a megfelels 5* értékek méar elgallithatok.

A fentinél az egymintids megkozelitéshez jobban hasonlité modszer a mozgoblokkos
bootstrap alkalmazasa. Ebben az esetben a bootstrap replikdkat az eredeti idGsornak
(egy el6re meghatéarozott) n hosszi, véletlenszertien kivalasztott kezdésponti szakaszainak
egymas utan flizésével allitjuk eld.

7.4. Konfidencia becslések

A fejezet korabbi részeiben eddig pontbecslésekkel foglalkoztunk, azaz a vizsgalt mennyi-
ségre egyetlen értéket probaltunk adni; statisztikai vizsgéalatok sordn azonban egy jo ko-
zelitést add pontbecslés mellett ugyanolyan fontosak a megbizhatosagra (konfidencidra)
vonatkozo kijelentések, amelyek egy adott halmazba/intervallumba adott valoszintiséggel
val6 tartozast vizsgalnak, mint példaul:

Az s(.) statisztika az értékét P = 90% valoszintséggel a [c;,, ¢pi] intervallumban
veszi fel.

A fenti kijelentésben a P valoszintiséget a konfidencia szintjének, a [c;,, cp;] intervallumot
pedig a P valoszintdségd konfidencia intervallumnak nevezziik.
Ha a szokdsos médon 0 = s(P) a ¢ = s(P) paraméter becslése, akkor (kellgen altaldnos
feltételek mellett) § megkozelitéleg a N (6, se?) normalis eloszlast fogja felvenni, vagyis:
-0
—~N(0,1). (7.5)

se

A fentiek alapjan tehat a pontbecslések konfidencia intervallumai kénnyen meghata-
rozhatok a normaélis eloszlas percentilisei alapjan: ha példaul a P = 90%-os konfidencia

intervallumra vagyunk kivancsiak, akkor ahhoz a £ = o és az 1 — % = 1 — « percentilisek

2
értékeit kell felhasznalnunk, amelyek igy a [f — N0, § — N @] intervallumot adjak
(ahol P jelsli a P eloszlas a percentilisét).

Mivel a fenti becslés alapjaul a normalis eloszldshoz valo tartas szolgal, az csak akkor
helytéllo, hogyha ez a konvergencia valoban megvalosul legalabb kozelits jelleggel, vagyis
a rendelkezésre allo mintak szama kellen nagy. Kisebb mintaszamok (kb. n = 100 alatt)
jobb kozelitést ad a normaélis eloszlas helyett az n — 1 szabadsagi foka Student-t eloszlés.
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Bootstrap-t intervallum. A fentiek alapjan meg tudjuk konstrualni a t-eloszlas boot-
strap valtozatat, amely a szokésos modon valészintiségelméleti hattérmegfontoléasok nélkiil,
kizarolag a megfigyelt minta felhasznalasaval sziiletik. A & 1épések a kovetkezdk.

Az x*', .- 2*B bootstrap mintak alapjin kiszamitjuk a

0<(i) — 0
() = (76)
elemeket, ahol é*(z) = s(z*) a 0 paraméter becslése az i-edik bootstrap minta alapjan,
se*(i) pedig az ugyanerre a mintara vonatkozo standard hiba bootstrap-becslése. Ezek
alapjan a Z*(.) eloszlas a percentilisének becslése a kovetkezd lesz:

R 7%(5) < ()
£@) . ‘(Z)——tl = . (7‘7)

Igy pedig a bootstrap-t alapjéan adodo konfidencia intervallum [ — {0-2)ge, 6 — £(2)&e] lesz.

Bar a bootstrap-t szépen alkalmazhat6 az egyszertibb esetekben, egy silyos hidnyossé-
ga, hogy nem érzéketlen a becsiilt mennyiségekre alkalmazott transzformaciokra, vagyis,
ha 6 helyett egy ¢ = t(0) paraméterre végezziik el a becslést, majd a kapott intervallum-
hatarokra alkalmazzuk a ¢t~! transzformaciot, akkor nem kapjuk vissza a kozvetleniil 0
becslésére kapott értékeket. Ezek szerint minden paraméter elényos lenne megkeresni azt
a transzforméaciot, amely alkalmazéaséval a legsziikebb intervallumot kapjuk.

Mivel az ilyen transzforméacié megtaldlasa/kiszamitdsa nem mindig trivialis feladat, a
kévetkezében bemutatunk egy modszert, amely kikiiszoboli a bootstrap-t e hianyossagat.

Bootstrap-percentilisek. Az el6zGekben lattuk, hogy ha 0ad paraméter becslése, se
pedig a becslés standard hibaja, akkor a P = 1—2a konfidenciaszinthez tartozo konfidencia
intervallum [0*(®), *1=)] lesz, ahol 6* ~ N(6, 5e2).

Ez méar sugallja, hogy hogyan fog miikodni a most targyalt algoritmus: (1) allitsuk
el6 a 6 becslésre vonatkozo 6* bootstrap értékeket, (2) becsiiljiik a percentiliseket ezek
alapjan.

A kiindulasi Otlethez visszatérve, a kozponti hatéareloszlas tétele alapjan tudhato,
hogy a o bootstrap-becslés eloszlasa tart a normalishoz, ha az eredeti n mintaméretre:
n — oo. Nagy mintaméretre tehdt a bootstrap percentilisek alapjan adodé intervallum
meg fog egyezni a normaélissal, és az is belathato, hogy kis mintaszamok esetén jobban
is fog viselkedni. Ezeken feliil ez a modszer érzéketlen a 6 paraméter transzformacioi-
ra is, vagyis barmely ¢ = ¢(f) transzformalt becslésre a theta-hoz tartozoé intervallum
[t (97(@)), 471 (¢ )] lesz.

7.5. Permutacios teszt és hipotézistesztelés

Az alapprobléma a kovetkezs, adott két statisztikai minta:

P — y=(i, - Yn) (7.8)
Q — z=1(21,...2n), (7.9)
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kérdés, hogy a két eloszlas, amelyekbdl szarmaznak, megegyezik-e, azaz a vizsgalt nullhi-
potézis: Hy: P = Q.

Barmiféle hipotézistesztelés esetén a kiindulési pont egy 0 teszt-statisztika konstrué-
lasa, amely tipikusan akkor vesz fel nagy értékeket, amikor Hy hamis (a fenti példaban
példaul az atlagok kiilonbsége 6 = y — z egy megfelels valasztas lehet).

0 megfigyelése utan a teszt altal szolgéltatott szignifikancia-szint (més néven p-értek)
a PHO(G* > 9) valoszindség lesz, vagyis annak a valoszinidsége, hogy Ho fennéllasa esetén
a valoban megfigyelt 6 értékneél nagyobba kaphattunk volna.

Permutéacioés teszt. Altalanos esetben 6 eloszlésanak meghatéarozasa (ami alapjan dont-
hetnénk Hy elvetésérdl vagy elfogadasarol) igen bonyolult lehet; ezt a problémat kezeli a
permutdcios teszt modszere, amely kiilonosebb el6feltevések nélkiil képes a fenti Hy-lal
kapcsolatban eredményeket szolgaltatni.

A permutéacios teszt a kovetkezGképpen halad:

(1) Az eredeti x = (y,z) mintabol elgallitjuk v-t, amely x sorrendezett értékeit tar-
talmazza (ezen beliil tehat az eredeti y és z értékei tipikusan vegyes sorrendben
szerepelnek), valamint g-t, amely azt tartalmazza, hogy v-n beliil melyik elem hova
tartozott eredetileg.

(2) Ekkor g osszesen ((mZ")) lehetséges értéket vehet fel, amelyek felett a permutdcios
lemma szerint H fennallasa esetén egyenletes az eloszlasa.

(3) Sorsoljunk B darab fliggetlen g*(1),...g*(B) vektort a lehetséges értékek halmaza-
bol.

(4) Szémitsuk ki a vonatkoz6 0% (i) statisztikat a fenti mintakra.

(5) A p-értékre adott becslés ezek utan a kovetkezd lesz:

—— _[0"(i) > 0|

p—value = 5 (7.10)

A fenti modszer és a bootstrap altal szolgaltatott konfidenciatesztek kozti hasonloség szem-
beotls: itt is egy tjramintavételezett mintan, a percentilisekhez hasonld becslést végziink.
Ennek megfelelGen a permutacios teszt bootstrap valtozata a kovetkezo:

(1) Sorsoljunk B darab m + n méretd mintat x = (y,z)-bdl (visszatevéssel); tekintsiik
ugy, hogy az els6 m minta y-bol, az utolsé n pedig z-bdl szarmazik.

(2,3) Ertékeljiik ki a 0*(4) statisztikét a bootstrap mintakra, majd becsiiljiik a p-értéket a

e 2 o oalie — 107 ()>0]
mar ismert képlettel: p—value = ==

ITermészetesen A-t nem feltétleniil kell agy megvalasztani, hogy a nagyobb értékek jelentsék Hy elve-
tését, mi azonban a tovibbiakban is ezt a konvenciét kdvetjiik.

Millinghoffer Andras www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

8. fejezet

Kernel technikdk az intelligens
adatelemzésben

8.1. Bevezetés

A szamitas- és méréstechnika fejlédése a XX. szazad végén tovabb gyorsult. A gyorsuld
fejlédés egyre nagyobb adathalmazokat eredményez, amelyek rengeteg informaciot tartal-
maznak Gjabb kihivasok elé allitva az adatelemzdket, statisztikusokat. T6bb nagy kutatési
teriilet is hasznél vagy épit ilyen nagy adatbézisokat, példaul fizikdiban a CERN részecs-
kegyorsitoban keletkezs adatok, biologiadban az 1000 genom projekt, de akar egy teljes
genom szekvenaldsa soran is rengeteg adat keletkezik. Ezekrdl az adatforrasokrol sokszor
rendelkeziink valamilyen plusz informécioval, példaul az adat struktirdjarol. Rengeteg
adatbéazis reprezentalhaté grafokként. Ilyen tipikus graf reprezentéacioé lehet egy fehérje—
fehérje interakcios hélozat, ahol fehérjék a csomopontok és két fehérje kozott akkor van
él, ha a két fehérje valamilyen interakcioban van egymassal. Ehhez hasonloak a génre-
gularizacios halok, csak itt gének, alkotjak a csomopontokat az éleket pedig a szabélyozo
kapcsolatok. A bioinformatikatol tavol is taldlunk ilyen adatbézisokat, elég a weblapokra
gondolni, amik kozott a kapcsolatot az egymasra mutato linkek teremtik meg, vagy a is-
meretségi adatbézisok (facebook, linkedIn) ahol az egyes személyek a csomopontok, és a
kolecsonos ismertség adja az éleket.

A konyvben méar volt szé kernel modszerekrdl és support vektor gépekrél. Most ezt
az iranyt folytatva bemutatjuk, hogy a kiilonb6z6 kernel modszerekhez, hogyan lehet els-
zetes informaciot (priort) felhasznalva kernelt gyartani. A fenti teriileteknél maradva,
ilyen informacio lehet akar egy transzformaci6 invariancia, akar egy bizonyos tipusi elosz-
las, melynek megfelel6 megoldast kerestink, vagy a populaci6 lefrasa ahonnan az adatunk
szarmazik. Az els6 részben réviden bemutatjuk a leggyakrabban hasznalt kernel fiigg-
vényeket, és azt, hogy létez6 kernelek kombinaci6jabol, hogyan lehet tujabb kerneleket
épiteni. Ezutan bemutatunk néhany modszert, melyek segitségével a prior ismereteinket
hasznalhatjuk fel a tanitasban, vagy a tanitdé halmaz kiegészitésével, vagy akir az isme-
retek kernelbe agyazasaval. Ezt kvetGen megmutatjuk, hogyan lehet graf kernelt épiteni
kihasznélva a graf ismert szerkezetét. Végiil a teljesség igénye nélkiil mutatunk példat né-
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8.1. tablazat. Legelterjedtebben hasznalt kernel fiiggvények [4]

Linearis K(x,z') = x"x’'
Polinomialis K(z,z') = (Tz’ +1)?
—||lz—a’|?
Gauss K(z,2')=e¢ o2
Cosinus K(xz,2") = cos(L(z,x"))

Tangens hiperbolikusz K (x, ) = tanh(kx’x’ + 0)

hény, elsGsorban bioinformatikdban hasznélt adatbazisra, ahol tipikusan lehet alkalmazni
a fejezetben leirt modszereket. A téma irant mélyebben érdeklédéknek ajanljuk a [78] cikk
és a kernel modszerek esetén alapmiinek mingsiils [99] konyv olvasésat.

8.2. Kernelek konstrukciéja

Ebben a részben elGszér bemutatjuk a leggyakrabban hasznélt kerneleket, és olyan mii-
veleteket, melyek megtartjak a kernelek alaptulajdonsagait. A fejezet elsGsorban a [99]
alapmiivet koveti, a téma irant jobban érdekl6ddk szaméra a [99] 13. fejezetét ajanljuk
tovabbi olvasésra.

A kiilénb6z6 kernel modszerek mogott ugyanaz a gondolat 4ll: nevezetesen kifejezni az
Q) tér egyes pontjai kozotti hasonlosagot a K : 2 x Q) — R kernel fiiggvénnyel. Amennyiben
nem linearisan szeparalhaté a probléma a kernel konstrukcié magéban foglalja a jellem-
76 térbe valo @ leképezést a Hj Hilbert térbe: & : €2 — Hy, ahol a kernel egy skalar
szorzatként elGall.[73]

K(z,2") = (®(x), (z")) (8.1)

8.2.1. Leggyakrabban hasznalt kernel fiiggvények

Nem minden feladat esetén sziikséges probléma specifikus kernelt gyartani. Ebben a rész-
ben bemutatunk par elterjedten hasznélt kernel fiiggvényt, melyek kielégitik a Mercer—
feltételeket, tehat pozitiv szemidefinit kernel matrixot adnak. Az tablazatban d, o,
k és 0 konstansok. A tangens hiperbolikusz kernel fiiggvény esetén megfelelGen kell meg-
valasztani a két konstanst, mivel nem minden paraméterkombinécié eredményez kernel
fliggvényt.

8.2.2. Miiveletek kernelekkel

Ismert, hogy a kernelek tere konvex kupot alkot és zart a pontonkénti konvergenciara
nézve [99]. Igy, ha k;(z, ') és ko(z, 2") kernelek, tovabba ay, as > 0, akkor

k(z,2") = aq - ky(z,2") + ag - ko(x, 2) (8.2)

Marx Péter www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

8. fejezet. Kernel technikik az intelligens adatelemzésben 95

is kernelek. Tehat kernelek nemnegativ linearis kombinécioja is kernel. Emellett, ha
ki, ko, ..., k, kernelek és
k(z,2') := lim k,(z,) (8.3)

n—oo

létezik Vo, 2 esetén, akkor k kernel. Tovabba kernelek szorzata is kernel:
(k1ko)(z,2") = ky(x,2") - ko(z, 2") (8.4)
Ebbdl kovetkezik, hogy az [8.2.1] allitas alapjan is szamithatunk tjabb kerneleket.

8.2.1. Allitas. Ha ky(zy, 7)) és ky(xs, 7)) a X1 x X s Xy x Xy tér felett definidlt kernelek,
(x1,2) € Xy €és xo, 2 € Xy), akkor kiilsé szorzatuk,

(k1 ® ko)(1, 22, @), @) = k(21,2 ko (2, 75) (8.5)
is kernel (X7 x X3) X (X7 x Xa) tér felett.

Az emlitett miiveletek alkalmazasaval konnyen lehet kernelekbdl tijabb kerneleket els-
allitani, és az [8.2.1] allitasbol jol lathato, hogy adott esetben, ha egy adott feladatot fel
lehet bontani kett§ vagy tobb részfeladatra, melyek megoldasahoz rendelkeziink mér ker-
nelekkel, akkor ezek kiils6 szorzatabol el6 lehet allitani egy kozos kernelt, amivel a teljes
feladat megoldasat megadhatjuk.

8.3. Prior informacid hozzaadasa

Adatelemzés soran sokszor tobblet informaciokkal rendelkezhetiink az adathalmazrol. A
[99] definiciojat hasznélva prior informacionak tekintiink a tanité halmazban nem szerepls
minden informaciot. Ilyenkor tobb lehetdségiink is van arra, hogy felhasznéljuk ezeket az
informaciokat. Kiegészithetjiik a tanitdé halmazt Gjabb pontokkal, a kernel fliggvénybe
agyazhatjuk a prior ismereteket vagy az optimalizacios fiiggvényt modosithatjuk. A jelen
fejezet csak az els6 kettSt targyalja, az optimalizaciot véaltoztatdé modszerekrsl az [7§]
cikkben talalhato egy jo Osszefoglalo. Az alabbiakban csak a két-osztalyos esetekre irjuk
le az egyes modszereket, am mindegyik algoritmus konnyen kiterjeszthets tobb-osztélyos
feladatokra. A részhez és besorolashoz a [78] cikket vettiik alapul.

8.3.1. Tanité halmaz bdvitése

Sokszor a tanité halmaz bévitése a legkonnyebben jarhato ut. Ilyenkor a tanité halmaz-
hoz adunk djabb minta pontokat, amelyek a prior ismereteinket tiikrozik. Két alapvetd
modszert mutatunk be a virtualis mintak hozzaadaséat és a tanité pontok stlyozasat.
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Virtualis minta pontok

Virtualis minta pontokat tobbféleképpen generalhatunk. Altalaban valamilyen transzfor-
mécié invariancia esetén hasznaljuk ezt a modszert. Ilyenkor a tanité pontjaink egyszertien
elgallnak a transzformécié alkalmazasaval.

f(x) = f(Tx) (8.6)

ahol f(x) az osztalyozo fiiggvény és T' az invarians transzformacio. Az abra mutat
erre egy példat. Kezdetben viszonylag kevés tanitopont all rendelkezésre. Ezek alapjan
kell az osztalyozasi feladatot megtanulni. Tovabba ismert, hogy az adatok invariansak az
eltolasra egy adott irdanyban, tegyiik fel, hogy jobbra vagy balra tolva az egyes tanito-
pontokat nem valtoztatja meg az igy keletkezé 1j tanitopont osztalyat. Ha csak a tanito
halmaz alapjan tanitjuk az SVM-et az B abran lathato szeparaléasi gorbét kapjuk. Jol
lathatoan akarmelyik piros pontot toljuk el jobbra, egy idé utan sérti a prior informacionk
alapjan feltett osztalyinvarians eltolast. Ezért kiegészithetjiik az tanité halmazt a meglé-
v§ tanitopontokat megfelelGen eltolva jobbra és balra. A tanulds utéan a szeparald gorbe
teljesiti a prior elvarasainkat.

A Virtualis Support Vektorok (VSV) modszere két 1épésben tanit egy support vek-
tor gépet (SVM). Els6 1épésben a meglévs tanité halmazon végez tanulast, majd az igy
keletkezett support vektorokat felhasznalva general virtualis mintékat, azaz virtuélis sup-
port vektorokat. Ugyanis SVM tanulés soran a keletkezé support vektorok tartalmaznak
minden sziikséges informaciét az adatrol.

Ezeket a modszereket alkalmazzék képfeldolgozasi feladatokban példaul karakter felis-
merésre. Konnyen beldthato, hogy egy adott karaktert eltolva, vagy elforgatva még mindig
ugyanazt a karaktert kapjuk, igy ugyanabba az osztalyba kell sorolnia az osztalyozonak.
[lyenkor a mar meglévé osztalyozott karakterekbdl lehet tobb Gj minta pontot legyartani.

Tanit6é pontok silyozasa

Az osztalyinvarians transzforméciok mellett mas jellegli prior informaciék megjelenité-
sére alkalmas a minta pontok siilyozésa. Ha az egyik osztaly feliilreprezentalt a tanito
halmazban, vagy rendelkezésre allnak minéségi mutatok az egyes minta pontokhoz, akkor
alkalmazhatjuk ezt a modszert. Ilyenkor kiilonbo6zé koltséget rendeliink az egyes osztalyok-
hoz a soft-margin SVM-et tanitva. A kisebb osztaly esetén nagyobb koltséget megadva,
igy jobban biintetve kisebb elemszami osztéily esetén a rossz osztalyozéast biztosithatjuk,
hogy a kevés minta pontot pontosan osztalyozzuk. Ehhez hasonléan, ha rendelkeziink
valamilyen mindségi mutatéval a minta pontokroél, akkor minden ponthoz meghatarozha-
tunk kiilon-kiilon koltséget. Végiil, ha adott nem osztalyba sorolt minta pontokrol sejtjiik,
hogy melyik osztalyba tartoznak, akkor adhatunk hozzajuk tgynevezett pszeudo-cimkét.
Ebben az esetben a minta pontokhoz rendelt koltségben jelenitjiik meg, hogy mennyire
vagyunk biztosak az adott informacioban.
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A B
C D

8.1. abra. SVM tanitasa prior invariancia ismeretében a tanité halmaz kiegészitésével.
A abran lathato az eredeti tanité halmaz. B az eredeti tanité halmazon valé tanitas
eredményét mutatja. C a kiegészitett adathalmazt adja meg, végiil D abran lathaté a
kiegészitést kovets tanitas eredménye. A tanitashoz a LibSVM SVMtoy [20] csomagjat
hasznaltuk.

8.3.2. Prior informéacié kernelbe dgyazasa

A tanit6 halmaz tovabbi bévitése mellett kozvetleniil a kernelbe is agyazhatjuk a priort.
Ilyenkor a kernel matrixot modositjuk tugy, hogy tiikrézze a prior informéciot. A jitter,
tangens és Haar-integracios kernelek a virtualis mintakhoz hasonldéan transzforméacié inva-
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rianssa teszik a kernelt. A tangens kernelek a bemeneti térben definialnak egy 4j tavolsagot
és ezt hasznaljak fel kernel szamitasra, mig a Haar-integracios kernelek transzformacié hal-
mazok invarianciajanak kernelbe iiltetésére alkalmasak. A jitter kerneleket részletesebben
targyaljuk. A fentiek mellett a permutacié invarianciat kernelbe épitd, halmazok ko6zot-
ti kernelek modszert, és a tanité halmaz kiegyensiilyozatlansagat figyelembe vevs tudas
alapi kernel gyartast mutatjuk be roviden.

Jitter kernelek

A VSV modszerhez hasonléan transzformécié invariancia esetén lehet a modszert alkal-
mazni. A kernelt tgy modositjuk, hogy a kernel matrix egyes elemeit cseréljiik. Vessziik
-t és az Osszes, osztalyra nézve invarians transzformaéltjat, ezek koziil kivalasztjuk azt
(x,) amelyik minimalizalja

\/qu - quj + kjj (8-7)
kifejezést. Végiil k;; = ky; cserét hajtjuk végre.

Kernelek halmazok ko6zott

Ha az egyes tanitopontokat kiilonb6zé halmazokba sorolhatjuk, akkor ezek kozott a hal-
mazok kozott is lehet kernel definidlni, igy lehet6vé az invarianciat az egyes halmazokon
beliil a permutéciora nézve. A kernelt a Bhattacharyya egytitthato alapjan épitjiik fel.

k(x, X') = k(p,p) Z/\/p(l")\/p’(w)dx (8.8)

ahol x és \' a vektorokbol épitett két halmaz, és p és p’ ezeket a halmazokra illesztett
eloszlasok x pedig egy eleme a halmaznak. Az p,p’ eloszlasok halmazokra valo illesztése
teszi lehet6vé a permutéaci6 invarianciat. Olyan esetekben alkalmazzak a modszert, amikor
az osztalyozast nem befolydsolhatja az egyes halmazokban a vektorok sorrendje. Példa-
ul [z,y,v] koordinata, sziirkedrnyalat értékekkel irunk le egy képet. Bioinformatikaban
haplotipusba, mint osztalyba sorolaskor hasznéalhatjuk ezt a modszert.

Tudas alapt kernel konstrukcié

Amellett, hogy az adatunk invaridns lehet transzformaciokra, sokszor olyan priorral ren-
delkeziink, ami az osztalyokrol ad informéciot. Ismert lehet az egyes osztalyok kiegyen-
silyozatlansaga, amikor az egyik osztalyt nagyjabol lefedik a rendelkezésre all6 minta
pontok, mig a maéasik osztédlyban a minta pontok csak egy kisebb részét reprezentaljak
a teljes halmaznak. Ilyen feladat lehet az arc felismerés, amikor a kis létszama pozitiv
osztaly megfelelGen reprezentalt, de nem lehet a negativ osztalyba elegendé tanité pontot
talalni. Hasonl6an genetikdban egy génszabalyozasi halo bévitése is hasonlo feladat, hiszen
kevés vagy nulla szabalyozé elemrdl allithatjuk biztosan, hogy nincs szerepe az adott sza-
bélyozasi haloban. Ilyenkor alkalmazhatjuk a tudas alapi kernel konstrukciot. A modszer
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lényege, hogy a pozitiv mintakat egy kisebb pontba huzza 0ssze, mig a negativ mintakat
a tér nagyobb részére teriti szét. A kernelt a kovetkezSképp definialjuk:

r(S2
J(k,0) = ’;r(( S’g’)) (8.9)
Spo= ) (D) — m)(D(x;) —my)” (8.10)
S =" (D(x;) — my)(R(x;) — my)" (8.11)

ahol my a pozitiv elemek atlaga, ®(z;) a jellemz6 térbe valo leképezés, tr(Sy)) pedig az
adott matrix nyoma.

8.4. Kernelek grafokra

A kernelekre vonatkoz6 megkdtések, azaz egy kernel matrix mindig szimmetrikus, pozitiv
definit, megnehezitik a nem euklideszi terekben val6 alkalmazast. Ilyen esetekben sok-
szor elGszor euklideszi térbe transzformaljak a bemeneti teret. Az alabbiakban egy olyan
moédszert mutatunk be, mellyel grafokhoz lehet kernelt gyartani, igy lehetévé valik grafok
Osszehasonlitasa is, vagy egy adott grafra kernel készitése.

Egy graf csomopontok (V) és élek halmaza (£), ahol az élek csomopontok nem sorba
rendezett parjai {v;,v;} € E, hav; € V ésv; € V egy éllel van sszekotve.
Jelolése: v; ~ v;.

Az ugynevezett diffizios kerneleket az exponencialis kernelekbdl vezetjiik le. Megmu-
tatjuk, hogy definicié szerint pozitiv szemidefinit és szimmetrikus kernelt kapunk. Egy
négyzetes H matrix exponenciélisa a kovetkezs:

H n
e = lim ([ + 5—) (8.12)
n—oo n
A fenti hatarérték mindig létezik és ekvivalens az alabbi sordsszeggel.
1 1
eﬁH:I+H+§H2+§H3+... (8.13)

Tovabbéa ismert, hogy minden szimmetrikus métrix paros hatvanya pozitiv szemidefinit,
és a pozitiv szemidefinit matrixok halmaza konvex kupot alkot és zart a pontonkénti
konvergenciara nézve. Ebbdl az allitasbol kovetkezett a [8.2.2] részben, hogy a kernelek is
konvex kiipot alkotnak. Tehat H-t szimmetrikusnak véalasztva és n helyett 2n-et véve, a
matrix exponencialisa szimmetrikus és pozitiv szemidefinit lesz. Igy kapunk egy megfelels
kernel jeloltet. Az ebben a formaban elGéllitott kernelnek a 3 szerinti parcialis derivaltja:

d
5% = HEKs (8.14)
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A 8 =0,Ky = I, kezdeti feltétellel, ha H-t ugy vélasztjuk meg, hogy a lokélis struk-
tarajat jelenitse meg az €2 térnek, akkor a kernelben automatikusan megjelenik €2 globalis
strukturaja. Egy grafra nézve ez azt jelenti, hogy H-t az egyes csomopontok kozotti
kapcsolatnak megfeleltetve a kernelben a teljes struktira szerepelni fog. H-t a K kernel
generdtoranak, -t pedig a savszélességének nevezziik. Az eddigi altalanos leiras utan at-
tériink a fenti modszerrel generélt kernel grafokra torténd alkalmazasara.

8.4.1. Difftiziés kernelek
Definidljuk H-t a kiévetkezSképp:

1 ha i~ j
0 egyébként

ahol d; az ¢ csomopont foka (i-t érints élek szama). Amennyiben a graf silyozott: legyen
w;; a {v;,v;} € E él sulya. Ekkor az éleknek vessziik az Osszegét H;j = > w;; és 1 # j.
Ennek megfelelGen kell silyozni H diagonélis elemeit is.

Megmutathato, hogy a diffizios kernelek vagy hé kernelek természetes valasztasnak
tlinnek grafok esetén. Megfelel6 paraméter valasztéssal véletlen bolyongasnak is megfelel-
tethetd a difftzios kernel.

8.5. Adatbazisok

Az alabbi adatbézisok kiindulopontul szolgalhatnak, hogy milyen problémak esetén lehet
jol alkalmazni a leirt kernel technikakat. Szerepel koztiik tobb genetikai informaciot téaro-
16 adatbézis, de akad példaul képfeldolgozési, osztalyozasi probléméakhoz alap feladatnak
tekinthets adat is. Nagy résziik publikus, barki szaméara elérhets, mig a TRANSFAC
példaul el6fizetéshez kotott. A jelen fejezetben nincs lehetségiink az adott adatbéziso-
kon alkalmazott kernel modszerek és eredmények bemutatasara. Az érdekl6ddk szaméra
kiindulopontul szolgalhat a [99] konyv. Bioinformatikai alkalmazasokban prioritizalasra
tobben hasznalnak kerneleket egy atfogobb, ugyanakkor nem teljes leirasa ezeknek a mod-
szereknek megtalalhato a [112] cikkben.

miRNA adatbazisok

TarBase [117], mirTarBase [66] és a mirBASE [74] egy folyamatosan frissiil6 microRNS
adatbazis. Az adatbazis tartalmazza az érett microRNS szekvencidkat és ezek helyét a
genomban, illetve annotacidit. Megkereshetjiik az egyes microRNS-ek célpontjait. Egy
microRNS-nek tobb célpontja is lehet, mig egy cél gén tobb microRNS-t is meg tud kétni.
Ezekbdl a kapcsolatokbol felépithetjiik a microRNS-ek és target gének kapcsolati halojat.
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TRANSFAC

A TRANSFAC eukariotak transzkripcios faktorait és ezek kotGhelyeit tarold adatbézis.
Van publikusan elérhet verzioja, &m ez kevesebb informaciot tartalmaz. Az egyes transzk-
ripcios faktorokat és a kotGhelyeket is kisérletekkel validaljak. KereshetGek benne a
transzkripcios faktorok altal szabalyozott fehérjék, és a TRANSCompel modul téarolja
az ismert egyiittesen — akar szinergetikusan, akar antagonisztikusan — hato faktorokat is.
&)

HGMD

A Human Gene Mutation Database (Emberi Génmutéaciok Adatbézisa) azokat az em-
berben megtaldlhatdé génmutaciokat tarolja, melyeket Osszefiiggésbe hoztak valamilyen
betegséggel. Van nyilvanos és el6fizetéssel elérhets valtozata, az utobbi jelentésen tobb
informaciot tartalmaz.[106]

STRING

A String fehérje interakciokat tartalmazo adatbézis [44]. Kisérletileg tamogatott és in silico
predikciok eredményei is szerepelnek benne. Az egyes kapcsolatokat egyiittes expresszios
mintazatok, genomikai kornyezet és nagy atereszté képességi mérések alapjan hatarozzak
meg. To6bb fajrol tarolnak adatot.

JASPAR

A JASPAR a TRANSFAC-hoz hasonléan eukaridték kisérletesen bizonyitott transzkrip-
cios faktorait és ezek kotShelyeit leird adatbazis, viszont a TRANSFAC-tol eltérden a
JASPAR publikus. [14]

US Postal Service

Az amerikai posta altal Osszegytjtott nagyjabol, 12000 kézzel irt szamjegyet tartalmaz.
Az adat jo minta egy digitalis szam felismerd algoritmus tanitasahoz, teszteléséhez. [67]
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Jelolések!

Felhasznalt jelolések

L&, L

I,(X|Z]Y)
(XLY[Z),
(X LY|Z),)
CIP(K; Y‘Z)
<

_<C

e

< (n)

G,0

GN
G(n)/G*(n)
G~

gG

pa(X;, G) ~<
MB,(X;)

pa, pa<Xi7 G)
pa;;

bd(X;, G)
MBG(X;, G)

skalar, (oszlop)vektor vagy halmaz, méatrix

véletlen valtozo X, érték x, valosziniiségi tomegfiiggvény /stirtségfiiggvény X
f(X) varhato értéke p(X) szerint

f(X) varianciaja p(X) szerint

X és Y megfigyelési fiiggetlensége Z feltétellel p esetében
I,(X|Z]Y)

—1,(X|Z]Y)

X és Y beavatkozasi fiiggetlensége Z feltétellel p esetében
(részleges) sorrendezés

a valtozok egy teljes sorrendezése

adott G iranyitott kormentes graffal kompatibilis sorrendek halmaza
n objektum sorrendjeinek (permutécidinak) a halmaza

Bayes-halo strukturaja és paraméterei

G irdnyitott kormentes graf esszenciélis gréfja

n csomo6pontd maximum k sziil6ji DAG-ok halmaza

adott < sorrenddel kompatibilis DAG-ok halmaza

adott G DAG-gal megfigyelési ekvivalens DAG-ok halmaza
kompatibilitasi relacio

pa(X;, G) sziil6i halmaz kompatibilis < sorrendezéssel
Markov-takaroja X;-nek p-ben

sziil6i valtozok halmaza, X; sziileinek halmaza G-ben

a j. konfiguracioja a sziil6i értékeknek egy sorrendben

X sziileinek, gyerekeinek és gyerekei egyéb sziileinek halmaza G-ben
a Markov-takard algrafja X;-nek G-ben

MBM(X;, X;, G) a Markov-takarobeliség relacioja

<<z s

valoszintségi valtozok szama
maximaélis szilészam DAG-okban
mintaszam

Osszes valoszintiségi valtozok szadma
véalasz, kimeneteli, fiiggs valtozo

!Tovabbi konvenciok az egyes fejezetekben jeldltek.
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Ni/N._ ..

Beta(z|a, f)
Dir(z|a)
N(z|p, o)
N(z|p, X)
BD,BD,
BDcy
BD.y
L(0; D)
H(X,Y)
I(X;Y)
KL(X]Y)
H(X[Y)
1(7 )7 L2(7 )
0<7)
O0()/0()

~ b

Antal Péter

,,,,,,,, megfelels Osszegei
X véaltozohalmazra sziikitett adathalmaz
kardinalitas
indikatorfiiggvény
f fliggvény elsd és mésodik derivéltjai
A métrix transzponéltja
z és y vektorok skalarszorzata
informativ/nem informativ informéacios kontextus
standard logikai operatorok
standard halmazmtveletek
a bizonyithatosaga K B-bdl
a Gamma fiiggvény
a Béta eloszlas stirtiségfliggvénye (pdf)
a Dirichlet eloszlas stirtiségfiiggvénye
az egyvaltozds normal eloszlas strtiségfiiggvénye
a tobbvaltozos normaél eloszlas stirtségfiiggvénye
Bayesian Dirichlet prior, megfigyelési ekvivalens BD prior
Bayesian Dirichlet (BD) prior 1 hiperparaméterekkel
megfigyelési ekvivalens és uniform BD prior
p(Dy|0) likelihood fiiggvénye
X és Y entropiaja
X és 'Y kolesonos informécioja
X és 'Y Kullback—Leibler divergenciaja
X és Y keresztentropiaja
az abszolutértékbeli (Manhattan) négyzetes (euklidészi) tavolsagok
0-1 veszteség
aszimptotikus, nagysagrendi fels§ és als6 hatar
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Roviditések

ROC Receiver Operating Characteristic (ROC) gorbe
AUC ROC-gorbe alatti teriilet
BMA bayesi modell atlagolas

BN Bayes-halo

DAG irdnyitott kormentes graf
FSS jegykivalasztasi probléma
MAP maximum a posteriori

MI kolesonos informécio

ML maximum likelihood

MBG Markov-hatar graf

MB Markov-takard

MBM Markov-takarobeliség
(MC)MC (Markov-lancos) Monte Carlo
NBN naiv Bayes-halo
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9. fejezet

Valoszintiségi Bayes-halok tanulasa

A fejezetben bemutatjuk a valdszintségi grafos modelleken (PGM) beliil a Bayes-hdldkhoz
kapcsolodo paramétertanuldst, majd a feltételes modellezés és teljes targyteriileti modellezés
kapcsolatdt tisztdzzuk, végil egy informdcioelméleti megkdzelitést mutatunk be valoszinidsé-
gt Bayes-hdlok tanuldsdra. A fejezet a Rejtett Markov Modellek paramétereinek tanuldsd-
nak ismertetésével indul, amelyen keresztil bemutatjuk az Expectation-Maximization alapi
paramétertanuldst. Ismertetjik a feltételes modellek és PGM-k haszndlatdnak pro és kont-
ra érveit adatelemzési feladatokban, kilonds tekintettel a Naiv Bayes-hdlok tanuldsdanak
szempontjdbol. A megkitések nélkiili Bayes-hdlok tanuldsdra szdrmaztatunk egqy pontszd-
mot informdcidelméleti, avagy ,Minimum Description Length” formalizmus szerint. Az
oksagi Bayes-hdlok tanuldsdt, amely oksdgi vonatkozdsi priorokat is befogad, illetve oksdagi
modelltulajdonsagok tanuldsdat is lehetdvé teszi az Oksdgr Bayes-hdlok tanuldsa fejezetben
ismertetjiik.

9.1. Paramétertanulas Rejtett Markov Modellekben

A valoszintiségi grafos modellek egyik népszerii alosztalya a Rejtett Markov Modellek
(RMM), amelyek az eredeti beszédfelismerési és kovetési felhasznalasi teriiletek mellett
a biologiai szekvenciak elemzésében is egyre intenzivebben felhasznéaltak. A Bayes-halo
formalizmust kovetve definiciojuk és a targyalasukban hasznéalt jelolésiik a kovetkezd [39).

1. 7 jeloli a rejtett allapot szekvenciat, m; jeloli az i. allapotot,

2. ay, jeloli az allapotatmenet valoszintségeket p(m; = l|m;_1 = k) (egy extra 0 allapotot
fenntartva az indulo és végallapot szaméara),

3. ex(b) a kibocsajtasi/megfigyelési valoszintiségek p(x; = b|m; = k).

A tovabbiakban feltessziik, hogy az RMM-ekbeli valtozok diszkrét és véges valtozok.
Az RMM-kben val6 kivetkeztetés tipusait, benne az ,elérefele” és ,visszafele” RMM kévet-
keztetési modszereket, a Valoszintiségi dontéstamogatasi rendszerek egy fejezete foglalja

Antal Péter www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

9. fejezet. Valésziniiségi Bayes-halok tanuldsa 106

Ossze, levezetésiikért lasd [96]. A tovabbiakban feltessziik, hogy ezek hatékony megoldasa
ismert, és az is, hogy altaluk kiszamithatoak a kovetkezGek:

1. ,dekodolas™ n* = argmax, p(x, ),

2. szekvencia valoszintisége: p(z) = > _p(z, ) (avagy p(z|M) ,modell likelihood” vagy
sziirés),

3. simitas/poszterior dekodolas: p(m; = k|x).

Feltételezve, hogy 6 jeléli az RMM modell paramétereit, n fiiggetlen (M, ..., 2™ meg-
figyelési szekvencia valdszintisége ekkor a kovetkezGképpen irhatd

pa™, ... 2™|0) = [ p(="]6). (9.1)
i=1
Rogzitett strukturat, azaz rogzitett megfigyelés- és allapotteret feltételezve két felada-
tot vizsgalunk meg. Bevezetési jelleggel els6ként megnézziik, hogy hogyan hatarozhatok
meg a paraméterek a maximum likelihood elv szerint, ha ismertek a megfigyelésekhez
tartozo allapotok, illetve, ha ezek nem ismertek. Ez utobbi az tgynevezett Baum-Welch
eljaras, amely az expectation-maximization eljarasra példa.

9.1.1. Paramétertanulas RMM-ekben ismert allapotszekvenciak ese-
tében

Ismert allapotszekvencidk esetében az Ay, allapotatmenet szamlalok és az Ej(b) kibocsaj-
tasi szamlalok segitségével a megfelels ay,, ex(b) relativ gyakorisagok kozvetleniil adédnak

_ _Au 9.2
w = 02)
elh) = ) (9.3)

2y Er(V)

Emlékeztetdiil idézziik, hogy a relativ gyakorisdg maximum likelihood becslg a multi-
nomialis mintavételhez. Tételezziik fel, hogy ¢ = 1,... K kimenetelek egy multinomialis
mintavételbdl szarmaznak, amelynek paraméterei 0 = {6;}, és jelolje n = {n;} a megfigyelt
elsfordulési szamokat (N = >, n;). Ekkor

p(n|0*") [L,0} %)™ ury 0"
log———* = log=-‘—"— n; log =NY» 6" log—— >0, (9.4)
() O 2 0
mivel 0 < KL(0%|]0)
~KL(pllg) = sz log(gi/pi) < sz (qi/pi) —1) =0 (9.5)
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felhasznalva, hogy log(z) <z — 1.

Az a priori tudas kombinalédsara ad hoc modszerként jelent meg pszeudoszamldlok vagy
a priori szamldlok fogalma, ami kis mintas esetben a becslések robusztussaganak novelé-
sére is felhasznéalt

A;l = Ay + 1w,
Ep(0) = Eg(b) +ri(b),

amelynek elméleti hatterét az Okségi Bayes-halok tanulasa fejezetben targyaljuk.

9.1.2. E-M alapt paramétertanulas RMM-ekben ismeretlen alla-
potszekvencidk esetében

Egy kozelité modszer ismeretlen allapotszekvencidk esetében, hogy akir a priori vagy
akar kozelité modszerekkel, mint a Viterbi algoritmus, rekonstrualjuk a legrelevansabbnak
vélt vagy legvaloszintibb allapotszekvencidkat, amelyet kovetGen mar a kozvetlen becslési
eljaras alkalmazhat6. Ez az oOtlet iterativan is hasznalhato, amely a kovetkez6 modszerre
vezet: becsiiljiilk meg a varhato értékét az A;, E; szamlaloknak adott 6; mellett, majd
ujrabecsiilve frissitsiik 6;,; paramétereket ezen Ay F;...varhato értékek alapjan.

Els6ként is vegyiik észre, hogy a k — [ atmenetek valdszintisége az = szekvencia i.
pozicibjaban kozvetleniil szamithatoé a hatékonyan szdmolhato ,elérefele” és | visszafele”
RMM kévetkeztetési modszerekbdl:

p(mi =k, 71 = l|x) (9.8)
f}ii) bl(itl)
_ p(.’,ljl, P ,:L'Z‘, T = k,.z‘i+1,7ri+1 = l, $i+2, e ,:CL) _ fk(i)aklel(x¢+1)bl(’i+l) (9 9)
p(z) p(z) ’ ’

Ekkor a varhato értéke egy adott atmenet valoszintiségnek és kibocsatasi valoszintiség-
nek rendre a kdvetkezs:

A = Z ]) Zf Dawer (@90 (i + 1) (9.10)

Ex(b) =

(9.11)
(J)

A modszer konvergenciajat az biztositja, hogy az iteraltan elvégzett kovetkeztetés és
paraméterbecslés valojaban az ugynevezett E-M modszercsaladba tartozik. Altalanos be-
mutatasahoz megmutatjuk a {6 6tletét, amely adatelemzési/optimalizéalasi feladatokban is
gyakran hasznalt, az eredeti, bizonyitottan jo miikddést ado feltételein tial. Az E-M mod-
szercsalad f6 célja az itteni jelolést hasznalva, hogy a megfigyelt x és hianyzo 7 esetében
hatarozza meg a maximum likelihood paramétereket

0" = arg mgaxlog(p(:v[&)). (9.12)
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A megkozelités felfoghato egy olyan modszernek, amikor a megoldas analitikusan és
hatékonyan szamolhatoéan adoédik, ha a hianyz6 adat létezik, és ezen modszer a hianyzo
adatok rogzitett adatokkal valo potlasa’” és hianyzo adatok kiatlagolasa kozott helyezkedik
el. Miikddésének kozponti eleme a ,varhatd adat log-likelihood”

Q(0)6,) = Zp 7|z, 0,) log(p(z, |0)) (9.13)
iteralt javitasa. Kihasznalva, hogy

p(z,7|0) = p(rlz, 0)p(x|0), (9.14)
irhatjuk, hogy

log(p(x]0)) = log(p(x, 7|0)) — log(p(r|z, 0)). (9.15)

Ekkor p(r|x, 6;)-val szorozva és 7 felett szummazva

log(p(z|6)) Zp i, 0;) log(p(x, ©|0)) = > p(n|z, 6;) log(p(r |, 6)). (9.16)

\ /

Q016:)

Mivel a likelihoodot szeretnénk névelni, ez ekvivalens ennek a kiilonbségnek a novelé-
sével.

log(p(]0)) — log(p(x10:)) = Q(6]6:) — Q(0:16:) +Zp e, et)log(%

\ J

KL(p(fr\xﬂt)llp(ﬂzﬁ))

) (9.17)

Kihasznalva, hogy 0 > K L(pl||q), adodik a kovetkezs

log(p(x]0)) — log(p(x(0:)) = Q(6]6:) — Q(0:[6:). (9.18)

Az altalanositott E-M eljaras csupan egy jobb 6 megvalasztasan alapszik Q(606;)
tekintetében, amely folytonos paramétertér esetében garantalt, hogy aszimptotikusan egy
lokélis vagy globélis maximumhoz konvergél (sajnos diszkrét esetekben viselkedésére nincs
garancia, bar gyakran hasznalt, példaul lasd [48]). A standard E-M eljaras javito 1lépésé-
ben maximalizalas szerepel

0,1 = arg max Q010). (9.19)

Visszatérve az RMM paramétertanulasra, az E-M modszer alkalmazasa a kovetkezo.
Egy adott 7 allapot- és x megfigyelés szekvencia valoszintisége a kovetkezo:

M M
p(z,w|0) = H H ey, (b)]EF+ ) H H afl’”(w). (9.20)

k=1 b k=0 [=1
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Ezt felhasznalva Q(016,) = > _p(r|z,6;)log(p(z,7|#)) atirhat6 a kovetkezképpen:

M
Q016;) = Zp 7|z, 0;) ZZEk (b, ) log(ex (b)) + ZZA“ ) log(ak). (9.21)

k=1 b k=0 l=1

Mivel Ay, és Ex(b) varhato értéke m-k felett egy adott x esetében
Zp 7|z, 0,) Ex(b, ) A = Zp 7|x, 0t) A (), (9.22)

igy els6ként 7-k felett elvégezve az Osszegzést kapjuk, hogy

9|0t Z Z Ek IOg €k —|— Z Z Akl IOg akl (923)

k=0 I=1

Ekkor kihasznalva, hogy Ay és Ej(b) hatékonyan szamolhato az eldre és hatra algorit-
musokkal az aktuélis 0; esetében, és axl és by (1) alkotjak az j paramétereket 6 , Q(0|60;)-t
maximalizalja a kovetkezs:

Aij
ay = s (9.24)
mivel az A-kat tartalmazo tagnal a kiilonbség igy irhato

M M
ZZAM log( Z ZAM/ Zagl log(Z—%i), (925)

k=0 I=1 k=0 U

amelyik éppen a K-L tavolsidg, tehat nem negativ.

9.2. Naiv Bayes-halok tanulasa

A Bayes-halok modellosztaly masik nagyon népszerd csaladja a Naiv Bayes-halok (NBN)
(lasd Valoszintiségi grafos modellek PGM fejezete). Az NBN-ek feltevéseinek széles kord
elfogadhatosaga mellett a tanulasban is kbzponti szerepet toltenek be robusztussaguk mi-
att, mivel mintegy hidat képeznek az tgynevezett feltételes modellek felé. Elscként ezt a
hatarvonalat tisztazzuk, megvizsgalva az NBN-ek paraméter- és strukturatanulasat is, a
bayesi kontextusban is.

9.2.1. A bayesi feltételes modellezés

A feltételes megkozelités célja a bizonytalan relacié modellezése az Y kimeneti és az X
bemeneti valtozok kozott. Egyéb elnevezési konvenciok a valasz, kimenetel, fliggd és pre-
diktor, magyarazo vagy fliggetlen valtozok. A bizonytalan relacié6 modellezésére hasonlo
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axiomatikus megkozelitéssel adodik a valdszintiségi megkozelités, amelyben {6 cél ismét
predikcios
PV | X1, (X1, Y1), (X, Yv)). (9.26)

Analdg modon, egy feltételes felcserélhetdségi feltevésbdl szarmaztathato egy paramet-
rikus bayesi megkozelités, hasonléan tdmogatva a ,mintha” értelmezését a bayesi megko-
zelitésnek [34]

N

Py, - ynlas, - an) = /(Hp(yi\H(fvz-)))p(e(x)) df (), (9.27)

=1

ahol p(6(x)) egy prior a p(y;|0(x;))-t specifikaloé parametrikus csalad felett.

Alapvetd eltérés a targyteriileti vagy rendszeralapi modellezéshez képest, hogy a be-
meneti valtozok kozti Osszefiiggések nincsenek modellezve. Ezen adatok hidnyos volta az
egyik legnagyobb kihivas a feltételes modellezés gyakorlati alkalmazasanél, amire kozelitd,
a teljes targyteriileti modellezést elkeriil§, de legalabbis minimalizdl6 megoldasok széles
skalaja jott létre (lasd Hianyos adatok kezelése fejezet). Egy elméleti nehézség a feltételes
modellek bayesi alkalmazasa terén az tugynevezett konjugélt prior hianya és az ezzel 6ssze-
kapcsolodo probléma, hogy a targyteriileti modellezéstdl eltéréen a paraméterek szintje itt
analitikusan nem kezelhetd (lasd Oksagi Bayes-halok tanulasa fejezet).

A targyteriiletet leird fliggetlenségi modell meghatarozza a validitasat az esetleges fel-
tételes modellezésnek, ami statisztikai mintaszam komplexitas és szamitasi komplexitas
tekintetében mindenképpen elénydsebb. Ez a bayesi megkozelitésben is megnyilvanul, és
altalanos esetben a p(G), p(0|G) struktira és paraméter priorok példaul Bayes-halokra
nem dekomponalédik priorokra a p(Y|X) feltételes modell szerint. Példaul még ha targy-
teriileti, a priori kényszerek miatt is a kimeneti valtozé nem lehet sziilg, akkor is fligghet
ennek a valtozonak a modellje a tobbi valtozo kozti fliggésektsl

plole) =3 9(6) [ plulz.0,G)dp(o) (9.28)
G (C]

Egy pragmatista bayesi megkozelitésben, a[9.27] egyenletben azt tessziik fel, hogy az Y
X-t61 valo fliggésére vonatkozo elvarasok fiiggetlenek mas targytertileti fiiggésektsl. Ennek
formalizalasara tételezziik fel, hogy a teljes (Y, X)-ra vonatkozo megfigyeléseket egy prior
p(0) és egy mintavételi p(Y, X|0) eloszlas definialja, ahol a 6 paraméter (¢, w)-ra bonthato,
ahol a ¢ paraméter X-hez tartozik (azaz X Y ¢ és (X LLw|p)), és w pedig Y| X-hez tartozik
(azaz Y Y {X,w} and (Y L ¢|lw, X)). A feltételes megkozelités ekkor forméalisan azt teszi
fel, hogy wl ¢, azaz a priorok ilyen dekomponalaséat, amit a[9.1] Abran lévé Bayes-hélo is
illusztral.
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XD 6
(oD
<%

9.1. abra. A bayesi feltételes modellezés feltevéseinek Bayes-halés modellje. A bemeneti
és kimeneti valtozokat X és'Y jeloli, a hozzajuk tartozé paramétereket ¢ és w (amelyek
egyltitt alkotjak 0-t).

Az ezen feltevés szerint dekomponalt priorok jelentik a feltételes megkozelités alapjat,
mivel teljes megfigyelés esetén a posteriorok is dekomponalédnak

p(f]z,y) £ p(w, dlz,y) < plz,ylw, ¢)p(w, )

Eszerint, ha csak a feltételes modellre szeretnénk kovetkeztetni, azaz w poszteriorra,
akkor a feltételes megkozelitésben

pwlz,y) o< | plylz,w, ¢)p(r|P)p(w|d)p(s) de (9.33)

= pylz, w)p(w). (9.34)

T~

9.2.2. Bayes-hal6k tanulasa feltételes modellként

A hianyos adatkezelés vagy a priori elvarasok miatt is a teljes targyteriileti modell tanulésa
sok esetben egy minta- és szamitasigényes, de legalabb univerzalis valasztasnak tiinhet.
Azonban viszonylagosan kis mintaknal, akar a bayesi keretben is a késébb targyalt jegy-
tanulasi modszerekben, a teljes modell tanulasa szisztematikusan eltér a feltételes modell
tanulasatol. Ennek megértéséhez fontoljuk meg a teljes adatra vonatkozo likelihood-t egy
olyan G, modellnél, amely az X, Y-t tartalmazza [49]:

LL(G,0; Dy) = logp(Dy|G, 0) (9.35)

N
= CLLy(G,0; Dy) + > logp(X,|G,0) (9.36)

=1
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ahol

N
CLLy(G,0;Dy) = > logp(Y;|G,0,X,). (9.37)

i=1

Az els6 tag a feltételes adat log-likelihood C'LLy(G,0; Dy), amelyik kizérolagosan
meghatéarozza az osztalyozast (diszkrét esetet feltételezve). A masik tag annak a ko-
vetkezménye, hogy nem feltételes modellosztallyal dolgozunk, és mint latni fogjuk, mind
becslési bias-t és nagyobb statisztikai érzékenységet is okoz. Els6ként is, a Bayes-hélo
altalanos volta miatt az osztalyozas szempontjabol optimalis arg maxy CLLy (G, 6; Dy)
paraméterek nem egyenlGek a targyteriileti modell maximum likelihood paramétereivel
argmaxy LLy(G,0; Dy), sem a paraméterek varhato értékeivel Eppqpy)[0] (valamely
p(0) priorral) (ez a nem faktorizalodé normalizacios konstansok miatt is fellép). Ez alol
csak az jelent kivételt, ha a kimeneti Y valtozo levél csomopont [49]. Méasodsorban, a
CLLy(G,0; Dy) tag dominalt az n — 1 analog taggal a bemeneti valtozoknal [49].

9.2.3. Naiv Bayes-halok teljesitménye osztalyozasban és regresszi-
6ban

Az NBN-eknek rengeteg sikeres alkalmazasa van, akidr numerikus vagy folytonos beme-
neti valtozokkal, mind az osztalyozasi és mind a regresszids keretben. Mivel az NBN-ek
fliggetlenségi feltevése szerint az Y (= Xj) kozponti (gyokér/szils) valtozo és az n darab
Xi1,..., X, bemeneti valtozora fennall, hogy X; IL{X, : 5 #i}|Y , igy adodik a jol ismert
eredmény

log P(y|X) = ) log p(X;|y) + log P(y) — log P(X), (9.38)

=1

amely azt mutatja, hogy diszkrét esetben az NBN egy linearis osztalyozo (diszkrimina-
tor). Azonban, ha folytonos valtozok is megengedettek, akkor nem linearis és egymastol
elvalasztott régiok is megjelenhetnek dontési tartoméanyoknak [38, 36]. Az NBN-ek sikeres
alkalmazasa osztalyozasban, amikor az osztalyozas a regresszidsbecslésen definialt egy kii-
szobértékkel, elméleti kutatasokban is vizsgalt [45] [36]. J. Friedman mutatta meg, hogy a
Dy adat statisztikai hatasa az osztalyozasi hiban strukturalisan kiilonbozik a regresszios
becslés Lo predikcids hibajatol. A jol ismert ,bias-variance” megkozelités szerint az Lo
hiba a frekventista megkozelitésben regresszios feladatban egy bias és egy variancia tagra
bonthato [55],

Epyly — fox (@)]* = Epy[f(z) — fo, (@) +Ely — f(z))? (9.39)
\‘/.—/
Epy[f(@) = fox @) = (f(z) - Eny (/o (2)]) + Eny [Eny [fDNi@] — foy(@)].
bias variance
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Binéaris osztalyozasnal a bias tényezd 1épesds jellegii kiiszobhoz kotott sign(% —I(E f —
3) és a varianciaval skalazott var( f ). Ez azt eredményezi, hogy a regressziobeli varianciaja
(azaz komplexitéasa) a fiiggvényosztalynak nagyobb hangsulyt kap és a bias-e (azaz kapaci-
tasa) pedig kisebbet. Mashogyan fogalmazva, az olyan egyszerti modellosztaly, mint a naiv
BN, alkalmatlan lehet regressziora a szigoru korlatai miatt (bias), de kivalo osztalyozasra,
mivel varianciaja kicsi [45].

9.2.4. Naiv Bayes-halok kiterjesztései

Az NBN modellek szigoru feltevését tébb mddon is probaltak enyhiteni, igy novelve az
alkalmazhatosagat: a Tree Augmented NBN (TAN) és a kontextualis multi-halo [49], az
Augmented NBN osztélyozo [36, [70, BI], stb. A TAN modellosztéaly egy skalazhato ki-
terjesztést jelent, igy azt ismertetjiik. Ebben a modellosztalyban (az Y kimeneti és n
darab Xi,..., X, bemeneti valtozo felett) egy teljes NBN definialt, amely modellstruk-
tura pluszban egy teljes fat is tartalmaz a bemeneti valtozok csomopontjai kozott. Ez
lehet6vé tesz globalis és lokélis szenpontok optimalizalasaval n — 1 él beillesztését a ma-
ximalis sziilgszamot k < 2-n tartva [49]. Kihasznalva, hogy teljes Dy adat esetén egy
adott G struktiranal a #* maximum likelihood paramétereket hasznalva a log-likelihood
felirhato igy (levezetésért lasd Oksagi modellek tanulasa fejezet)

log p(Dn |G, 6") NZI X Pa(X;, Q) NZH (9.40)

=0

felhasznalva még a kolesonos informéaciora vonatkozo lancszabalyt I(X;Y, 7)) = I(X; Z) +
I(X;Y|Z), az elss, strukturatol fiiggd osszeg atirhato a kovetkezsképpen (kiilon gytjtve
a sziilére vonatkozo konstans tagokat)

Z LY Y Iy, (X Xpaex)

ipa(X;)>1

). (9.41)

Ez azt mutatja, hogy a maximum likelihood TAN-t ugy talalhatjuk meg, hogy a maso-
dik Osszegzést maximaljuk, bevéve a maximalis feltételes kolesonds informécioji éleket a
Jkorrelacios” faba a bemeneti valtozok kozott. Mivel az élekre a feltételes kolesonos infor-
maci6 O(n?N) id6ben kiszamolhat6, amibél ezt az értéket, mint élstly kezelve mazimalis
feszitéfa (MWST) konstrudlhato O(n?logn) idében, ez egy nagyon hatékony algoritmust
jelent [49]. A modszer hatranya, hogy egy teljes fat épit fel akkor is, ha a bemeneti valto-
z0k az NBN feltevés szerint feltételesen fliggetlenek, de ez tesztekkel el is keriilhetd, illetve
komplexitasnovels hatasa mintakomplexitas emelkedés tekintetében mérsékelt. Altalano-
sabb modszerek nemcsak fat, hanem &altalanos DAG strukttrat is megengednek a bemeneti
valtozok kozos sziils/gyokér valtozoval feltételes fliggéseinek reprezentalasara, példaul k
maximalis sziil¢szamot elGirva, azonban 1 < k-ra méar NP-teljes az optimalis bemeneti
valtozok feletti DAG megkeresése, igy altaldnos tanulasi eljarasok sziikségesek.
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9.2.5. Teljes modellatlagolas NBN-ek felett

Az NBN-ekkel valo kovetkeztetés hatékonysagat, valtozok szémaban lineéris voltat egy
pontparametrizécié mellett vizsgaltuk meg. Ez a linearis komplexitéas a paraméterek bayesi
kezelése esetében is gyakran megmarad, mivel ha p(©|G) jeldl egy adott struktira melletti
paramétereloszlast, akkor egy értékek szintjén torténd kovetkeztetésben a paramétertér
felett atlagolas

Eeo[p(ylz, ©)] = p(ylz) (9.42)

adott, praktikus feltételek mellett analitikusan elvégezhetd (1asd Oksagi modellek tanulasa
fejezet). Egy megleps eredmény szerint ez a linearis komplexitas még akkor is megtarthato,
ha a strukturak felett is atlagolni kell, azaz ha a 2" strukturak feletti p(G) eloszlas koveti
a targyteriileti fiiggetlenségek szerinti dekompoziciot, akkor létezik egy olyan ,szuper-
(pont)paraméterezés”, amely ezt is képes reprezentalni [30]. Elssként is idézziik fel, hogy
z teljes megfigyelés esetében a feltételes eloszlas p(y|xz) kiszamolhato a p(Y, x) egytittes
eloszlasbol O(n) id6ben, az NBN-eket definialo szorzatalakbol

n n

p(Y]z,0,G) < p(Y,z,0,G) = p(V) [ [ p(ai| pa(X;, G)) = [ [ plail pa( X, G)).  (9.43)

=1 =0

Masodsorban, Dirichlet paraméterpriorokat hasznalé paraméterfiiggetlenség esetén a
paraméterek feletti integralés elkeriilhet§ a lokélis modellekbeli valoszintiségek varhato
értékeinek hasznélatéaval (lasd egyenlet).

n

oz = 3 0(C) [ p(0.2.0,G)dp() = Y@ [ [ ool palxiC)). (049
G

G =0

Teljes Dy adatok esetén ez a tulajdonsag a poszteriorokra is teljestil (lasd egyen-
let).

Harmadrészt, strukturalis modularitast feltéve, ha a struktarak felett prior a p(Y —
X; € Edges(G)) élek a priori élvaloszintiségeinek szorzataként definidlhato, amely a DAG
kényszerrel vald6 kompatibilitasa miatt egy normalizalt priort definial. Elméletileg a ko-
vetkeztetésbe belépd, akar részleges x is befolyasolja a poszteriort, de ezt figyelmen kiviil
hagyjuk.

Ekkor a strukturak feletti poszteriorra az alabbi szorzatalak adodik (lasd egyen-
let, a normalizacié minden valtozoéra fiiggetlentil végezhets el, megfontolva a két lehetséges
esetet, hogy Y sziil6-e vagy nem)

n

p(G|Dy) = [ [ p(Pa(X;, G)| D), (9.45)

1=0

és jelolje pt p(Pa(X;,G) = Y|Dy)-t és p) p(Pa(X;,G) # Y|Dy)-t (kihasznélva, hogy
0_ .0
po =ry = 0).
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Kombinalva a (9.43|a (9.44] és a [9.45| egyenleteket kapjuk, hogy

p(y,z| D) (9.46)

= > [ pwa(X)¢, Dx)p(ailpa(Xi), D) (9.47)
G =0

= 2 - Z Hp pa(X;)¢|Dx)p(aslpa(X:)%, Dy) (9.48)

pag’}l £Y Pag’; 7Y

= sz (z:lpa(X:)¢ # Y, Dy) + plp(z:|pa(X,)¢ = Y, Dy) (9.49)

= HP*(%!P@(X@')G =Y,Dy), (9.50)

ahol az utols6 lépésben felhasznaltuk az Osszeg-szorzat felcserélését. Ez azt mutatja,
hogy egy pontparaméterezés konstrualhato egy teljes NBN modellre O(n) id6ben, amellyel
a [9.44] egyenletbeli prediktiv kovetkeztetés — 2™ modellstruktira és paramétertér feletti
atlagolas — O(n) iddben elvégezhetd.

9.3. Egy informaciéelméleti pontszam Bayes-hal6é tanu-
lasdhoz

Az altaldnos valoszintiségi Bayes-halok tanuldsahoz a jelen fejezetben egy informéacioelmeé-
leti pontszamot mutatunk be. A Bayes-halok altalanos, gazdagabb, akir okségi vonatkozéa-
st priorokat is befogad6 tanulasat az Okséagi Bayes-hélok tanulasa fejezetben ismertetjiik.
A frekventista paradigméban tételezziink fel teljes, diszkrét, azonos eloszlasi, fiiggetlen
(i.i.d.) mintakat és definidljunk egy maximum likelihood pontszamot a kovetkezSképpen

ML(G; Dx) = mazgp(Dy|G, 0). (9.51)

Adott G struktiranél a egyenlet szerint ezt a 07, = Nk /N,j+ relativ gyakorisagok
maximéaljak, ahol IV;;;, jeloli az xj, érték és g, sziiléi konfiguracio egytittes eléforduldsanak
szamat X; valtozo és Pa(X;) sziil6i halmazara nézve (V;;1 az értelemszertd sszeget jelenti).
Behelyettesitve ezt a maximum likelihood paramétert kapjuk, hogy

N n

ML(G;Dy) = p(Dn|G,0%) = [[T] o2 Ipa) (9.52)
=1 i1=1

- HHH LT (9.53)

zljlkl
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Logaritmust véve, 6sszegzési sorrendet cserélve és N-nel bévitve adodik, hogy

log(ML(G; Dy)) NZZ ”*Z N”’“ 10g(Nije/Nij). (9.54)

=1 j=1 i+

Felhasznalva a feltételes entropia definiciojat H(Y'|X) = > p(x) >_, p(y|z) log(p(y|z)),
az entropiara vonatkozo lancszabalyt H(X,Y) = H(Y|X) + H(X) és a kolesonos infor-

mécio definiciojat I(Y; X) = H(Y) — H(Y|X) [26], ez atirhato a kovetkezSképpen:
log(ML(G; Dy)) = =N Y H(Xi|Pa(X;,G)) (9.55)
i=1
— _NH(X....,X,) (9.56)
= N I(X;Pa(X;,G)— N> H(X;). (9.57)
i=1 i=1
(9.58)

Ez azt mutatja,hogy a definialt maximum likelihood pontszdmot maximalizal6 Bayes-
hal6 értelmezhetd tigy, mint ami entrépiat minimalizal, avagy az altala elérhetd kodolas is
a legrovidebb hosszisagi, ami a ,,Minimum Description Length” tomoritési elvet tiikrozi
(lasd , mésrészt agy is, hogy maximalizalja a sziil6k és a gyerekeik kozti koélesonos
informaciot (lasd , ahol a strukturatol fiiggetlen tagokat értelemszertien nem szamita-
nak). Nagyon érdekes kapcsolat, hogy a valtozok azon sorrendje, amely ilyen értelemben
maximalis meghatérozottsagot mutat, az mennyiben hasznalhato fel oksagi sorrendek ki-
kovetkeztetésére [37].

A definialt pontszam strukturatanulasban valod felhasznalasahoz azonban figyelembe
kell venni a kolesonos informécié monotonitasat, nevezetesen, hogy ha Pa(X;) C Pa(X;)',
akkor I(X;; Pa(X;) < I(X;; Pd'(X;) [26], azaz a teljes DAG maximalizéalja a pontszamot.
Ezt egy komplexitas regularizacios tag tudja kezelni, amely a ,,Bayesian information criter-
ion” (BIC) pontszam esetében a kovetkezd teljes pontszamot eredményezi (szarmaztatasat
és egyéb pontszamokat az Oksagi Bayes-halok fejezetben targyalunk |77, [12] 22] 50, 62])

BIC(G; Dy) = log(ML(G; Dy)) — %dz’m(G) log(N), (9.59)

ahol dim(G) a szabad paraméterek szamat jeldli.
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10. fejezet
Oksagi Bayes-halok tanulasa

A fejezetben bemutatjuk a bayes statisztikai keretben torténd tanuldsdat Bayes-hdlds mo-
delleknek, ami lehetové teszi oksdagi modellek részletes kiértékelését akar on-line tanuldsi
keretben, oksdgi vonatkozdsu priorok felhaszndldsdt, oksdagi modelltulajdonsdgok bayesi ta-
nuldsdt. Az oksdgi priorok mellett beavatkozdsi adatok felhaszndldsa is biztositja oksdgi as-
pektusok koherens felhaszndldsdt, illetve a Bayes-hdlos modellosztdly oksdgi értelmezéssel
felruhdzhato modelltulajdonsdgai. FElséként a ,predictive sequential” (prequential) kiérté-
kelési maodszertant foglaljuk ossze. Majd rogzitett struktira mellett bemutatjuk a paramé-
terszint analitikus kezelésének lehetdségét, ami paraméterpriorok és adatok koherens, ana-
litikus kombindldsdt teszik lehetévé. Attekintjik az oksdgi priorokat, majd szdrmaztatjuk
a struktirdkra vonatkozo megfigyeléseken alapulo poszteriort és annak beavatkozdsi adatra
vonatkozé adaptdldsdt, amely igy oksdgi modellek tanuldsdt teszi lehetévé. Osszefoglal-
juk a pontszamok kisszami mintdndl jelentkezd kiilonbségeit, aszimptotikus tulajdonsdgait,
ideértve végtelen adat (ordkulum alapi) tanuldsi modszereket.

10.1. Bayesi kovetkeztés és tanulas rogzitett oksagi struk-
tira esetén

A bayesi megkozelitésben egy G rogzitett oksagi struktira esetén a p(0|G) paraméter el-
oszlas tekinthetd adottnak. A bayes tanulas — pragmatista szempontbol elsédlegesnek
— tekintett alapvetd célja a targyteriileti megfigyelésekkel valo kovetkeztetés, amelynek
egy eredménye a p(y|z, ©) valoszintiségi valtozo. Amint latni fogjuk, ha a p(f|G) paramé-
tereloszlast megfeleléen valasztjuk meg, akkor az eredmény egyszert analitikus formaban
adodik, példaul igaz lesz, hogy p(y|x, ©) egy ugynevezett Dirichlet eloszlast kovet Npo(y, x)
hiperparaméterekkel. Ennek tisztazasihoz és jelentéségének a megértéséhez ismerkedjiink
meg a konjugalt eloszlasok fogalmaval, amely mind a priorok hatékony megadésahoz, a
prediktiv kovetkeztetéshez és a paraméterekre vonatkozo kovetkeztetéshez is alapvetd fon-
tossagu.

10.1.1. Definicio. A priori eloszlasok egy F csaladja, amely p(6) paraméterekkel adott
konjugalt a p(z|f) mintavételi eloszlas csaladra, ha a p(6|z) a posteriori eloszlasok is F-

Antal Péter www.interkonyv.hu


http://www.interkonyv.hu

10. fejezet. Oksagi Bayes-halok tanulasa 118

beliek.

Az analitikus azonossagon tul tovabbi elény, hogy az exponencialis eloszlasokhoz tar-
toz6 konjugalt priorok esetében a megadésuk tgynevezett hiperparaméterekkel torténik
és a poszterior pedig ezen hiperparaméterek aktualizalt értékei szerint, ahol az aktuali-
zélas tipikusan az adat rovid leir6 statisztikaibol szarmaztathato (lasd [57, 10]). Ebben
az esetben a hiperparamétereknek gyakran egy intuitiv értelmezése is lehetséges, igy a
priorhoz és a poszteriorhoz tartozé hiperparaméterek a korabban és az egyiittesen latott
megfigyelések egyszert statisztikai jellemz6i. Erre példa a kévetkezd, ahol a 6 paraméter
eloszlasanak az «, f hiperparamétereinek egy egyszeri szamlalo értelmezése van.

10.1.1. Példa. Jelolje x az Gsszegét n darab fiiggetlen, azonos eloszlasu (i.i.d.) Bernoulli
mintavételnek (0 és 1 értékek felett), azaz egy binomidlis eloszlast kovet. Ha a paramé-
terpriort egy Beta eloszlas definidlja, akkor a poszterior is Beta eloszlés lesz aktualizalt
hiperparaméterekkel:

p(z|) = Bin(z|n,0) = (Z)ewu — gy (10.1)
p(d) = Beta(f|a, B) = 0 (1 — 6)P~! where c = % (10.2)
p(flz) = (i) _ A0 (1 — 9)P~1H " = Beta(f|la 4z, +n — x).

p(x)

A kovetkezd példa pedig a bayesi prediktiv kovetkeztetést mutatja be r diszkrét érték
esetén (amelyek legyenek az 1,...r értékek).

10.1.2. Példa. Jeldlje D,, = {X;;i =1, 2,..., n} a megfigyelések sorozatat, amely i.i.d.
multinomialis mintakat tartalmaz r diszkrét értékbsl. Legyen a prior p(f) egy Dirichlet

prior o = (@, ..., o) hiperparaméterekkel, és legyen a = >, ay:
: - (o)
Dir(fla) = c | [ 62*7", where ¢ = ——"—. (10.3)
1;[ ; [T, I(ax)

Ez a prior konjugalt a multinomialis mintavételre, a poszterior prediktiv eloszlas egy
aktualizalt Dirichlet a; hiperparaméterekkel az i. 1épésben, és a poszterior prediktiv el-
oszlas az x; értékre (azaz a E[f,,] marginalis poszterior)
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p(ailz, i) = / p(:]8)Dir(8]a) d8

o [(cvig)
— [ 6, TT67* " dg, ahol ¢ = ——F1_ Yit
/ H Hk (azk)

= /Hé’ai“»’“_ld@, ahol a1 = ;, except 41 7= 5,41
Do) TTpT(@irin)
D(aivny) T Teir)

Q; T

= L 10.4

e (104

igy a D, marginalis valoszintisége egy 6 ~ Dir(ay) prior és az k = 1,...,r értékek ny
el6fordulasaival

(1, 2,) = Hp(mikﬁw--,fﬁiq) (10.5)

_ [y (a1 (cap +ng)) (10.6)

ap ... (ar++n)
— F(a17+) HZZl F<Oé1:k + nk) . (107)

Plar s +n)  [liey Flank)

Egy oksagi modell esetében a paraméterek feletti eloszlas — amint azt lattuk az Oksagi
modellek fejezetben — kovetheti maga a struktura, azaz az altala kifejezett fiiggetlenségi
viszonyokat is. Ezen esetben adodik a kovetkezd kozponti eredmény. Ha a p(0|G) eloszlas
Dirichlet eloszlasok altal speficikalt és eleget tesz a paraméterfiiggetlenségi feltételnek, tet-
sz6leges hiperparaméterekkel(!), akkor a p(X7, ..., X,,) marginélis eloszlas a targyteriileti
értékek szerint a kovetkezSképpen egyszertisithets:

n

(a1, s n) = /p(ml,...,xn,Ql,...,Qn)Hp(Qi)dQ (10.8)

=1

- H/p(ﬂfifpa(xi),ﬁi)p(ﬁi)dgi (10.9)

= H pa;| pa(z;)), (10.10)

ahol p(z;| pa(z;)) a lokalis valoszintiségek varhato értékei [103] [102] 27]. Azaz, az egyes szii-
161 konfiguracioknal szerepld paraméterek varhato értékei zart formaban adédnak a[10.4egyen-
let szerint

p(Xi = k|pa(X;) = pa;;) = Ee [p(Xi = k|pay;, ©;)] = Ee, [©s] = Niji/Nij.
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A p(Xy, ..., X,) zart megoldas létének jelentségét az adja, hogy a paraméter eloszlé-
sok ezen eseteiben egy rogzitett oksagi struktiranal barmely bayesi kovetkeztetés ekviva-
lens moédon elvégezhets a varhato értékek szerinti pontparametrizacioval, a paramétertér
feletti bayesi atlagolas helyett [103] 25]

Ee[p(ylz, ©)] = p(y|x). (10.11)

Az altalanos esetben ilyen ,szuper’-paraméterezés nem lehetséges, azaz amikor a struk-
turak felett is adott egy p(G) eloszlas és kapcsolodo p(0|G) paraméter eloszlasok

Pylz) = Epe)[Epoie [p(ylz, 0, G)]]. (10.12)

Ekkor példaul Monte Carlo modszerekkel kévetkeztethetiink a p(y|z, ©, G) véletlen
valtozo varhato értékére és bizonyossagi intervallumaira. a

A szuper’-paraméterezés azonban fennmarad, s6t nagyon kénnyen aktualizalhaté is
ujabb teljes megfigyelések esetében. Tételezzilink fel egy x teljes megfigyelést, paraméter
fiiggetlenséget és Dirichlet priorokat 0,; ~ Dir(auji, ..., ) i =1,...,néj=1,... ¢
esetére (ahol r; jeloli az X; valtozd ertekelt, q; pedig a szaméat a pa(XZ, G) = pa;; szil6i
konfiguracioknak az X; valtozonal a G oksagi strukturaban). Ekkor a 6,. paraméterek

'LJO

eloszlasa a ,megfigyelt” esetekben, amelynek jy az indexe pa;(x)-k kézott igy adodik

(7)) = H?:lp($i|pai(l’)7Qijo)p(eijo)HHp(eij) (10.13)

p(x) i=1 j#jo
X H 9ij0$iDir(9ij0|gijo) (10.14)
=1
X H Dir(@ijo\aijol, ey Qo —+ 17 Ce 7aij0Ti)7 (1015)

amely azt mutatja, hogy a paraméter poszterior megérzi a paraméter fliggetlenségi tu-
lajdonsagot, és a bayesi aktualizalast a teljes esetben el6fordulod, ,megfigyelt” Dirichlet
eloszlasok hiperparamétereinek aktualizalasa jelenti (j # jo esetében, azaz a tobbi 0,0
paramétereknek az eloszlasa nem valtozik).

10.2. A prekvencialis modellkiértékelés

A tudasmérndki modellkonstrukceio és a modellek teljes strukturalis tanulasa kozott helyez-
kedik el a modellek kiértékelése és adaptélasa, amely a szakért6 tudas és adatok kombinéci-
6jan és finom egyensulyan alapul. Ennek segitésére sziiletett meg a ,predictive sequential”
(prequential) keretrendszer, amely az adatok szekvenciélis természetét, akar a targyteriilet
nem stacioner, azaz valtozo voltat is képes kezelni [31], 32].
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10.2.1. Altalanos és valosziniiségi el6rejelzé rendszerek vizsgalata

A prekvenciélis keretben az el6rejelz6 rendszer és annak részeinek kvantitativ mindsité-
se az el6rejelzések miatt veszteségek alapjan torténik. Feltételezett, hogy a rendszer a

D = X, Xs,... szekvencia megfigyelése kozben minden egyes 1épésben egy F, . el6-
rejelzést ad az addig megfigyelt D,, = {z1,...,x,} szekvencia alapjan. Az eldrejelzést

az S(Fy,11,T,11) pontszam mindsiti és a teljes S mindsitési pontszam ezek Gsszegeként
definialt. Esetiinkben az el6rejelzé rendszer valdszintiségi, amikor a modellosztaly meg-
adasa, egy prior megadéasa és egy mintavételi eloszlds megadésa iterativan definidlja az
elérejelzést a p, (X, | X1, ..., X,_1) feltételes eloszlasokon keresztiil, amelyek a lépésenkén-
ti poszterior prediktiv eloszlasok. Itt is feltessziik, hogy a bizonytalan mennyiségeknek r
diszkrét sq,...,s, értéke lehetséges és hogy a ¢, el6rejelzései a valoszintiségi rendszernek
a Gn = Pu(Xp|21, . .., 2n_1) poszterior prediktiv eloszlasokon alapulnak.

" Ha a poszterior elérejelzést (,report’-olasat) a dontéselméleti keretben mint akciot,
valasztast értelmezziik, akkor a pontszam egy veszteségfiiggvényként értelmezhets S(q, si)
és ¢, a minimalis veszteség elbrejelzésnek kell lennie -

arg mqin ZS(Q, Sk)Pn(Xn = Sk|T1, .. Tno1). (10.16)
< k=1

Megmutathatd, hogy becsiiletesség (igaz elvarasok kozlése”), folytonossig (,aranyos
biintetés a hibakért”) és dekomponalhatosag (a biintetés a konkrét {eldrejelzés-megfigyelés}
péaron alapul) feltevések maguk utan vonjak a logaritmikus pontszamfiggvényt, S(q, sp) =
Alog(qx) + Bi, ahol A < 0 és By, tetszoleges konstansok [10]. -

A logaritmikus veszteségfliggvény esetében a valoszintségi el6rejelz6 rendszereknél az
adodik, hogy

Sn(Pn(Xn|T1, s Tne1), T0) = —log(pn(Xpn = xpl21, ..y 20o1)), (10.17)

aminek tobb hasznos kovetkezménye is van.

Els6ként is D,, adatnal az Osszpontszam marginalis adata likelihood logaritmusa, ami
fiiggetlen a sorrendtdl is, igy hasznalhaté az adatok nem szekvencialis, ,batch” felhaszna-
lasanal is:

S = Z Si(pz‘(Xi|!E17 e ,951‘—1), %)
i=1

= —IOngi(JZi|[E1,...,Ii_1)
=1
= —logp(zy,...,z,). (10.18)

Masodsorban, az 6sszehasonlité modellkiértékelés segitésére, az M el6rejelzé rendszert
az M™' rendszerhez hasonlitva adodik, hogy

p(1, ... x| M)

exp(S — STf) =
p( ) p(x, ..., x| MreF)

(10.19)
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ami a Bayes faktor.
Végezetiil a logaritmikus veszteségfiiggvény esetében egy q # p el6rejelzésnek a varhato
vesztesége a keresztentropia H(pl|q) = KL(pllq) + H(p).

10.2.2. Bayes-halék prekvencialis vizsgalata

A prekvenciélis vizsgalat a bayesi filozofia szerint a konkrét adaton alapul és akar min-
tankénti kiértékelést is lehetévé tesz, vagy akar valtozo eloszlasbol szarmazé mintakon
torténd kiértékelést is biztosit [102, 27]. A kovetkezGkben feltessziik, hogy a valoszini-
ségi elbrejelzd rendszer egy oksagi Bayes-haloként definialt, ahol a struktira rogzitett és
paraméterek eloszlasa Dirichlet priorokkal adott a paraméterfiiggetlenség feltételezésével.
Ekkor a kovetkezé modellpontszédmokat vezethetjiik be.

A globdlis (modell) monitor (,kovet&”) az M = (G, ) Bayes-halo model atfogo teljesit-
ményét jelzi a Dy adathalmazon:

N
S(M7DN) = Z_logp(x(l)‘x(l)v'"756([71)7M>
I=1
= —logp(z™,... 2™ |M). (10.20)

Mint latni fogjuk a és a [10.30] egyenletekben, ez a modell likelihood, ami igy
irhato

: I'(a [T Tlevje + niji)
S(M;Dy) = —log ) k=l Ly (10.21)
Zl—[ljl—Il Ulaiy +ni) Tz Dlen)

A struktura szerinti dekomponalés szellemében — a[10.31]egyenlet szerint — kiilonb6z6
egyéb monitorok is hasznosak a modell részletesebb vizsgalatara.

A (feltétel neélkiili) csomdpont monitor az M modell kontextusdban az X; valtozot
koveti:

N
S(X;;Dy) = —log Hp(:pgl)w(l), Y M, (10.22)

Két variansa a csomépont monitornak a feltételes csomoépont monitorok, amelyekben
a feltétel vagy minden mas valtozot vagy csak a sziil§ valtozokat tartalmazza. Az elgbbit
nevezték ,feltételes csomopont monitornak” [102]),

N
S(MBG(X;,G); Dy) = —log [ [ p(=’ |20\ {X:}, 2@, . 20). (10.23)

Az oksagi modellezésben fontos sziil6i halmaz kovetésére szolgal a mechanizmus moni-
tor:

S(Pa(X;,G); D long )| pa(X;) = pal@, g® ), (10.24)
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A mechanizmuson beliili vizsgalatra alkalmas a (sziil6i) konfigurdcic monitor, amely
egy konkrét pa,; viszony paraméterezését koveti:

S(pay; Dn) = 1ong Olpag, oD, a=0)10a"=pen)  (10.25)

10.3. Oksagi struktarak tanulasa

Az oksagi modellek paramétertanulédsa és modellkiértékelése utan attekintjik az oksa-
gi struktarak tanuldsat is. Elscként a kényszer alaptt modszereket illusztraljuk roviden,
majd a Valoszintségi Bayes-hélok tanulasa fejezetben levezetett informéacidelméleti struk-
turapontszam mellé az oksagi priorok befogadasat is lehet6vé tevs bayesi poszterior szar-
maztatasat mutatjuk be. Ismertetjiik az optimalizalas eddig megismert elméleti korlatait.
Végiil oksagi jegyek bayesi tanulasara mutatunk példékat.

10.3.1. Kényszer alapu struktturatanulas

A kényszer alapu struktdratanulasi algoritmusok lehetség szerint minimaélis szamu fiig-
getlenségi tesztet végrehajtva probalnak olyan Bayes-halo struktirat talalni, amely az
adatokban megjelend fiiggetlenségi viszonyokat hiien reprezentalja [90, 58, 104] (minimélis
fiiggetlenségi térkép, lasd Valoszintiségi grafos modellek fejezet). Ezekre az algoritmusokra
példa az ,Inductive Causation” (IC) algoritmus, amely egy stabil eloszlast tételez fel és
ekkor helyes megoldast ad:

1. Vidz: Konstrualjuk meg az iranyitatlan grafot (vazat) ugy, hogy X,Y € V akkor
legyen Osszekotve, ha VS(X 1LY|S)p, ahol S CV\ {X,Y}.

2. v-strukturdk: Iranyitsuk X — Z <« Y, ha XY nem szomszédosak, Z egy kozos
szomszéd és ~3S gy, hogy (X 1LY|S)p, ahol SCV\{X,Y} és Z € S.

3. propagation: Irdnyitsuk a maradék iranyitatlan éleket ugy, hogy nem hozunk létre
1j v-struktiarat, sem iranyitott kort.

10.3.1. Tétel. A kivetkezd szabdlyok sziikségesek és elégségesek.

Ry h c)N(a—b)A(b—c), akkor b — ¢

Rg a

a(a#

Ry ha (a — ¢ — b) A(a—0), akkor a — b
(a—b)A(a—c—=b)A(a—d—b)A(cHd), akkor a — b
a (

Ry ha(a—b)AN(a—c—d)N(c—d—Db)A(c+#b)A(a—d), akkor a — b.
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Bar stabil eloszlas esetében a modszerek aszimptotikus adatmennyiségnél azonosan
viselkednek, véges adatmennyiségnél nincs gyakorlati tanacs a szignifikancia szintek keze-
lésére, sem a globalisan kiad6dé modell atfogod szignifikancia szintjére. Mint latni fogjuk,
ez egy NP-teljes feladat (lasd . tétel), azonban alacsony szamitasi igénye miatt és rej-
tett valtozokat is kezel6 kiterjesztései miatt ez a megkozelités lokalis oksagi részstrukturak
kikovetkeztetésére egy vonzo lehetGség.

10.3.2. Pontszamok oksagi struktirak tanulasara

A kényszer alapu megkozelitéssel szemben a pontszam alapi struktaratanulds egy
S(G,Dy) : {G x Dy} — R adat alapu fiiggvényen és ennek a maximalizélasan, tehat op-
timalizalasi eljarasokon alapul. A Valoészintiségi Bayes-halok tanulasa fejezetben leveze-
tett informacioelméleti struktirapontszam mellé egy bayesi poszterior alapt pontszamot
is szarmaztatunk. Egy Bayes-halo struktiira poszteriorja a struktira priornak és a modell
likelihoodnak a szorzata

p(G|Dy) o p(G) / (D16, G)p(6]G) d8 = p(C)p(Dy|G). (10.26)

A likelihood tényez6 zart alakban torténd szarmaztatasahoz a korabbi, prekvenciélis
targyalasban is hasznalt feltevéseket hasznaljuk: N teljes megfigyelés, i.i.d. multinomialis
mintavétel és hogy a Bayes-halé modell paraméter fliggetlenség feltevése mellett Dirich-
let paraméter priorokkal specifikalt [25, 102, 63]. Ezen feltevések mellett a megdrzott
paraméter fiiggetlenségi tulajdonsig miatt lehetségesek az alabbi lépések:

N n
p(z®, .. 2™MG) = HHp )|pa (10.27)
lnl le
= TII]»@"1pa?) (10.28)
i=1 =1
n N
L
=1

i=1 j=1
ahol pa Jeloll az X; szil6i konfigurdcidjanak értékét az [. mintadban. A marginalis
valoszintisége az adatnak egyetlen Dirichlet prior és multinomiélis mintavétel esetén a[10.4}
a és a [10.5] egyenletekben lett szarmaztatva. Ha r; jeloli az X; valtozod értékeinek
szamat, aj, a kezdeti Dirichlet hiperparamétereket, és n;;, az X; valtozo, pa;; sziiléi
konﬁguréeiéjénak és Ty értékének az el()'fordulési szamat, akkor egy adott X; valtozo j.

c s
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N ,rli .. ..
[Tty 0ot = M (O (e ) (1030)
Qijt - - - (ijr + 1)

=1
D(eijs) 1 Dl + i)

D(ovjy + nijy) I'(cijr)

Egyiittesen igy az adodik, hogy ha a prior teljesiti a strukturalis modularités feltételét

(azaz példaul sziilsi halmazonként definialt), akkor egy Bayes-halo strukttra poszteriorja
a kovetkezd szorzat forméajaban adodik

k=1

n

p(G|Dy) x Hp(Pa(Xi, G))S(X;, Pa(X;,G), Dy), ahol (10.31)

=1

qi T
T(aij) H Ik + niji)
SquPa 4<i7C 7D —|| ’ ]41 : '

Ezt Bayesian Dirichlet pontszamnak nevezik, és ha az o kezdeti hiperparaméterek ki-
elégitik azokat a feltételeket, amelyek egy megfigyelési ekvivalencia osztalyon beliili meg-
kiillonboztethetetlenséget kovetelnek meg, akkor BD, jeloli [63]. Ha a kezdeti « hiperpa-
raméterek konstans 1 értékiiek, akkor BDcy jeloli [25]. Ha a kezdeti hiperparaméterek a
lokélis multinomialis modell paraméterei 6sszamanak reciproka, akkor jele BDe, [15] [63].
A kapcsolodd pontszamfiiggény a kovetkezé BD(G; Dy) = log(p(G, Dy)). Beavatkozasos
adatoknal az Okséagi modellek fejezetben bevezetett ,,do” szemantika szerint annyit valtozik
ez a pontszam, hogy a beallitott valtozokhoz tartozé szorzatok nem jelennek meg [58].

A pontszamok fontos tulajdonsiga a megfigyelési ekvivalencia osztalyon beliili neutra-

litasuk, aszimptotikus helyességiik és alacsony mintaszam esetében mutatott elfogultsaguk
(bias-iik).

10.3.1. Definici6. Egy pontszamfiiggvény S(G; Dy) pontszdm ekvivalens, ha egy megfi-
gyelési ekvivalencia osztalyba tartozo struktirakhoz azonos értéket rendel barmely adat
esetén [63].

10.3.2. Tétel ([63]). A BD.(G; Dx) pontszamfigguény likelihood ekvivalens, azaz ha
G, Go megfigyelési ekvivalens, akkor p(Dy|G1) = p(Dy|G2). Tovdbbd, ha a struktira
prior akauzdlis (azaz egyenld barmely ilyen Gi,Gy-re), akkor a BD,. pontszamfiigguény
pontszdm ekvivalens [63].

Ennek megfelelGen a BD pontszam hasznalhaté mind okséagi, mind valoszintiségi Bayes-
halok tanulédsara. Az oksagi megkozelitésben, ha az adat megfigyelési, akkor az ekviva-
lencia osztalyon beliili(!) megkiilonboztetésre csak a priori hordoz okségi informaciot,
amelynek hatésa a mintaszam novekedésével aszimptotikusan eltiinik. A nem likelihood
ekvivalens BD pontszamok ekvivalencia osztélyon beliili kiilonbségtétele hasonldéan eltiinik
novekvé mintaszamnal.

A BIC pontszam ekvivalencidja a kozvetlen kovetkezménye annak, hogy az egy ekvi-
valencia osztalyba es6 DAG-ok szabad paramétereinek szama megegyezik [12, 22, 21].
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10.3.3. Tétel ([21]). A BIC(G; Dy) pontszdmfiiggvény pontszam ekvivalens.
Az aszimptotikus optimalitast a kovetkezs tétel mondja ki [12].

10.3.4. Tétel ([12]). Tételezziik fel, hogy a p(V) eloszlds szigorian pozitiv és stabil, amely-
nek Gy egy perfekt térképe. Legyen a p(G) Bayes-hdlo struktirdk feletti eloszlds szigorian
pozitiv. Ezek mellett, ha Dy egy i.i.d. adat p(V) szerint, akkor barmely G 'V feletti
struktiurdra, amely nem perfekt térképe p(V')-nek, adddik, hogy

]\lim BD.(Go; Dn) —BD.(G; Dy) = —oo illetve, hogy (10.32)

—00

A}im BIC.(Go; Dy) — BIC.(G; Dy) = —oc. (10.33)
—00

PAC tanulési eredményekért lasd [12], 50], illetve a paraméterek mintakomplexitésé-
ért [28].

Sajnos a pontszamok aszimptotikus helyessége ellenére véges mintdn a maximalis pont-
szamu strukturak tipikusan kiilénboznek [12]).

10.3.3. Az optimalizilas nehézsége strukturatanulasban

A bevezetett struktura pontszamok hatékonyan szamolhatoak, n valtozos és N teljes min-
ta esetében a feltevések mellett O(nN) id6ben. A DAG (vagy PDAG) térben torténd
optimalizalas nehézségét a kovetkezs két tétel jelzi (feltéve, hogy P # NP). Az els6 az
NP-nehéz voltat jelzi egy olyan Bayes-halo megkeresésének, amely a megfigyelt fiiggetlen-
ségeket hiien reprezentalja [12].

10.3.5. Tétel ([12]). Legyen V wvdltozchalmaz feletti eloszldas p(V). Tételezziink fel egy
ordkulumot, amely O(1) idében megadja, hogy eqy adott figgetlenségi dllitds teljesiil-e p.
Legyen 0 < k < |V| és s = in(n — 1) — 3k(k — 1). Ekkor annak eldontése, hogy létezik-
e olyan (akdr nem minimadalis) Bayes-hdld, ami p-t reprezentdlja és éleinek szima s-nél
kevesebb, az ordkulum eléréseit tekintve NP-teljes.

Egy maésik tétel egy a pontszam szerint optimélis Bayes-halo struktira megkeresésének
NP-nehéz voltat bizonyitja [22].

10.3.6. Tétel ([22]). Jelolje V a wvdltozéhalmazt, efeletti Dy a teljes adathalmazt és
S(G, Dy) a pontszamfiigguényt. Ekkor NP-teljes annak eldontése, hogy van-e olyan Gy

Bayes-hdlo struktira V. felett, hogy minden csomdpont Gy-ban legfeljebb 1 < k szildje van
és ¢ < S(Go, D), ahol c € R.

Specialis esetként adodik a k = 1 eset (azaz fak és polifak tanulasa), amelynek poli-
nom tanulasi ideji megoldasa van [89, 22] (alkalmazasaért lasd Valoszintiségi Bayes-halok
tanulésa fejezet). A probléma NP-nehéz volta marad az ekvivalencia osztalyok terében
is [221 72).

A feladat nehézsége miatt optimalizalasi modszerek sokasagat dolgoztak ki, egyszert
lokalis keresési eljarasoktol szimulalt lehtitési séméakat hasznalé modszerekig. Kiemelkedd
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fontossagu és az oksagi jegytanulas szempontjabol is nagyon fontos felismerés volt a val-
tozok sorrendjének explicit reprezentalasa, mivel egy adott sorrenddel vett feltétel mellett
polinom id6ben megtalédlhatd a sorrenddel topologiai sorrend szerint kompatibilis legna-
gyobb pontszamu struktira (maximalis sziilészamot korlatozva) [25].

Okségi jegyek bayesi tanulasat a Bioinformatika Oksagi adatelemzés és kovetkeztetés

jegyzetben targyaljuk.
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