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1 A Perceptron

1.1 A perceptron definicidja

A perceptron az egyik legegyszerlibb eldrecsatolt neuralis halozat (1), feltaldloja Frank Rosenblatt, amerikai
informatikus-kutatd. A miikodését tekintve gy irhato le, mint egy binaris fliggvény, aminek a hozzarendelési
szabalya:

ff—{l haw-x+b>0
o egyébként
ahol f:R" - 0,1 ,ésw,x € R",b € R
Tovabbiakban a w vektorra mint sulyvektorra, a b szamra pedig mint eléfesziiltség fogunk hivatkozni.

Lathatd, hogy a perceptron mint egy osztalyozo képes mitkodni: képes elddnteni, hogy x benne van-e egy
halmazban (f x = 1),vagysem(f x = 0).

A perceptron egy fontos tulajdonsaga, hogy ,.tanithaté”. A tanitashoz viszont sziikség van egy példahalmazra,
amely tartalmaz bizonyos bemeneti mintdkat ({X ,X,..,Xn}) €s az ezekre elvart kimenetet
(Y1,Y2, - Ym Vi€ 1,2..,m y; € {0,1}). Szemléletesen: a perceptronnak ,be kell mutatni” elemeket, és
megmondani, hogy benne van-e egy halmazban vagy sem. A tanitas soran iteralva kozelitjiik a helyes w vektort
és a b elofesziiltséget. Az iteralas (vagy masképpen, tanitasi algoritmus) viszonylag egyszer(, és az esetek egy
részében véges lépésben véget is ér. Sajnos, mint latni fogjuk, ez nem minden esetre all fenn, bar kezdetben nagy
lelkesedéssel fogadtak a tuddsok, mert remélték, hogy egy univerzalis mddszert kaptak barmilyen binaris
kimenetl fliggvény leirasara. Sajnos a reményiik koran szertefoszlott...

1.2 Tanitasi algoritmus

Ahogy az el6z6 részben jeleztikk, a perceptron viszonylag konnyen tanithatd. Pillanatra tekintsiink el a b
eléfesziiltségtol, igy mutatjuk be a tanitasi algoritmust. Legyen

In={x,x, .., xp}, Vi€ {1,2,..,m}x, € R"
a bemeneti mintak halmaza,
out = y,,¥2,-,Ym Vi€ 1,2..,m y; € 0,1

pedig az egyes bemenetekre elvart valasz. Azaz, azt szeretnénk, hogy Vi € 1,2...,m f x; =y; ahol f:R" -
0,1 a perceptron hozzarendelési szabalya.

A tanités soran iteraljuk a w € R™ sulyvektort, a lent leirt algoritmussal. Az i-edik iteraci6é soran meghatarozott
vektort w;-vel fogjuk jeldlni, és az igy iteralt fiiggvényt pedig f; (x)-vel.

1. Kezdetben legyen w, j = rand j € {1..n}, azaz egy random kis szam. Legyen i=0

2. Wiy =w;+a y —fi x; x; ahol a €]0,1] az Ggynevezett tanulasi rata, amit kvazi szabadon
megvalaszthatunk, és allando

3. Noveljik i-t eggyel, és ha i kisebb mint a megengedett maximum iteracié és a hiba nagyobb mint a
beallitott hibahatar, akkor ismételjiik az eljarast a 2. ponttol kezdve.

Konny 1atni, hogy a fenti algoritmusba a b el6fesziiltséget egy plusz tag hozza vételével kaphatjuk: vegyiink fel
minden bemeneti minta vektorhoz egy plusz dimenzidt, azaz X;[n + 1] = 1, és akkor az eredményben b =
w[n + 1] (azaz, a w vektor n+1-edik koordinataja) lesz az eldfesziiltség.

A fenti algoritmusra mint az egyik legegyszeribb tanuldsi algoritmusra gondolhatunk. Mint latni fogjuk,
bizonyos tipust (linearisan szeparalhato) példahalmazokra a fenti eljaras véges Iépés utan leall, és megtalalja a
kivant fiiggvényt. Ezen kiviil sok mas algoritmust dolgoztak ki ((2), (3), (4)) amelyek koziil Gallant (2) ,,zsebes”
algoritmusat emelném ki. Ez az algoritmus sokkal nagyobb adathalmazokra is hatékonyan mikodik, tovabba
kezeli a zajos (azaz hibakat is tartalmazd), és ellentmondasokat is tartalmazé adathalmazokat. Tovabbi elénye,
hogy nem csak a lineérisan szeparalhato adatokat képes kezelni. A perceptron konvergencia tétel mindazon altal
azt fogalmazza meg, hogy linedrisan szeparalhat6 adathalmazokon még a fent ismertetett egyszerti algoritmus
esetén is véges 1épés utan kapunk egy helyes w-t.



2 Perceptron konvergencia tétel

2.1 A tétel kimondasa

2.1.1 Definici6: linearis szeparalhatosag (5)

Legyen D € R™. Legyen D két diszjunkt részhalmaza X, és X; (azaz 3X,, X; € D, X, N X; = 9).
D linearisan szeparalhatd X, és X; halmazokra, hogyha:
Jw € R™, 3h € R:
VXEX, W-X=h ANVXx*€X,W-x*<h)
ahol ’-’ a skalaris szorzas R" felett. Masképpen fogalmazva:

Iw € R",3h € R:

VX € X, Wixxi>h A VX*€X, WwWi=*x"i <h

i=1 i=1
2.1.2 Tétel: perceptron konvergencia tétel:

Legyen

haw-x>0

— 1
fw X = {0 egyébként

ahol f,,;R™ - 0,1 ,ésw,x e R", b €ER

tovabba D € R™ linearisan szeparalhato példahalmaz, melyre az elvdrt kimenet Out = {y,,y,, ..., Vi }. Tegyiik
fel, hogy

weR™ViE 1,2,..m G ED f. X =y

Azaz, 1étezik olyan sulyozas, amivel a példahalmaz bemeneteire a fliggvény az elvart valaszt adja. Ekkor a
perceptron tanulasi algoritmusa véges 1épésen beliil talal egy olyan w € R™ vektort, amire f,,(x) az elvart
kimenetet adja. Azaz, véges Iépésen beliil konvergens

Megjegyzés: elhagytuk a b eléfesziiltséget; de a 1.2 pontban leirtak miatt minden tovabbiakban ismertetett allitas
igaz lesz az el6fesziiltséggel egyiitt targyalt f fliggvényre

Bizonyitas (eredetileg Rosenblatt (6) bizonyitasa, tovabbi forrasok (7), (8)):

Ha nem tortént hiba, akkor w;,; = w; (1.2 alfejezet, 2. pont a felsorolasban)
Legyen ji, jo, ---, jx €gy olyan indexsorozat, amelyre hiba tortént

’ . . — _ k —_— f—
Ekkor rekurzivan visszafejtve wj . = oy @ y;, — fj, X, X,
Megmutathato, hogy hibaesetén w; ¢ y; — f; X; x; = —a|w; " x;| <0
Mivel D lineérisan szeparalhat6, 3wy, € R:Vx € X SDwy-x =2 h >0
Az el6zbéek miatt wy - Wi =

A Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky egyenlétlenség miatt (9)

k — . _. _-_
i1 Y, —fi, Xj;, W xjizkh

N o gk~ w e

—y —
Wo © W1 = Wo W

Az 6-sben és a fentebb leirtak miatt:

2
Wo © W1 = W W

Azaz



8. Tovabba,
Wipn=wita y,—f; X X

Igy akkor:

2 _ _ _

Wi = Wita v —fi % X%, =
2 2 _ _ _
Wi, tiwpa yy _fJ'i X, Xt a yii_fji Xj

REF _Ref279440492 \r \h 4.pontban leirtak miatt

2 2 2 2
— — - — - — — — — 2
Wi, F2wpa v =i X Xt a v —fi % X < owy ey x5 X, SKkB
ahol
—_ _ 2
2 N . . . .
BeE2max ay;—fixX; X ,i€ ji,jo i dk
9. gy akkor
kh 2 2 )
— 5 < W]z+1 < kﬁ
Wo
2 = 2
w
o<k< W
h2

Azaz, korlatos jy indexsorozatra befejezdik az algoritmus m

Megjegyzés: a bizonyitasban w;, ;1 helyett irhattunk volna wy;,,  -et is, azaz, a kovetkezd olyan elem, amire a hiba
nem nulla, nem valtoztatott volna a bizonyitas menetén.

2.1.3 Tovabbi bizonyitasok
Tovabbi bizonyitasok talalhatok Novikoff (10),Minksy és Papert (11) és kés6bb (12), sth. cikkeiben.

3 Nem konvergens esetek

Bar a perceptron konvergencia tétel tévesen azt sugallhatja, hogy innent6l barmilyen fiiggvényt képesek lesziink
megtanitani ennek a mesterséges neuronnak, van egy oOridsi bokkend: a perceptron tétel bizonyitasanal
felhasznaltuk, hogy a.) létezik jo stlyozas b.) linearisan szeparalhaté adathalmazt eredményez a megtanitando
fiiggvény. Ez bizony igen erds feltételezés, de sokdig nem deriilt ki a kutatok eldtt, hogy tényleg komoly
akadalyokat gordit a perceptronnal kapcsolatos kutatasok elé. Minksy és Papert ramutatott, hogy bizony léteznek
olyan fliggvények, amit a ,klasszikus” perceptronnak nem lehet megtanitani, pl.: bizonyitottan nem lehet a
XOR-t megvalositani (11) perceptronnal. Maga a konyv (11) egyébként az egyik legteljesebb és legismertebb
konyv a témaban, mégis sokan tamadtak a szerzdket azért, mert nem a miivitkben nem utaltak arra, hogy ilyen
probléma bizony csak az egyrétegili neuralis halozatokban fordul el6 (13). Ez tobbek szerint helytelen tamadas,
ugyanis a konyv irdsakor mar ismeretes volt a tobbrétegii halozatok elényei. Ennek ellenére késobb a konyvet
bovitett (javitott) formaban ismét kiadtak (12).

Bar eddig csak a teljes konvergenciat targyaltuk, bizonyos esetekben viszont elegendd, hogy egy fliggvényt csak
jol tudunk becsiilni. Bar ahogy lattuk, perceptronnal nem lehet minden f:R™ — {0,1} fiiggvényt leirni, az
bizonyitott, hogy approximalni barmilyen f:R — —1,1 folytonos fiiggvényt lehet (14) még egyrétegii
halozattal is (természetesen itt mar nem a ,,klasszikus” perceptront hasznaljak a szerzok).



3.1 Tobbrétegii halézatok és az Univerzalis Approximacios tétel

A perceptronnal bar sok probléma van, mégis talan az egyik
legjelentdsebb felfedezés a neuralis halozatok fejlodésében.
Jelentésége hasonlithaté a Newtoni modellhez: bar tudjuk, hogy
az esetek dontd tobbségében nem hasznalhatd, mégis az
egyszeriiségében rejl6 zsenialis konstrukcioja miatt a mai napig
hasznaljak. Ennek ellenére a kdvetkezéekben rovid kitekintést
tesziink a perceptronoktol a tobbrétegii halozatok iranyaba.

3.1.1 Tobbrétegii halézatok
output

layer

Talan az egyik legjelentdsebb konstrukcio a 3 rétegii neuralis
halozatok: az els6 réteg a bemeneti réteg, az utolsd réteg a
kimeneti réteg, és ¢ kettot koti 6ssze a belso, ,,rejtett” réteg. Az
egyes neuronokat szinapszisok kotik ossze. Az igy kialakitott
konstrukci6é a mai napig kutatott téma, rengeteg nyitott kérdés synapses
létezik még.

3.1.2 Univerzalis Approximacids Tétel

A perceptron konvergencia tételhez hasonld jelentségli a tobbrétegii halozatok témakorében az univerzalis
approximacios tétel (15), amely kimondja, hogy R™ tetszéleges kompakt részhalmazaban univerzalis
approximaloként képes miikddni egy tobbrétegii perceptron (16) halozat. Tovabbi kapcsolddd eredmény, hogy
ez esetben mar nem az aktivald fiiggvény miatt lesz univerzalis approximator, hanem a halézat felépitésébdl
adédoan (17). Ez igencsak meglepd lehet a Perceptron konvergencia tétel utan, ugyanis ott elég erdteljesen a
perceptron fliggvényének tulajdonsagaira alapoztuk a bizonyitast.

Formalisan a tétel a kdvetkezot mondja:

Cybenko(-Hornik) tétel: legyen egy tetszdleges @:R - A € R egy nem konstans, korlatos, monoton névo,
folytonos fiiggvény. Vegylik K < R™ kompakt halmazt. Adott egy f: K — R folytonos fiiggvény és € > 0, akkor

m

EImEN,EIai,biER,EIWiER":Ff = aL(P(WLE'Fbl),FK—)R

ugy, hogy F approximalja f —t, azaz

Ennek bizonyitésat itt mell6zziik.

4 Torténet

Santiago Ramoén y Cajal 1906-0s Nobel dijas felfedezése 6ta (a neuron felfedezése) az ember igyekezett egyrészt
megérteni agyunk miikodését, masrészt valahogyan modellezni annak mikodését. Az egyik nagyon egyszerd
ilyen modell volt az els6 mesterséges neuron, a perceptron (18). A percepeptront egyébként nagyon sokszor a
retina mitkodéséhez sziikséges neuronokhoz hasonlitjak (19). Néhany egyszeriibb élfelismerés feladat példaul
egészen jol megoldhato ezzel.

Rosenblatt felfedezése nem egyedi: nagyon sokan tanulmanyoztak és irtak le a neuronok mitkodését, és adtak
valamilyen kozelité modellt. Példaul, a perceptronhoz nagyon hasonld leirast adtak Pitts és McCulloch (20).
Késobb, egyre bonyolultabb és egyre Osszetettebb leirdsokat adtak, igy egyre Osszetettebb feladatok ellatasara
lett alkalmas (pl.: a dolgozatban targyalt tobbrétegli neuralis halézat vagy univerzalis approximacios tétel).
Mégis a perceptronok egyszeriiségiik ellenére nem elhanyagolhato jelent6ségliek, st oOriasi hatassal voltak a
kés6bbi fejlodésre, és sok kifinomultabb mesterséges neuron tervezésénél a perceptronnal kapcsolatos
tapasztalatokra alapoztak. A legfontosabb miivek a témaban egyrészt a feltalalo Rosenblatt (6), illetve Minksy
és Papert (11) kényve. Ez utobbival kapcsolatban sokan tamadtak a szerzéket (1asd 3. bekezdés), leginkabb hogy
nem ismertették azt, hogy bar perceptronnal nem, de tobbszintii hal6zatokkal megvaldsithaté a XOR fiiggvény.
Késobb egyébként kiadtak egy bdvitett valtozatot, ami mar tartalmazza az ezekkel kapcsolatos tapasztalatokat
(12).
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