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Estimation errors

),0A|1(Dˆ NDp ==

)0A|1(D ==p

),2A|1(Dˆ NDp ==

)2A|1(D ==p

Estimated difference

Real difference

Relative frequencies:

Law of large numbers:

Estimation error because of finite data DN: 

Central limit th. (asymptotic), Inequalities for finite(!) data (� accuracy,� confidence)
sample complexity: N

�,�

)0A|1(D-),0A|1(Dˆ ==== pDp N

00,1 /0)A|1(D ===≈== AAD NNp

δε δεδε
<=−=< ) |A)|1(D),A|1(Dˆ|:( ,,

pDpDp NN

00,1 /),0(Aˆ)/,0A1,(Dˆ),0A|1(Dˆ ========== AADNNN NNDpDpDp



Miért m�ködik a tanulás: számítási tanulási elmélet

Tanulás: a tapasztalatok eredményeképp 
javítjuk viselkedésünket. 

De hogyan tudhatja valaki, hogy a tanulási algoritmusa 
olyan elméletet eredményezett, amely helyesen fogja 
megjósolni a jöv�t?megjósolni a jöv�t?

Az induktív tanulás fogalmaival: 

honnan tudjuk, hogy a h hipotézis jól közelíti az 
f célfüggvényt, ha nem ismerjük f-et?



számítási tanulás elmélet

Az alapelv – bármely, súlyos hibákkal terhelt hipotézis már 
kis számú példa vizsgálata után is szinte bizonyosan 
„megbukik", mivel nagy valószín�séggel legalább egy 
helytelen eredményt fog jósolni. 

Így valószín�tlen, hogy súlyosan hibás legyen bármely 
olyan hipotézis, amely egy kielégít�en nagy tanuló olyan hipotézis, amely egy kielégít�en nagy tanuló 
példahalmazzal konzisztens, 

Valószín�leg Közelít�leg Helyes
(Probably Approximatley Correct).
VKH-tanulás (PAC-learning)

De hány példára van szükség a biztonsághoz?



Hány példára van szükség?

X az összes lehetséges példák halmaza.

D a példák eloszlása.

H az összes 
lehetséges 
hipotézisek hipotézisek 
halmaza.

m a tanuló 
halmaz példáinak 
száma.



Tegyük fel, hogy a keresett, valódi f függvény eleme H-nak. 

h hipotézis f függvényhez képesti hibája a D eloszlású 
példahalmazon:

eleme) zpéldáhalma eloszlású a  )()(()hiba( DxxfxhPh ≠=

h hipotézist közelít�leg helyes, ha                        , 
ahol ε egy kis érték� konstans. 

m példa vizsgálata után nagy valószín�séggel az összes 
konzisztens hipotézis közelít�leg helyes lesz.

ε≤)hiba(h



A közelít�leg helyes hipotézis - „közel" van a hipotézis 
térben a valós függvényhez. 

hipotézis H halmazát két 
részre bontjuk: 

az f körül felvett ε-gömb, és 
a maradék, Hrossz.

Valószín�ség:
egy „alapvet�en rossz" 
hr hipotézis az els� m
példával konzisztens legyen. 

Tudjuk, hogy                              , így annak valószín�sége, 

hogy bármelyik adott példára jó eredményt ad                      . 

ε>)hiba( rh
)1( ε−≤



Az m példára vonatkozó korlát:

Ahhoz, hogy a Hrossz térrészben legyen konzisztens 
hipotézis, legalább egy a Hrossz hipotézisei közül 
konzisztens kell legyen. 

m
r mhP )1(példára)  aderedményt  jó ( ε−≤

Ennek el�fordulási valószín�sége:

mmP )1()1()hipotézist skonziszten  tartalmaz( εε −≤−≤ HHH rosszrossz



Legyen ez a valószín�ség valamilyen kis érték� δ konstans:

Ezt akkor érhetjük el, ha az algoritmusnak

példát mutatunk.

δε ≤− m)1(H

)ln
1

(ln
1 H+≥

δε
m

példát mutatunk.

Ha egy tanuló algoritmus olyan hipotézist ad, amely ennyi 
példa esetén konzisztens, akkor ennek a hipotézisnek 
legalább           valószín�séggel a hibája legfeljebb  ε.

Más szavakkal valószín�leg közelít�leg helyes. 
E megkívánt példaszám, amely ε és δ függvénye, 

a hipotézis tér minta komplexitása.

δ−1



Egy függvény megtanulható példákból adott ε és δ
szinten, ha a szükséges példaszám probléma
paramétereinek (ε, δ, H ) polinomiális függvénye, 

azaz, ha (általában) a hipotézis tér minta komplexitása
exponenciálisnál kisebb.



Kulcskérdés a hipotézis tér mérete. 

Ha H az n attribútum esetén felvehet� Boole függvények 
halmaza, akkor              . 

Így a hipotézis tér minta komplexitása          szerint n�. 

n22=H

n2

Legyen ε = δ = 10
-4

, és n = 2, m ≥ 5000
n = 10 m ≥ 3 x 10

6

Sok példa: bels� akadályok = er�források
küls� akadályok = környezet dinamizmusa



Az el�ttünk álló dilemma a következ�: 

ha nem korlátozzuk a tanuló algoritmus által 
hipotézisként figyelembe vehet� függvények terét, 

n22=H

akkor az algoritmus nem lesz képes tanulni, 

ha viszont korlátozzuk, akkor lehet, hogy éppen a 
valódi, keresett függvényt zárjuk ki. 



Két út van, hogy „kimeneküljünk" ebb�l a csapdából. 

1. ha ragaszkodunk ahhoz, hogy az algoritmus ne csupán 
valamilyen konzisztens hipotézist adjon meg, 
hanem lehet�leg a legegyszer�bbet, 
de legtöbb esetben a legegyszer�bb hipotézis 
megtalálásának problémája kezelhetetlen. megtalálásának problémája kezelhetetlen. 

2. legtöbb esetben nincs szükségünk a Boole 
függvények teljes kifejez� erejére, ennél kötöttebb
nyelvekkel is megoldhatók feladataink.

(heurisztikus hozzáállás)



Döntési listák tanulása

A döntési lista egy kötött forma logikai kifejezése. 

Tesztek sorozata: tesztek mindegyike literálok konjunkciója. 

Ha egy tesztet sikeresen végrehajtunk egy példa leírásán, 
akkor a döntési lista specifikálja az eredmény értékét. akkor a döntési lista specifikálja az eredmény értékét. 

Ha a teszt sikertelen, akkor a feldolgozás a lista következ�
tesztjével folytatódik. 

A döntési lista a döntési fára emlékeztet, 
de globális struktúrája egyszer�bb, 
míg az egyes tesztek bonyolultabbak. 



Példa beléptetése

teszt konjunkció

a következ� tesztre

sikeres teszt, kilépés



Döntési listák tanulása

Ha tetsz�leges méret� teszteket megengedünk, akkor 
a döntési lista bármely Boole függvény reprezentálására 
képes. 

(és ott vagyunk, ahol voltunk)

Ha az egyes teszteket legfeljebb k literálban korlátozzuk, 
akkor a tanuló algoritmus kisszámú példa alapján is akkor a tanuló algoritmus kisszámú példa alapján is 
képes lesz sikeresen általánosítani. 

Az ilyen nyelvet k-DL nyelvnek nevezzük. 

Ábra:
2-DL példa



Döntési listák tanulása

k-DL ⊃⊃⊃⊃ k-DT nyelvek halmaza
(az összes, legfeljebb k mélység� döntési 
fával leírható nyelvek halmaza)

egy partikuláris k-DL nyelv függ attól is, hogy milyen 
attribútumokkal írtuk le a példákatattribútumokkal írtuk le a példákat

az n Boole attribútumot használó nyelv: k-DL(n)

Megtanulható?



Döntési listák tanulása

a nyelvbe tartozó hipotézisek száma:

a tesztek nyelve – n attribútumon felvett legfeljebb 
k literális konjunkciója – Conj(n,k). 

minden egyes teszt Igen vagy Nem értékkel lehet 
jelen, vagy pedig hiányozhat a döntési listáról, így 
legfeljebb  

eltér� komponens teszt halmaz van. 

),(3 knConj



Döntési listák tanulása

Ezen teszt halmazok bármelyike tetsz�leges sorrendben 
tartalmazhatja a teszteket, tehát:

!),(3)(DL ),( knConjnk knConj≤−

Az n attribútumból képzett k literál lehetséges 
konjunkcióinak száma:

�
=

=��
�

�
��
�

�=
k

i

knO
i

n
knConj

0

)(
2

),(



Döntési listák tanulása

Így némi átalakítás után:

))(log( 22)(DL
kk nnOnk =−

egy k-Dl nyelv VKH-tanulásához szükséges példák 
száma n polinomja:

)))(log(
1

(ln
1

2
kk nnOm +≥

δε
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[Expected 
error]

without 
prior

Learning characteristics of various methods
•Very complex model

•Complex model with non-informative prior

•Simple model with non-informative prior

•Simple model with informative prior

•Complex model with informative prior

[Sample size]medium largesmall

with prior

Bayesian
error limit

prior 
stucture 
limit
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Modeling error Modeling error 
Statistical error Statistical error 
(Model selection error)(Model selection error)
Total errorTotal error

Model complexity
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