Gibbs mintavételezés Bayes hal6zatokban

1.1.  Altalanos Bayes halék

A tobbviltozos valdszinliségi modellek alkalmazédsdndl a fliggetlenségeknek van kozponti
szerepe, amelyek a modell dekompondldsit teszik lehetdvé. Tegyiikk fel, hogy
megkonstrudltunk egy P(Xi,..X,) valoszinliségi modellt és vdlasszunk egy Onkényes
sorrendezést a valdszinliségi valtozok szdmadra és tekintsiik a kovetkezd, minden esetben
lehetséges dekompozicidt (lanc szabdly):

P(Xy,..,Xn) = P(Xil Xs.., Xn)P(Xal X5..,X0)...P(Xp)=ITiz1 n P(Xil Xit1..,X0)

Valés modelleknél a feltételes fiiggetlenségek daltaldban gyakoriak, igy a P(Xil Xii1..,Xn)
feltételes valdszinliségek P(XilXj,,..,X;,)-re cserélhetdk, ahol {X,,...X; }Pa(Xi)=der{
Xi+1.-.Xn }. Mivel a Pa(Xj),i=1..n ,,sziil6i” halmazok mérete gyakran egy adott korlat alatt
marad, ez a dekomponélas a gyakorlatban igen hasznosnak bizonyulhat. Példaul, ha egy adott
sorrendezésnél #( Pa(X;)) <k,i=1..n, azaz a valtozok csak maximum Kk szdmu masiktol
fliggnek, akkor az eloszlas reprezentdldsa, a tabldk mérete, nagysagrendekkel kisebb lehet.
Bindris véltozok esetén ez 2", illetve n*2* nagysagrendii model méretet jelent, ez n=20 és k=5
esetén 1 Gigabyte nagysdgrendet, illetve 1 Kilobyte nagysagrendet jelent. Ez a feltételes
fliggetlenségeken alapulé dekompozicié hatékonyabb szamitast, példaul marginalizaciot is
lehetdvé tesz.

A feltételes fiiggetlenségek hatékony felhaszndldsa azonban csak akkor lehetséges, ha
hatékonyan reprezentdljuk és kezeljilkk Oket, hiszen hidba adottak implicite a definiélt
eloszlassal, a definicion alapul6 ellenérzés nem praktikus. Explicit reprezentacidjuk és
modellezésiik sziikséges. Vezessiik be ezért a kovetkezo jelolést:

2.2 Definici6. Feltételes fiiggetlenség. 1(V,Z,W) jelolje azt, hogy Z-t ismerve V és W
fiiggetlen, ahol V,Y,Wc X.

2.3 Definicié. Fiiggéségi modellnek nevezziik ilyen allitdsok egyiittesét: M = {I;,....I.}."

A bevezetett jeloléssel a feltételes fiiggetlenségeket, mint logikai 4llitdsokat kezelhetjiik.
Ennek bevezetése és hasznossaganak felismerése — a dekompoziciéban és vizualizaciéban
jatszott kozponti szerepének a felismerése - a valdszinliségszamitds szempontjabdl, dontd
fontossagu 1€pés volt, ami lehetdvé tette a bizonytalansidg hatékony kezelését, valdszinliségi
alapu szakért6i és dontéstamogatd rendszerek széles korli alkalmazhatésagat. A célul kittiziitt
valészintiségi modell hatékony megkonstrudlasdhoz ezért egy M fiiggéségi modellt
konstrudlnunk meg, ami majd remélhetéleg olyan dekompondlast definiél, ami lehetvé teszi
a modell hatékony felparaméterezését, kvantifikdciot. A feltételes fiiggetlenségek logikai
modelljének tovabbi elénye hogy logikailag is lehet rajta érvelni, azaz definidlhat6 egy
érvényes ¢és hatékony kovetkeztetési modszer. Egy mdsik elény, hogy a feltételes
fliggetlenségek 6ndll6 kezelését az emberi szakértéhoz vald igazodds is indokolja. Egyrészt az
emberi szakértd ezt a kvalitativ struktirat akkor is ismeri €s haszndlja, hogyha a kvantitativ
fliggésekre nicsenek becslései. Ez dltaldban azt is jelenti, hogy egy szakértd éltal adott
kvalitativ struktira megbizhatobb, mint az 4ltala adott valdsziniiségek.

" Erdekes, hogy ,.fiiggetlenség” nemcsak a valdsziniiségszamitas szerinti értelmezéssel, hanem példaul
adatbazisok esetén is megfogalmazhatd: I(V,Z,W): Z-t ismerve V nem jelent korldtozast W értékeire.



Az M fiiggdségi modellre természetesen kényszereket jelent, ha egy adott dontési helyzethez
tartozd P valdszintiségi eloszlds modellezésére hoztdk 1étre. Azaz az I éllitdsok rendszere nem
tetszbleges, példaul

I(V,Z,W)e M= 1(W,Z,V)e M.
Az, hogy M egy eloszlasra vonatkozik, olyan szigord megszoritdsokat jelent, hogy M igen sok
esetben "vizudlisan", grafokkal is reprezentalhato.

A kovetkezdkben bemutatjuk, hogy a grafok a fiiggetlenségek reprezentildsa mellett , hogyan
hasznélhatok fel a valdsziniiségi eloszlds kvantitativ leirdsdhoz mind a nem bayesi és bayesi
paradigmdban (egyetlen 0 felparaméterezés, illetve a Q(@)a priori eloszlas definidldsdhoz). A
valdszinliségi eloszldsoknak, fiiggési modelleknek, az eloszlasok dekompondlhatésaganak,
illetve a fiiggési modellek grafokkal torténd reprezentdldsanak kolcsonds Osszefiiggését a 4.

Abra mutatja.

Iranyitott kormentes graf (DAG)
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1.1.1. Markov halék

Adott fiiggéségi modell M={I,,...,I.} reprezentdldsira egy G=(P,E) irdnyitatlan grafot
hasznédlunk, ahol P a (csomd)pontok halmaza és E P-be tartozd pontparok, élek halmaza.
Foglaljuk 6ssze a definicidkat.

2.3 Definici6. Jeldlje <VIZIW>g, ha minden V és W kozétti dton 1étezik egy csomdpont ami
eleme Z-nek. Ezzel a feltételes fiiggetlenséget probdljuk majd reprezentdlni €s megfelel annak
az intuiciénak, hogy példdul a tiinetek fiiggetlenné vilnak, ha kozds okuk egy betegség
ismert.

2.4 Definici6. G-t M-hez tartozo fiiggetlenségi-diagrammnak (I-diagrammnak) nevezziik, ha
<VIZIW>c=I1(V,Z,W). Ekkor a grafban megdllapithato fiiggetlenség biztosan fendll, de nem
biztos, hogy reprezentdlva van. Ez azt jelenti, hogy nem minden fiiggetlenség van
reprezentdlva. Egy teljes graf természetesen I-diagramm, mivel nem mond ki fiiggetlenséget.
2.4 Definicid. G-t M-hez tartozé perfekt-diagrammnak nevezziik, ha tokéletesen reprezentilja
tuddsunkat a fiiggetlenségekrdl, azaz <VIZIW>s=I(V,Z,W). Eloszlasokra vonatkozé M-
eknél ilyen nem mindig lehetséges. Gondoljunk arra, hogy egy P eloszlasndl lehetséges, hogy
I(V,Z,W) és —I(V,Z',Y)}, ahol ZcZ’, azaz tovabbi informacidk addig feltételesen fiiggetlen
véltozokat fiiggdvé tesznek. Példdul, ha két érmével fiiggetleniill dobunk és XOR-olt
eredményiiket tekintjiik egy harmadik valdszinliségi valtézonak. Ekkor ha az eredményrdl
nem tudunk semmit, a két véltoz6 feltételesen fiiggetlen. Ha azonban a harmadik véltoz6
ismert, akkor egy dobds fiiggvénye a méasik dobdsnak. Azonban formalizdlhatd, hogy milyen
megkdtéseknek eleget tevd M-hez 1étezik tokéletes reprezentacio.



2.5 Definici6. G-t M-hez tartozé6 Markov-hdlonak nevezziik, ha I-diagramm és béarmely
élének torlésére mar nem lenne az.

2.6 Definici6. G egy peP csomdpontjdhoz tartozdé B(p) Markov-hatdrnak nevezziik azt a
minimdlis elemszdimi BcX, v¢B részhalmazt, ha I1(p,B,V-B-p), azaz ha B mintegy
»elvalasztja” p-t a hdldzat tobbi részétol.

Ezekutan egy tétel formdjdban is kimondhaté hogyan konstrualjuk meg egy szigoréan pozitiv
P eloszlas Markov-halojat[Pearl]:

2.1 Propozici6. Ha G(P,E) esetén {p;, pj}€ E<pje B(pi), ahol B(p) egy szigordan pozitiv P
eloszlas altal definialt, akkor G a P eloszlas altal definidlt M fiiggési modellhez tartozé
Markov-halo.

Egy adott P eloszlashoz tartozd grafreprezenticihoz a kovetkezd tétel alapjan lehet
hozzarendelni az eloszlas kvantitativ jellemzdit, a valdsziniiségeket (a bayesi kiterjesztést a
kovetkez0, jobban elterjedt graf reprezenticié kapcsan ismertetjitk majd).

2.2 Propozicié. P valésziniiségi eloszlas dekompondlhato G graf alapjan, ha G I-diagrammja
P-nek és G "haromszogesitett", azaz minden négynél hosszabb kore tartalmaz egy nem
szomszédos csomdpontot 6sszekotd élt. Ebben az esetben P eloszlés eldall G graf klikkjeihez
tartozd eloszlasok szorzataként osztva a klikkek metszeteihez tartozé eloszlasokkal (Klikknek
nevezziik egy graf csomdpontjainak egy részhalmazat, ami teljesen 6sszekotott és maximalis).

Az, hogy a graf részenként reprezentdlja a teljes P eloszldst két szempont miatt Iényeges:
e aszakért6tdl és adatokbdl a részeit elég megbecsiilni,

e hatékony szdmitdst tesz lehetdvé, hiszen P-vel kapcsolatos szdmitdsok is
dekompondlédnak a klikkekre, igy a szamitds, példaul marginalizici6, csak a
klikkméretekben lehet exponenciilis.

1.1.2. Bayes halok: reprezentacio

A val6szinliségi megkdzelitésben bizonytalan tuddsunkat sztochasztikus véltozok egyiittes
eloszlasdval reprezentdljuk. A szisztematikus struktiridval nem rendelkezd targyteriiletek
esetén (szemben pl. a kép- és hangfeldolgozdssal) az ilyen eloszldsok modellezésére hasznalt
elsddleges eszkozt ma a Bayes-hdlok jelentik. Ezekben egy irdnyitott kormentes grafban
(DAG - directed acylic graph) reprezentdljak a véltozokat és a koztiik 1évo Osszefiiggéseket:
minden csomdpont egy-egy valtozét jelol, és minden csoméponthoz tartozik egy lokalis
feltételes valoszinliségi modell, amely leirja a véltozo fiiggését a sziileitdl (a pontos definiciot
a kovetkezd fejezet tartalmazza).

Mint reprezenticiés eszkoz, egy Bayes-hdlo haromféle értelmezést kaphat, ezek a felsorolas
sorrendjében egyre er6sebb modellezési, értelmezési lehetdséggel birnak:

e Tekinthetd egyszeriien az egyiittes eloszlds egy hatékony &brdzoldsanak, hisz a
csomoépontonkénti  feltételes valdszintiségi modellekre valé faktorizéldssal a
felhaszndlt paraméterek szdma jelentdsen csokken.

e Egy adott struktira meghatdrozza, hogy az 4brazolt eloszldsban milyen feltételes
fliggések és fiiggetlenségek lehetnek, azaz az élek tekintheték a kozvetlen
valészinliségi Osszefiiggések reprezenticidjanak, mig a teljes graf a reprezentalt
eloszlas fiiggési térképének.

e Az el6zonél is er6sebb a kauzilis értelmezés, amelyben minden élt az érintett két
csomépont kozotti ok-okozati Osszefiiggésként értelmezziik.



A valosziniiségi definicié: szintaxis és szemantika

Egy Bayes-hdl6 struktirdja és a reprezentélni kivant eloszlds kozti kapcsolatot az alabbi négy
feltételre alapozhatjuk, melyekrdl beldthaté (Cowel1999), hogy ekvivalensek.
e A P(Xy,.X,) eloszlas faktorizdlhato a G DAG szerint, ha:
P(x,..x,)=]]P(x, ! Pa(x,))
ahol Pa(Xj) az X; csomépont sziiléi halmaza.
e A P(X, ..X,) eloszlasra teljesiil a sorrendi Markov-feltétel G szerint, ha
Vi=ln:I(X | Pa(X . ) X, 1 <iN\Pa(X ) p s
ahol az I(XIYIZ) relaci6 az X feltételes fiiggetlenségét jelenti a Z-t61 Y feltétellel, =
pedig a struktira egy topologikus rendezése
e A P(X,..X,) eloszlasra teljesiil a lokdlis (sziiloi) Markov-feltétel G szerint, ha barmely
véltozo6 fliggetlen nem-leszarmazottaitdl, feltéve sziileit.
o A P(Xy,..Xy) eloszlasra teljesiil a globdlis Markov-feltétel G szerint, ha
Vx,y,zc{X,;}: I(xlzly)s = I(x1zly)p,
vagyis, ha z d—szeparélja2 x-et y-tdl a G grafban, akkor x fiiggetlen y-tdl, feltéve z-t.
Egy elfogadott definici6 a Markov-feltételek altal adott fiiggdségi rendszer tulajdonsédgaira
épit (Pearl1988):
A ’G’ irdnyitott kormentes grdf a "P(U)’ eloszlds Bayes-hdl6ja (U az dsszes vdltozo halmaza),
akkor és csak akkor, ha minden ue U vdltozot a grdf egy csomopontja reprezentdl, a grdfra
teljesiil valamelyik (és igy az Osszes) Markov-feltétel, és a grdf minimdlis (azaz bdrmely él
elhagydsdval a Markov-feltétel mdr nem teljesiilne).
Mig ez a definici6 egyértelmlien a valdszintiségi fliggetlenségek rendszerének
reprezenticidjaként tekint a Bayes-hdlora, addig a mérnoki gyakorlatban kozkedvelt az
alabbi, praktikus meghatarozas:

//////

z() (i) z(J)

grdf, amelyben a csomopontok jelképezik U elemeit, 0 pedig csomopontokhoz tartozo
'P(X|Pa(X))’ feltételes eloszldsokat leiré numerikus paraméterek dsszessége.

Fontos megjegyezni, hogy a definidlt modellosztilyban a lehetséges struktirdk szdma a
csomépontok szdmdban szuperexponencidlis, ez pedig pl. a késobb tirgyaland6 tanulds
komplexitasat is befolyésolja.

Bar egy Bayes-halé egyarant tartalmazhat diszkrét és folytonos valtozokat is, mi a
tovabbiakban kizarélag diszkrét, véges véltozokkal foglalkozunk, feltéve tovabba, hogy
minden lokdlis feltételes valdszintiségi modell a multinomidlis eloszldsokhoz tartozik, igy a
paraméterek un. feltételes valdszintiségi tablak (FVT-k) elemei .

Egy adott Bayes-hdl6 struktdrdja meghatarozza, hogy az milyen fiiggéseket irhat le (pl. kiilon
komponensekben 1év6 véltozok kozt nem lehet fiiggés), azonban kiilonbozo struktirdakhoz is
tartozhat azonos implikalt fiiggési rendszer. Ha két struktirabol ugyanazok a feltételes
fliggetlenségek olvashatok ki, a két grafot megfigyelés-ekvivalensnek mondjuk. Belathat6
(Pearl1988), hogy két graf akkor és csak akkor megfigyelés-ekvivalens, ha irdnyitds nélkiili
vazuk, illetve v-struktirdik (az A>B<C tipusu részgrafok, ugy, hogy A és C kozt nincs €l)
megegyeznek.

A megfigyelési ekvivalencia segitségével a struktirdkat diszjunkt osztilyokba sorolhatjuk.
Minden ilyen ekvivalencia osztalyt egy un. esszencidlis PDAG’ gréffal reprezentdlhatunk. Az
esszencidlis graf vdza megegyezik az osztilyba tartoz6 grafokéval, és csak azok az élei

2°7 d-szepardlja *x’-et és "y’-t a G’ grafban (x.y.z 2 V(G) ), haminden ’x’ és 'y’ kozott mend irdnyitatlan "p’
utat blokkol, azaz, ha (1) ’p’ tartalmazza ’z’ egy elemét nem Osszefutd élekkel, vagy (2) 'p’ tartalmaz egy
"n’csomodpontot Osszefutd élekkel, hogy ’z’ nem tartalmazza sem ’n’-t, sem valamelyik leszarmazottjat.

’ Egy PDAG (partially directed acyclic graph) graf vegyesen tartalmaz iranyitott és iranyitatlan éleket.



irdnyitottak, amelyek irdnya mindegyik grifban megegyezik (ezek az un. kényszeritett —
compelled— élek).

Kauzalis definicio

Az el6z0, tisztdn valdszinliségi definiciok bevezetése utdn formélisan kdnnyen attérhetiink a
Bayes-hdlok kauzdlis értelmezésére: egy (G, 0) pdros kauzdlis Bayes-hdléja a P(U)
eloszldsnak, ha egyrészt a tdrgyteriilet valdsziniiségi modellje az el6z0 értelmezések szerint,
tovdbbd minden él kozvetlen ok-okozati viszonyt jelképez.

Hasonléan, itt is 1étezik egy Markov-feltétel: egy P(U) eloszlds és egy kauzdlis reldciokat
leiro G grdf teljesiti a kauzalis Markov-feltételt, ha G és P(U) teljesiti a lokdlis Markov-
feltételt.

A Markov-feltétel teljesiilése biztositja, hogy minden (kazualis) fiiggés kiolvashatd a grafbdl,
a masik irdnyhoz, ahhoz tehat, hogy minden a grafbol kiolvasott fiiggés teljesiiljon az
eloszlasban, annak stabilnak kell lennie. Egy P(U) eloszlds stabil, ha létezik olyan G grdf,
hogy P(U)-ban pontosan a G-bdl d-szepardcioval kiolvashato fiiggések és fiiggetlenségek
teljesiilnek benne (pl. megfeleld paraméterezés mellett el6fordulhat, hogy egy A>B->C
struktiraban A és C fiiggetlenek).

A fenti kauzdlis definicié a modell és a targyteriilet Gsszefiiggéseinek értelmezését illetden
igen erds, a megfigyelési adatok statisztika elemzésének kereteit meghaladd eszkozt
szolgaltat. Alkalmazdsakor figyelembe kell venniink, milyen nem kauzdlis kapcsolatok
okozhatnak val6sziniiségi Osszefiiggést két valtozé kozott, azaz milyen korldtai vannak a
kauzalis értelmezésnek. Ilyenek lehetnek pl.:

e Zavar$ valtozok: a két valtozé kozti fiiggést okozhatja egy k6zos 6s (az un. zavard
valtozo) is.

o Kivdlasztési bias: a véltozok kozti fiiggés lehet az adatgyiijtési mod kdvetkezménye is
(pl. ha egy orvosi adatbézisba csak a komolyabb megfdzassal kezelt betegek keriilnek
be, akkor a 14z és torokfdjds kozott direkt fiiggést figyelhetiink meg).

o Az 0s-ok, leszdrmazott-okozat megfeleltetés és a DAG grafstruktira kizdrja a
mechanizmusokban 1évé visszacsatoldsok (ciklikussdgok), illetve az oda-vissza hat6
okozatisag lehetdségét.

¢ A modelltér maga (azaz, hogy milyen viltozok szerepelnek, illetve azok milyen
értékkészlettel rendelkeznek) szintén befolydsolja, hogy milyen direkt fiiggések
jelennek meg (azaz a graf struktdrat).

Reprezentaciok teljessége, hiisége, esetlegessége

Mindegyik médszer esetén mas és mds fiiggetlenséget nem lehet reprezentdlni, 4m ez végiilis
csak hatékonysag vesztés. A graf reprezenticiok egyik nyilvanvalé hidnyossdga, hogy nem
képesek dbrazolni azt a jelenséget, hogy a valdszinliségszdmitas szerint a valtozok paronkénti
fliggetlenségébdl nem kovetkezik a vdltozok halmazainak fiiggetlensége, illetve, hogy
lehetségesek nem tranzitiv fiiggések.

A fentebbi definici6kbdl az aldbbi algoritmus vezethetd le egy P eloszldshoz tartozé Bayes-
halé megkonstrualasdhoz (Verma):
2.3 Propozicié. Vélasszunk onkényesen egy X;..,X, sorrendet az eloszlast alkoté XieX
véaltozokhoz, majd legyenek G griafban Xj-hez tartozé csomdpont sziilei azon minimalis
méreti Pa(X;)cX részhalmaz elemei, amelyekhez tartozé valdsziniiségi valtozdkra fenndll,
hogy

P(XilXj,...,Xi-1) = P(XjlPa(Xj)), ahol Pa(i) =Xj,...,Xj.;. Ekkor G graf egy P eloszlashoz
tartozé Bayes halo.



A fentebb formadlisan ismertetett mddszer szerint, informdlisan fogalmazva
® acsomoépontok valtozéknak felelnek meg,

e az élek "direkt fiiggést" jelolnek,

e minden csomdponthoz tartozik egy feltételes valdszinliségi tdbla, a sziilokkel mint
feltételekkel.

Ezzel a mddszerrel minden eloszlds reprezentalhatd, lasd 2.3 Propozicid, illetve ha adott egy
Bayes halo, akkor az egy eloszlast definidl:
e ha irdnyitott kormentes graf, akkor létezik a csomdpontoknak egy topoldgikus
sorrendje:(i<j)= (X; nem szerepel X; feltételeként a feltételes valdsziniiségeken
alapul6 dekompoziciéban),

e a sorrend alapjan lehetséges feltételes valdszinliségek szorzatdra vald bontds, ahol a
feltételes valészintiségi tablak ismertek.

Tovéabbi elény, hogy mivel nincs redundancia, nem lehet ellentmonddst létrehozni. A
struktira és a paraméterek egy modon azonban eltérhetnek, mivel a paraméterek (eloszlas)
szerinti fiiggetlenséget nem feltétleniil reprezentdlja a struktdra (graf).
A modszer egyik kritikus pontja a valtozék sorrendjének megvilasztisa, ami a valtozok
kozott egyfajta ok-okozat viszonyt, kauzalitast definidl, a feltételes valdszinliségek ,,irdnyat”.
Tovabba a sorrend befolydsolja a reprezenticidban szerepld feltételes valdszintiségek
megvalasztasat is, ami azt is jelentheti, hogy ugyanazon eloszlds esetén bizonyos sorrendnél
egy igen ritka graf, mas sorrendnél igen sok €lii graf johet ki. Gondoljuk példaul végig a naiv
Bayes model példajat (Y,Xi,...Xn) és (Xi,...X, ,Y) sorrend esetén. Ez a tulajdonsdga a
reprezentacionak furcsdnak tiinhet, hiszen a Bayes halok egy masik neve is - "Causality
network" - az okok és okozatok kapcsolatdnak leirdsdra utal. és a megszokott emberi
okoskodds szerint az okok és okozatok rendszere objektiv sziikségszertiség, ami az ido,
entropia és kapcsolédd fogalmakon alapu. A kauzalitds vonatkozé tdrgyaldsa megtaldlhatd
példaul []-ben, itt csupdn két allaspontot emlitiink.

e Objektiv szemlélet. Egy adott teriilethez tartozé kauzalitdsi modell a teriilet objektiv és

szitkségszerii kovetkezményel.

e Szubjektiv szemlélet. Egy adott teriilethez tartoz6 kauzalitdsi modellt egyrészt a teriilet
objektiv tulajdonsdgai, masrészt szamitdsi kényszerek, szubjektiv preferencidk
esetlegességek alakitanak ki. A hatékony szamitashoz, érveléshez aktivan keresni kell
a dekomponalé valtozokat, a hatékony sorrendezést, hogy a kiadédé reprezenticid
hatékonyan irhassa le az eloszlas objektive 1étezd feltételes fiiggetlenségit.

1.1.3. Dontési halok

Az ismertetett Bayes halok reprezenticidja egyszeriien kiterjeszthetd a dontési alternativak és
kovetkezmények lefrasdra is. Az tgynevezett dontési hdlozatok az aldbbi harom csomoépont
tipust tartalmazzak.
e Egy véletlen csomépont (chance node) egy valdszinliségi valtozot jelol, a Bayes
hil6zatokban megszokott moédon, azonban a dontési hdlézatokban a sziild
csomépontok lehetnek dontési csomépontok és véletlen csomépontok.

e Egy dontési csomépont (decision node) dontési alternativakat reprezentdl.

e Egy hasznossag csomépontok (utility node) egy hasznossag fiiggvényt reprezental.
Egy hasznossdg csomOpontnak sziiléje az Osszes olyan viltozd, amelyek 4ltal leirt
kimeneteli dllapotok kozvetleniil befolydsoljdk ezt a hasznosséagot.



Miutdn megkonstrudltuk az adott dontési helyzethez tartozé dontési hélot, egy adott dontési
alternativdnak és ismereteinknek megfelelden bedllitjuk a dontési csomdpontokat és véletlen
csomodpontokat. Ezt kovetéen a kimeneteli események feltételes eloszldsa a Bayes
halézatoknal ismertett algoritmusokkal kiszamithatd, majd ezt a hasznossag fiiggvényekkel
kombindlva a dontéshez tartozd varhaté hasznossdg érték kiszamithatd. A bayesi
paradigmdban a dontéshez tartoz6 varhaté hasznossdg eloszldsa szamithaté ki. Az optimadlis
dontés pedig a maximalis hasznossag elve (minimalis veszteség elve) alapjan hozhat6 meg.

1.1.4. Kovetkeztetés Bayes halokkal
Adott S; struktirdja és @ paraméterezésii Bayes hdlé esetén a kovetkeztetés a P(ylx,0,S;)

bayesi paradigmdban a P(ylx,0,S;) feltételes valdszinliségi érték helyett a P(ylx,®,S)
valdszintiségi valtozo [0,1] intervallumi eloszldsit szeretnénk megkapni vagy P(ylx)=Epe,s)
P(ylx,®,S) varhato értéket. A P(ylx,®,S) eloszlasra és a P(ylx) varhaté értékre bizonyos
esetekben levezethetOk zart formuldk, altaldban azonban csupan egy kozelitésiik allithatd eld
sztochasztikus médszerek alkalmazisaval. A P(®,S) eloszlds P(®la(S))P(S) felbontasaval egy
hatékony hierarchikus sztochasztikus moédszer kaphatd, ami elszor a struktdrakhoz tartozo
diszkrét eloszlasbol, majd az ocli hiperparaméter(i Dirichlet eloszlasb6l mintavételez (i=1..n,
1=1..L;). Ekkor a feladat a P(ylx,0,S,) feltételes valdszinliségi érték kiszamitdsa vagy
kozelitése. A tovdbbiakban erre a ,,nem-bayesi” kovetkeztetésre vonatkozd eredményeket
foglalunk roviden Ossze. A fejezetben ,.kovetkeztetés” alatt a ,,nem-bayesi” kovetkeztetést, a

P(ylx,0,5,) feltételes valdszintiségi érték kiszamitasat vagy kozelitését, értjiik.

A kovetkeztetés komplexitasa

Formadlisan megmutathatd, hogy egyetlen valtoz6 valészinliségének kiszamitasa is NP nehéz.
Ez varhatd, hiszen egy logikai hal6zat konnyedén reprezentdlhaté egy Bayes héldban, igy
példaul beletranszformélhaték a kielégithetdséggel kapcsolatos problémak (3SAT). Mivel a
szilok maximdlis szdma ekkor is kisebb mint 4, ez azt is jelenti, hogy a szamitds
komplexitdsit nem a befokok hatdrozzdk meg.

A kozelitd szamitdsok is nehezek dltaldnos struktirdji Bayes hdlokban.

Virhatdan, (ha NPZP), minden € <1/2-re, nincs polinom idékomplexitast algoritmus, aminek
p becslésére IP(ylx)-pl<e.

Viérhatéan, (ha NPZRP), minden d, €<1/2-re, nincs polinom idékomplexitdsi randomizalt
algoritmus, aminek p becslésére IP(ylx)-pl<e.

Probléma egyik forrdsa példdul az eltér6 nagysdgu feltételes valdszinliségek, példaul
funkcionalis fiiggés esetén.

Kovetkeztetési algoritmusok

Mint lattuk altaldnos esetben a kovetkeztetés NP nehéz, azonban specidlis tulajdonsigu
grafokra léteznek hatékonyabb algoritmusok. Megjegyzendd, hogy dltaldban a mddszerek
adott bizonyiték esetén kiszdmitjdk egy valtozd feltételes eloszlasit. Ez azonban
felhasznalhat6 tobb valtozo tetszoleges konfiguracidjanak valészinliségének kiszamitisara is

a P(Xy,.,.X,)=P(XX2,.,Xy)..P(X,) felbontdssal.

e FErvelés fik esetén. Egy irdnyitott grafot egyszeresen osszefiiggdnek neveziink, ha
barmely két csomdpontja kozott egyetlen at 1étezik (ez trividlisan igaz fakra). Az
algoritmus minden tovdbbi moddszernek alapja. Komplexitdsa a csomdpontok
szdmdban linedris.

e FErvelés klikkek fajan. Egy altaldnos DAG graf esetén definilhaté egy fa, amely faban
az élek a csomdpontok bizonyos részhalmazaibol formalt klikkeket kotnek Ossze (a



klikkekben 0Osszevont vdltozokat egyetlen véltozoként kezeljiik, értékkészletiik
Descartes szorzata definidlja az j értékkészletet, ami az exponencidlis komplexités
miatt nagy méret esetén kezelhetetlenséget jelent). A kapcsol6d6 "Probability
Propagation in Trees of Cliques (PPTC)" algoritmus a Bayes hélot transzformalja egy
irdnyitatlan grafba, aminek komplexitasa a legnagyobb klikkméretében exponencialis.
Mivel valés problémdkndl a klikkméret gyakran kezelhet6 marad, az algoritmus az
egzakt megoldast adok kozott a legnépszeriibb.

e Sztochasztikus szimuldcié. A Bayes héld tekinthetd egy sztochasztikus rendszernek is,
aminek allapottere a konfigurdciok halmaza, éllapotviltozdsa (elemi lépése) egy
véltoz6 megvaltozdsa és dtmeneti matrixa pedig definidlt, hiszen adott egy valtozo
feltételes eloszlasa adott konfiguraci6 esetén (a valtozé6 Markov-hatdrdra vonatkozo
feltételes eloszlasa). A sztochasztikus kovetkeztetd algoritmusok eldnye, hogy nem
igénylik a valdszintiségi véltozok diszkretizéltsagat, igy folytonos valtézokat
tartalmazé modellekre is alkalmazhatd. Kiilondsen akkor ad gyors és megbizhatd
eredményt ha az dllapotdtmenetek azonos nagysagrendiiek.

Végezetiill megemlitjiilk, hogy sok esetben csupin a legvaldsziniibb érték(kombinécio)
kiszdmitdsa a cél. Az el6z6 moddszerekkel adott x bizonyiték esetén kiszdmithaté az Y
valtoz6(k) a P(YIx) feltételes eloszlast, azaz az 6sszes Y-hoz tartozé konfiguracié feltételes
valdszintisége. Ekkor a legvaldsziniibb y*=argmaxye Range(y) P(¥IX) konfigurdci6 természetesen
P(YIx) ismeretében kiszamithatd, de ez egy feleslegesen nehéz feladat, mivel y* kiszdmitasara
1éteznek hatékony direkt médszerek [].

Legvalésziniibb magyarazat

Az el6z0 moédszerek adott bizonyiték esetén szamitottdk ki egy véltozo, illetve ezt
felhaszndlva tobb valtozo tetszoleges konfigurdcidjanak valdsziniiségét. A legvaldsziniibb
konfiguricidé megkeresése ez alapjan természetesen elvégezhetd, ha kiszdmitaniank az
Osszetett események valdszintiségét, majd maximumot keresnénk.

Y Looym) o= argmaxy,..y ) P(Y1=Y oo Y=y mlX 12X [,... Xp=Xp)

Ez azonban exponencidlis koltségigényli. Egy masik mddszer, ha csak az egyedi valtozok
feltételes valdszinlis€gét szamitanank ki, ami azonban nem elégséges, hiszen az egyedi
feltételes valoszinliségek alapjdn nem szdmithatd ki a konfiguricié feltételes valdsziniisége.
Ehelyett 1éteznek direkt médszerek arra, hogy az ismeretlen védltozok egy adott részhalmazan
beliil megkeresse a legvaldsziniibb konfiguraciot.






