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Reviewed

A kialakulé tavkéziési verseny modellezésének egyik lehetséges eszkéze a jatékelmélet. A cikk célja, hogy attekintést nydjt-
son az alapvett jatékeiméleti médszerekhez, néhany egyszer(l tdvkozlési példan is szemléltetve azok mikddését.

A tavkoziés liberalizaldédasaval oligopol piac alakul ki mind
a vezetékes, mind a mobil tavkozlésben. Mig monopolium
esetén a beruhazoénak egy jol definialt fliggvényt kell maxi-
malizalnia, oligopol helyzetben a tobbi résztvevd donteseit
is figyelembe kell venni. Ennek a problémanak a modelle-
zésére ny(ijt alkalmas eszkdztarat a nem-kooperativ jaték-
elmélet. Nem-kooperativnak azokat a jatékokat tekintjik,
melyben a résztvevék nem tudnak betartathaté megalla-
podasokat kdtni.

Elgszér a jatékelmélet kozponti fogalma, a Nash-
egyensuly kerill bevezetésre, az els§ rész a tiszta Nash-
egyensllyokkal kapcsolatban felmeril problémakra vila-
git ra. Ezutan kevert stratégiak bevezetésével definialjuk
a kevert Nash-egyensulyt.

A harmadik szakaszban a statikus jatékokra alkalmaz-
haté, Nash-egyensulyt adé médszert, a domindlt stratégi-
ak eliminaciéjat ismertetjiik, a negyedikben dinamikus ja-
tékokra mutatunk olyan mddszert, amely a Nash-egyen-
suly egy finomitasahoz vezet. Ezutan egy példat emlitlink
kaotikus jelenségek megjelenésére, végil a nem teljes
informacios jatékokra alkalmazhaté Harsanyi-transzforma-
ciot ismertetjlk.

1. Nash-egyensiuly

Legyen n = 2 természetes szam a jatékosok szama és le-
gyen A, a k-adik jatékos stratégidinak halmaza. A strate-
gia egy- vagy tobblépéses dontés, amely a jaték sordn
eléfordulé 6sszes lehetséges szituacidban meghatarozza
a jatékos viselkedését. A jatékosok egymastdl fliggetlendl
déntenek, a k-adik jatékos az a, € A, stratégiat valasztja,
és ezzel haszna m(a;, ..., 8, ..., a,) valés szam. A jate-
kosok egy stratégia-egytttese Nash-egyensulyt alkot, ha
egyikilknek sem érdemes egyoldaluan eltérni az egyen-
sulyi stratégia-egylttesben szerepld sajat strategiajatol.
Legyen a,=(a;, ..., &1, ks - 8p) AZ @=(ay, ..., 8, ..., @p)
vektor k-adik elemének elhagyasaval keletkezé vektor.
Ekkor az (a,*, ..., a,") stratégia-egyUttes (gyenge) Nash-
egyensulyt alkot, ha m,(a,”, ax”) = m,{a,, a,) minden
a, € A, stratégidra (k=1, 2, ..., n). Szigoru egyeniétien-
ségek esetén a stratégia-egyittes erds Nash-egyensulyt
képez.

1 Atiszta stratégiék fogalmat a 2. pontban tisztdzzuk.
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Az a,* € A, stratégia a k-adik jatékos legjobb valasza
a tébbi jatékos valamilyen a_, € A, stratégia-egylttesere,
ha a, € A, esetén a,* maximalizalia a k-adik jatékos
hasznat. A Nash-egyensuly tehat azt jelenti, hogy minden
jatékos (nem feltétlentl egyértelmd) legjobb vélaszt ad a
tdbbiek egyensUlyi stratégiajara.

Példaként tekintsiink egy duopol piacot, melyben a két
vallalat déntést hoz a haldézat méretére vonatkozdan [1].
Tegyiik fel, hogy az els§ vallalat harom, a masodik négy
lehetéség kozil valaszthat, a névekvd sorszamu lehet-
séges stratégidkhoz mind nagyobb halézatmeret tartozik,
és kifizetéseik az 1. tabldzatban, a kifizetési matrixban fel-
tlintetett értékek (az egyes cellakban az elsd szam az elsé
véllalat haszna, a masodik a masiké).

2. vallalat
1. 2. 3. 4,
1. 2,6 1,7 1,6 0,5
1. vallalat 2. 3,5 2,6 1,5 0,4
3. 3,4 1,5 1,4 | -1,2

1. tablazat Példa Nash-egyenstlyra

Ha mindkét cég a masodik lehetdséget valasztja, akkor
alakul ki a Nash-egyenstly, az els6 cég haszna 2, a mé-
sodiké 6, és ezt egyikik sem tudja egyoldald valtoztatas-
sal novelni. (A Nash-egyensulyhoz tartozé hasznokat itt és
a késdébbiekben is vastagitott szamok jelzik a matrixban.)

Nash-egyensuly az oligopol piacok Cournot-egyensu-
lya és Bertrand-egyensulya is, az ar, illetve a termelt meny-
nyiség meghatarozéasa oly médon, hogy attél egyik cég-
nek sem éri meg eltérnie.

A Nash-egyenstllyal kapcsolatban tébb probiéma is
felmer(l. Van olyan jaték, aminek egyaltalan nem létezik
(tiszta)! Nash-egyensulya. Erre példa a ké-papir-ollo jaték
(2. téblazat). A két jatékos egyszerre valaszt kdvet, papirt
vagy ollot, az azonos valasztas dontetlent eredményez
mindkét jatékosnak 0 haszonnal, killénbdz§ valasztas ese-
tén az oll6 a papirral, a k6 az olléval, a papir a kvel szem-
ben nyer, a nyertes haszna 1, a vesztesé -1. Kdnnyen lat-
haté, hogy a két jatékos nem tud olyan egyUttes dontést
hozni, amitdl valamelyikilknek ne érné meg eltérni, tehat
ennek a jatéknak nincs (tiszta) Nash-egyensulya.
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o R 7. jatékos Ha létezik Nash-egyenslly, és az
2. tabldzat Ké-papir-oll Ko Papir Olio egyértelm(i is, akkor sem biztos, hogy
K& 0,0 -1,1 1,-1 az optimalis. A legismertebb ilyen

1. jatékos Papir 1, -1 0,0 -1,1 példa a fogolydilemma (4. tabldzat).
Ollo -1,1 1,-1 0,0 A torténet a kdvetkezd: két gya-
nusitottat egy blncselekmény kézos
3. tablazat Nemek harca Feleség elké\{gté’sének védjéval Ie}artéz’tat a
Meccs Balett rend6rség, de nincs ellenik elég bi-
Fér Meccs 4,3 2,2 zonyiték. Kilén cellaba zarjak 6ket,
Balett L1 3,4 és a kovetkez6 lehet6ségeket ajani-
jak fel nekik: Ha mindketten tagadnak,
4. tablazat Fogolydilemma 2. fogoly csak egy-egy évet kapnak, ha mind-
Tagad Vall ketten beismerd vallomast tesznek,
1. fogoly Tagad -1, -1 -10,0 akkor nyolc-nyolc évet. Ha azonban
Vall 0,-10 -8, -8 az egyikiik vall, a masik tagad, akkor
. az el6bbi szabadlabra kerill, a masik

5. tabldzat Fogolydilemma- valtozat S i 2. jatekos S tiz évet kap. ,
— Brzetlen 3.3 0.4 Lflthato, hogy ez esgtbe.n egyér-
1. jatékos Onzb 2.0 11 telm{ Nash-egyensuly létezik, csak-

Olyan jatékra is adhaté egyszer(i példa, ahol ugyan I¢-
tezik Nash-egyensuly, de az nem egyértelm(. llyen a ne-
mek harca jaték. Két jatékos van, a férj bokszmeccsre
szeretne menni, a feleség balettra. Mindkettejiiknek fonto-
sabb, hogy egyitt legyenek, mint hogy egyéni preferen-
cigjukat érvényesitsék, de nincs lehetdségik egyeztetni.
A kifizetési matrix a 3. tablazatbdl olvashaté ki. Lathaté,
hogy az is Nash-egyensuly, ha mindketten bokszmeccsre,
és az is, ha mindketten balettra mennek.

Természetesen életszer(ibb példak is adhatéak hason-
10 kifizetési matrixszal. Példaul ilyenek a szabvanyositasi
kérdések. A gyarté cégeknek fontosabb termékeik kom-
patibilitasa, mint egyéni érdekeik. Nash-egyensulyt ebben
az esetben azok a dontés-egyiittesek képeznek, melyben
valamely ceghez alkalmazkodik a tobbi, igy minden cég
annak gyartmanyaval kompatibilis terméket allit eld.

A valddi probléma nem is az, ha tobb egyensily van,
hanem az, ha nem tudunk kézUlik vélasztani. Adhaté pél-
da szamtalan Nash-egyensullyal rendelkezé jatékra, ahol
a jatékosok szamara valamelyik egyensulyi déntés-egyiit-
tes mégis kivalaszthaté valamilyen elv alapjan.

llyen a Kreps [2] &ltal javasolt jaték, melyben két részt-
vevl kap egy varosokat tartalmazé listat, amelyb8l mind-
kettejiiknek ki kell valasztaniuk egy részhalmazt egy-egy
elére megadott elemmel. Ha a két lista pontosan particio-
nalia az eredetit, akkor mindketten kapnak egy pénz-
Gsszeget, egyébként semmit. Ebben a jatékban minden
particié Nash-egyensuly, ezek jatékelméleti szempontbdl
teliesen egyenértékiiek, de a két jatékos mégis ki tud
egyet vélasztani el6zetes megbeszélés nélkiil, példaul
politikai vagy féldrajzi szempontok alapjan.

Azokat az egyensulyokat, melyeket a tébb 16tezé Nash-
egyensulybdl, jatékelméleten kivili megfontolasok segit-
ségével tudnak a jatékosok el6zetes egyeztetés nélkiil ki-
valasztani, fékuszpontnak nevezziik.

|

hogy az nem optimalis.2 Az egyenstly
az, ha mindketten vallanak, igy mind-
két fogolynak nyolc évet kell letilnie, holott egy-egy évvel
is meguszhattak volna.

A probléma leirasanak egy masik lehetséges mdodja a
kovetkez$ (5. tabldzat). Mindkét jatékos arrdl dénthet,
hogy 6 kapjon 100 dollart, vagy a masik 300 dollart. Ha
mindket jatékos énzetlendl viselkedik, mindkettejiik hasz-
na 300 dollar. Azonban a Nash-egyensuly szerint mind-
kettejlik haszna 100 dollar. A jaték teljesen ekvivalens a 4.
tablazatban leirt jatékkal.

A fogolydilemmahoz hasonlé szerkezetii problémaval
talalkozunk, ha két cég a reklamozas mértékérsl dént egy
duopol helyzetben. Tegyik fel, hogy mindkét cégnek két
valasztdsa van, vagy sokat koltenek reklamra, vagy keve-
set. Ha az egyik sokat reklamoz, a masik keveset, akkor a
piac nagyobb reészét az ismertebb vallalat nyeri majd el.
Legjobban dgy jarnak, ha mindketten visszafogjak a rek-
lamra forditott kiadasaikat. Mégis az a Nash-egyensdly, és
a gyakorlatban is az térténik, hogy mindketten sokat kél-
tenek erre a célra, bar ez nem téril meg nekik.

A fogolydilemma jatékban tehat egy olyan Nash-
egyensuly adédik, ami nem optimalis, de érdemes a jaté-
kosoknak azt valasztani, mert a masik barmely déntésére
legjobb valaszt ad.

Olyan jaték is konstrualhaté, ahol az egyértelmii Nash-
egyensulyt valoszin(ileg egyetlen jatékos sem valasztja.
llyen a kévetkez§, Kreps [2] altal felvetett szituaci. Két
jatékos van, mindkettdnek az X és az Y betlk kdzil kell
egymastol fiiggetlendl valasztania. Ha mindketten Y-t va-
lasztjak, mindketten 1 dollart kapnak, ha egyikiik X-et, a
masik Y-t, egyikik sem kap semmit, ha mindketten az X-et
valasztottak, akkor a jaték masodik szintjére lépve mind-
kettének fliggetlendl és egyidejlileg egy-egy pozitiv egész
szamot kell megneveznie. Amelyikiik a nagyobb szamot
mondja, 250 dollart kap, a masik 100-at. Ebben az eset-
ben az egyetlen Nash-egyensily az (Y, Y) déntés-egyiit-

2 A Nash-egyensuly ebben az esetben Pareto-értelemben nem optimdlis, azaz van olyan stratégiapar, mellyel mindkét jatékos haszna nagyobb.
A szerk. megj.: Minden esetben, ahol a Nash-egyensily és a Pareto-optimum nem esik egybe, érdemes megvizsgalni a problémafelvetés
jogossagat vagy realitasat. Ez latszik a rekldm esetében is, ahol tigyelembe kell venni, hogy a bevétel nincs linearis kapcsolatban a reklammal.
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tes, amit feltehet6en nem fognak valasztani a jatékosok,
hiszen az (X, X) vélasztas mindkettejiknek legalabb 100
dollar hasznot hoz.

A kevés hasznot adé (Y, Y) azért all el§ egyértelmi
Nash-egyensulyként, mert az (X, X) valasztast kévetd
jatéknak nincs Nash-egyenstlya. Ha az (X, X) déntés-
egyltteshez (100, 100) kifizetés tartozna tovabbi déntés
nélkil, akkor (X, X) lenne a jaték masik (Pareto-optimalis)
Nash-egyensulya.

2. Kevert Nash-egyensiily

Az eddigi példakban a jatékosok kivalasztottak egy stra-
tégiat, amit 1 valdszinliséggel kovettek. Ezt hivjuk tiszta
stratégianak. Neumann Janos vezette be a kevert stra-
tégiakat, ahol az egyes lehetéségek kozétti valasztas a
véletlenen alapszik. Legyen P; egy valészinliségeloszlas
az i jatékos stratégiahalmazén. Legyen p;(a;) =0 valos
szam az a; stratégia valasztasanak valészinlisége. Az egy-
szer(iség kedvéért legyen csak két jatékos. Ekkor az i.
jatékos nyereményének varhaté értéke a P, és P,
valészinliségeloszlasoktél fligg.

(P, Py)= > ¥ pi(ay)p:az) t{a;, az)

ar€A; azeAd;

Az i jatékos (i=1, 2) Neumann-Morgenstern-féle hasz-
nossagfliggvénye a kdvetkez§:

A Nash-egyensuly természetes médon kiterjesztheté
kevert stratégidkra is. A kordbban ismertetett kG-papir-ollé
jatéknak példaul (aminek tiszta Nash-egyensilya nincs)
egyertelmii kevert Nash-egyensllya van: a p,(k§)=
pipapir)=p,(ollé)=L], (=1, 2), azaz mindkét jatékos [
valosziniséggel valasztja mindharom lehetséges dén-
téseét.

Ahogy a kovetkez§ tétel mutatja, Nash-egyensuly
meglehetdsen altalanos feltételek mellett létezik. Nash té-
tele szerint minden n-személyes jatéknak Iétezik legalabb
egy tiszta Nash-egyensdlya, ha az A, stratégiahalmaz
nem-tres, konvex és kompakt haimaza egy véges-dimen-
zios euklideszi térnek minden k-ra, és a k-adik jatékos
mla, ..., &, ..., a,) haszna folytonos minden valtozéja-
ban és kvazikonkdv® a,-ban (k=1, 2, ..., n).

Nash kevert stratégiakra vonatkozo tétele szerint, ha
az eredeti (tiszta) stratégia-halmazok végesek, akkor a ke-
vert strategiak alkalmazasaval létre j6vG bévitett stratégia-
halmazokon definidlt jatéknak van legalabb egy kevert
Nash-egyensllya.

- rm

3. Dominalt stratégiak eliminacidja
Dominalt stratégidk iteralt eliminécidja
Legyen a," € A, és a, € A,. Azt mondjuk, hogy a,*

gyengén domindlja a,-et, ha minden a, € A, stratégia
esetén az 1. jatékos haszna a,*ot alkalmazva legalabb ak-

kora, mint ha a,-et vélasztana, azaz m,(a,, a,) = ,(a;, a,)
minden a, € A, esetben, és létezik olyan a,’€ A,, melyre
ni(a,”, &) > my(ay, a5’). Az a, " er6sen domindlja a,-et, ha
T(a;", a5 > my(a,, a,) minden a, € A, esetben. Példaul
a fogolydilemma esetében a tagadast erGsen dominalja a
vallomastétel; ha a masik vall, az elsé fogoly tagadassal
10, mig vallomastétellel csak 8 évet kap, ha a masik ta-
gad, tagadassal 1 évet kell leliinie az elsé fogolynak, mig
vallomastétellel egyet sem.

A jatekelméletben altalanos feltevés, hogy a szereplék
racionalisak, igy feltesszik, hogy olyan stratégiat, amely
minden esetben rosszabb, mint valamely méasik, nem va-
lasztanak, tehat a dominalt stratégidkat elhagyhatjuk a
vizsgélt jatékbol. Az igy kapott jatékbol szintén elhagy-
hatjuk a domindlt stratégiakat. Ezt az eljarast folytatva elé-
fordulhat, hogy egyetlen dontés-egyiittesiink marad. Ek-
kor az biztosan Nash-egyensuly.

2. jatékos
X |y z
el u 6,311,5/0,6
1. jatékos v 1728126

6. tablazat Iteralt elimindcié

Peldaként tekintsiik a 6. tgbldzatban abrazolt jatékot.
Mivel y dominalja x-et, feltehetjiik, hogy a 2. jatékos nem
fogja valasztani x-et. Ha az x stratégiat kizarjuk, a meg-
maradt lehetdsegeket tekintve v dominalja az u stratégiat.
Ha u-t is kizarjuk, y domindlja z-t. Tehat a (v, y) stratégia-
egylttes marad, ami a jaték egyetlen Nash-egyenstilya.

Ez a médszer azonban nem mindig alkalmazhaté.
Vannak jatékok, amelyekben az eljaras lesz(kiti ugyan a
vizsgalandd jatékot, de nem vezet egyetlen ddntés-
egyltteshez, és olyan példa is kdnnyen adhat, melyben
egyik stratégia sem dominalja a masikat. llyen a nemek
harca is. Ott két tiszta (és egy kevert) Nash-egyensily
van, és az ezek kozotti valasztast ez a mddszer sem
kdnnyiti meg.

2. jatékos
u v
i X 1,1 0,0
1. jatékos y 0,0 110,10
7. tablazat

A 7. labldzatban vazolt jaték esetében, bar szintén
két Nash-egyensuly van, az ezek kozotti valasztast segiti
a ket egyensulyhoz tartozé hasznossdgok kozt 1évé je-
lent6s kilénbség. Ez alapjan a jatékosok az (y, v) déntés-
egylttest valasztjdk, de a dominalt stratégiak iteralt eli-
mindaci6ja nem vezet erre a megoldasra, ugyanis ennek a
jatéknak nincs dominalt stratégidja, y nem dominalja x-et
és v sem u-t.

Ha csak az erésen dominlt stratégiakat hagyjuk el, ak-
kor, ha létezik egyensuly, az egyértelm(. Nem ez a helyzet
a gyengén dominans stratégiak iteralt eliminacidjaval. Erre
ad peldat Rasmusen [3] a kdvetkez6 jatékkal (8. tabldzat).

3 Egy f:R"->R fuggvényt kvézikonkdvnak hivunk, ha egy x(R" konvex halmazon van értelmezve és minden {xeX: f{x)>t} felsd szinthalmaza konvex
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2. jatékos
(0] 02 03
$1{2,12]11,10]1,12
1.jatékos 5,10,12]0,1010, 11
$310,1210,10]0,13
8. tablazat

Ebben a példaban kilénb6z4 sorrendben eliminalva a
gyengén domindlt stratégidkat mas eredményt kapunk.
Ha az elimindlt stratégidk sorrendje s;, 03, 05, Sy, akkor az
(sy, 0q) stratégia-egyittest kapjuk eredményll, ha azon-
ban a sorrend 0,, S,, 04, S3, akkor az (sy, 04) stratégiapart.

Dominalt stratégidk egy-lépéses eliminacidja

Gyengén dominans egyensulynak hivjuk azt a stra-
tégiakombinaciot, melyet gy nyerlink, hogy t6réljik a
jatékbol az egyes jatékosok Osszes gyengén dominalt

Mivel ez esetben az eliminacié egy lépésben torténik,
(igy nincsenek olyan stratégiak, melyeket azért tudunk eli-
minalni, mert valamely masik stratégiat mar téréitik), ezzel
az eljarassal végul legalabb annyi stratégia megmarad,
mint az iteralt esetben, példaul az el6z6 jatékban a két
Nash-egyensulyhoz tartozé stratégiak.

4. Dinamikus jatékok

Az eddigi példakban a jatékok matrixos alakjat, a nor-
malformat hasznaltuk. Ez elterjedt &brazoldsi médja az
olyan jatékoknak, melyben a jatékosok egyidejlleg don-
tenek. A masik lehetGség a jaték fa struktiraju abrézolasa,
az extenziv forma, amit f6leg szekvencialis (dinamikus)
jatékokra alkalmaznak, tehat olyankor, mikor a jatékosok
bizonyos sorrendben ddntenek a tébbiek addigi lépe-
seinek ismeretében.*

A kévetkezd példaban két jatékos van, mindkettd két
lehetéség kozll valaszthat, vagy jobbra, vagy balra lép.
El&szor az elsd jatékos lép, majd déntésének ismeretében
a masodik. Az abran az Ures kordk jelzik az egyes dontési
pontokat, a fekete korokkel jeldlt végpontok alatt latha-
toak a kifizetések.

A hatral6 indukcié® alkalmazasa soran el§szér az utol-
jara dontést hozo jatékost tekintjik, és feltesszik, hogy
minden dontési pontban a jaték azon kimenetelét valaszt-
ja, amely nagyobb haszonnal jar a szdmara. Az utolso
el6ttikent déntést hozo jatékos mar csak ezeket a kime-
neteleket veszi figyelembe és igy dont. lly médon a jaték
végérfl visszafelé haladva kirajzolédik a jaték menete, ami
egy Nash-egyensulyt eredményez.

Az 1. 4branlathat6 példaban, ha az elsé jatekos jobb-
ra |ép, akkor a masik nyeresége jobbra 1épve 6, balra 4,
ezért feltesszik, hogy ebben a déntési pontban jobbra
lép. Ha az els6 jatékos balra lép, akkor a mésik nyeresége

2, ha balra lép és 1, ha jobbra. Feltesszik ezért, hogy bal-
ra |ép. Mindezt végiggondolva az elsé jatékos balra fog
lépni és ezutan szintén balra |ép a masodik, igy nyeresé-
glik (5, 2). Igy eljutottunk a jaték egyetlen Nash-egyensu-
lyahoz, ami ugyan nem Pareto-optimalis, mert a (jobb, bal)
stratégiapdr a (10, 4) kifizetést eredményezné, tehat mind-
két jatékos haszna duplaja lenne, de ez a megoldas nem
stabil, mivel a masodik jatékosnak megéri eltémi igy 6-ra
névelve a hasznat.

1.

® e © o
5,2) 2, 1) (10,4) (0,6)

1. abra

Ezzel az eljarassal altaldban hatékonyan megoldhatd
egy szekvencidlis jaték. Természetesen ennek a modszer-
nek is vannak korlatai. Egy jaték faja lehet példaul végte-
len, amikor ezt az eljarast el sem tudjuk kezdeni.

Olyan jaték is van, ahol elvileg ugyan alkalmazhatd a
hatralé indukcid, de gyakorlatiiag megvalésithatatlanul
bonyolult. llyen példaul a sakk, aminek a faja véges, még-
sem tudjuk az optimalis stratégiat ezzel az eljarassal meg-
hatarozni.

1.
2. ®
(0, 20)
® @
('29 0) (49 4)
2. abra

4 Az eddig ismertetett statikus jatékok szintén dbrazolhatéak extenziv formaban, de akkor a jéiékosok nem mindig tudja’k,rho'gy afa melyr;')'ontjé—
ban vannak déntéseik meghozatalakor, ezért szilkség van az un. informaciés halmaz bevezetésére. Valamely jatékos informdcids halmaza a
jaték adott pontjian azon déntési pontok halmaza, melyek kéziil a jatékos nem tudja meghatdrozni, hogy melyik az aktualis déntési pont.

5 Egyes irodalmakban erre a médszerre Kuhn-algoritmus néven hivatkoznak.
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]

(2,2)

(98, 98) (97,100) (99,99) (98,101)

A B
T T @ (100, 100)
® ®

O —O w

3. abra

A modszer elénye, hogy kizarja a hiteltelen fenyegeté-
seket. Tekints(k a kovetkez8 példat (2. dbra): egy duopol
piacon két jatékos van, az inkumbens és egy potencialis
Uj belépd. Ez utébbi legyen az 1. jatékos, § lép elészor,
két valasztasa van, vagy belép a piacra, vagy nem. Ha
nem lép be, a jatéknak vége, a haszna 0, a monopolistaé
20. Ha belép, e ddntés ismeretében a 2. jatékosnak, a
monopolistanak két valasztasa van. Ha a monopolarat a
duopol piacnak megfelelen lecsdkkenti, mindkét cég
nyeresége 4 lesz.

A monopolista masik lehetésége, amit a belépd elret-
tentéseként kilatasba helyez, hogy irraciondlisan ala-
csony arat vezet be, gy hogy haszna 0-ra cstkken és a
masik cég ténkremegy, haszna -2. Az 1. jatékosnak tehat
szamolnia kell a cséd veszélyével. Az inkumbens vallalat
fenyegetése azonban hiteltelen, ha a belépés mar meg-
tortént, sajat hasznat maximalizdlja, és nem vezet be a
duopolarndl alacsonyabb arat. Ennek figyelembevé-
telével az (j cég a hatraldé indukcidt alkalmazva belép a
piacra.

A Nash-egyensuly finomitdsaként szekvencialis jaté-
kokra alkalmazhatd egyensuly-koncepcié a Selten nevé-
hez fliz6d6 aljaték-tokéletes egyensuly, ami kizarja a hitel-
telen fenyegetést. Egy jaték aljatéka a mar megkezdett
jaték azon megmaradd része, amely egy olyan ddntési
pontban kezdddik, aminek a déntési faban elfoglalt helye
minden jatékos szamara ismert, és tartalmazza ezen a
ddntési ponton kivil az ezt kéveté dbntési pontokat és a
megfeleld kifizetéseket.

Az aljaték tehat egy minden jatékos &ltal ismert, vég-
pontokig terjedd részfa. Egy stratégia-egyulttes aljaték-
tokéletes (Nash-) egyensuly, ha Nash-egyensulya az
egész jatéknak, és megfeleld déntései barmely aljaték
Nash-egyensulyat adjak. A hatrald indukcié adja a kon-
struktiv bizonyitast az aljaték-tékéletes egyensuly 1étezé-
sére.

A duopol piacok Stackelberg-egyensilya is aljaték-
tokéletes egyensuly. Ebben az esetben két cég egymast
kdvetden hatarozza meg a termelt mennyiséget Ggy, hogy
mindkett6 dontése legjobb valasz a masikéra.

Konstrualhaté olyan jaték, amely esetében a hatrald
indukcié altal el6rejelzett megoldas ugyancsak megkérds-
jelezheté. Rosenthal nevéhez fliz6dik a kdvetkezd, 3. dbran
abrazolt jaték, a szazlabujaték.

A jaték faja véges és mindkét jatékos (A és B) altal
ismert, tehat alkalmazhaté a hatrald indukcié. Az utolsé
pontban (ha a jaték addig eljut) a B jatékos lefele fog 1ép-
ni, mert ennek nyeresége szamara 101, mig jobbra |épve
100 lenne. Emiatt az A jatékos az utolsé el6tti pontban
szintén lefele fog lépni, mert igy haszna 99, ha pedig jobb-
ra lépne, akkor mivel B lefele lépne, csak 98 lenne a nye-
resége.

A hatralé indukcidt folytatva azt kapjuk, hogy az A
jatékos a jaték elsé ddntési pontjaban lefele 1ép, ezzel a
jatéknak vége, A és B nyeresége egyarant 1. Kreps [2]
kisérletekkel igazolja, hogy a szazldbujatékot jatszva a
kezddjatékosok nagyon ritkan teszik meg ezt a lépést.

A hatralé indukcié alkalmazhaté tébbmenetes jaté-
kokra is. Tegylk fel, hogy két jatékos véges sokszor, pél-
daul szazszor egymas utan jatssza egymassal a fogoly-
dilemma jatékot. Az utolsé menetben mindkét jatékos val-
lani fog sajat hasznanak maximalizaldsaként. Emiatt az
utolsé el6tti menetben sem fog egyikik sem tagadni (ko-
operalni). A hatralo indukcid szerint az els6 menettél kezd-
ve mindkét jatékos mindig vallomast tesz, bar kisérletek
szerint ebben a helyzetben &ltaldban kialakul a koope-
racio.

5. Kaotikus jelenségek

Egész egyszer( jatékok vizsgalata soran is eléfordulhat,
hogy kaotikus jelenségekkel talalkozunk. Erre mutat pél-
dat Sato, Akiyama és Farmer [4].

Tekintsilk a mar ismertetett ké-papir-olld jatéknak egy
altalanositott valtozatat (9. tablazat). Ez az eredetit6l csak
annyiban tér el, hogy dontetlen esetén az elsé jatékos
haszna ¢,, a masiké ¢, ahol -1<g, <1 és -1<g, <1.
Tegylk fel, hogy két jatekos ezt jatssza ismételten, tébb
meneten keresztil.

2. jatékos
Kb Papir Ollo
K6 €1 &y -1, 1 1,-1
1. jatékos Papir 1,-1 £, Ey -1, 1
Oll6 -1, 1 1,-1 £y, €,
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Tegyuk fel, hogy nem a hasznukat maximalizalé opti-
malis stratégiat jatsszak, azaz nem racionalisak, hanem
korlatosan racionalisak, stratégiajukat a jaték soran ala-
kitjdk ki. Kevert stratégiajukban az egyes valészintisé-
geket minden menet végén modositjak aszerint, hogy
az egyes dontések gyézelmet eredményeztek-e. Ekkor
a jatékosok dontéseinek sorozata kaotikus dinamikat
kdvet.

6. Harsanyi-féle transzformacioé
nem teljes informacioés jatékokra

Az eddigi jatékok soran a jatékosok pontosan ismerték a
jaték teljes szerkezetét, a masik lehetdségeit és a kifize-
teseket. Az ilyen jatékokat nevezzik teljes informéaciojd
jatékoknak. Egy jatékot tokéletes (perfekt) informécios
jatéknak hivunk, ha abban minden jatékos ismeri a tobbi
jatékos addig meghozott déntését. Nem tokéletes infor-
maciojl jatékok példaul a fentebb normalformaban abra-
zolt jatékok, az egyidejlileg hozott dontések miatt. A két
fogalom kozétt Iényeges kilénbség van.

A jatékelmélet, ahogy azt Neumann és Morgenstern
1944-ben megalkotta, és minden jatékelméleti munka a
60-as évek végéig a teljes informacios jatékok vizsgala-
tara szoritkozott. 1964 és 1970 kdzt az USA Fegyverzet-
ellenérzési és leszerelési hivatala jatékelméleti szakem-
bereket alkalmazott, kdztiik Harsanyi Janost. § tudta elé-
szdr hatékonyan kezelni a nem teljes informécids jaté-
kokat.

Ebben a helyzetben a két jatékos az amerikai és a
szovjet fél. Mindkettd csak a sajat helyzetét és lehetdsé-
geit ismeri, nincs egészen tisztdban a masik fél politikai
céljaival, katonai erejével, békés vagy harcias szandéka-
val és egyéb paramétereivel. igy nem ismerik egymas kifi-
zetéseit, de még a méasik stratégiahalmazat sem.

Harsanyi dtlete az volt, hogy ezeknek megfelelGen fel-
teszi, hogy mindkét jatékosnak tébbféle tipusa létezhet,
és mindkettd csak a sajat konkrét tipusat ismeri. Mindkét
jatékos lehetséges tipusaihoz egy-egy valdsziniiség-el-
0szlas rendethetd, ez alapjén a véletlen valaszt a lehetsé-
ges tipusokbdl a jaték elején, de ez a 1épés a jatékos sza-
mara nem megfigyelhetd. lly médon a jaték kezelhet6ve
valik, a masik fél kiilénb6z6 tipusaival mar lejatszathaté a
jaték, a kifizetéseket a megfelelé valészinliségek szerint
osszegezhetjuk. A nem teljes informacids jaték ezutan
csaknem tbkéletes informéacids lesz, ez a Harsanyi-transz-
formacié.

Ez a modszer természetesen nem csak katonai és poli-
tikai kérdésekben alkalmazhatd, de gazdasagi verseny-
ben is. A cégek altalaban csak a sajat helyzetiiket, lehets-
ségeiket ismerik pontosan, a masikét nem, de valamilyen
valésziniiségeket tudnak rendelni a masik cég lehetséges
tipusaihoz. Harsanyi mddszere tehat alkalmazhaté a ki-
bontakozddé tavkoziési versenyre is.
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Osszefoglalas

A bemutatott néhany legfontosabb jatékelméleti médszer
(korlatai ellenére) jol példazza azt, hogy a tavkozlési ver-
senyben az oligopol piacon felmer(il§ problémak alkalmas
egyszer(sités utan jol modellezhetéek, vizsgalhatdak és
megoldhatéak a nem-kooperativ jatékelmélet kiilénboz6
eszkdzeivel.
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