Sztochasztikus kovetkeztetés szenzorhal6zatokban:

Gibbs mintavételezés Bayes halozatokban

A mérés hattere:

A beagyazott informécios rendszerek egyilkihivasa a bizonytalan mérések, megfigyelések
integralasa, ami kilondsen nagy kihivas elosztidtentralizalt szenzorok esetében, azaz
szenzorhaldézatokban. Ekkor a medgfigyelések inthgéih és a globdlis kodvetkeztetés
elvégzésére komoly kényszert jelent a lokalitasenetesen, hogy a szenzoregységek csak a
kdzvetlen szomszédjaikkal tudnak informéciot cserdla a halozat specialisa fa-strukturgja,
akkor léteznek linearis &ben kovetkeztét csak szomszédok kommunikacidjat kihasznalo
algoritmusok. Azonban altalanos topoldgiai esetéharcsen polinomialis idéj globalis
kovetkeztési algoritmus, viszont a gyakorlatbakgaelitést adé mddszerek léteznek. A labor
keretében az ezek alapjat jelersiztochasztikus kovetkeztetési eljarasokat vizegameg,
nevezetesen a Markov lancokon alapulé Monte Cantdavételi technikakat, azokon belll is
a Metropolis-Hastings modszer egy népézalkalmazaséat, a Gibbs mintatvételi eljarast. A
cél, ekkor az adott mérések/evidencigke mellett az éppen megfigyeléssel nem rendélkez
egységek P(Xe) a posteriori eloszlasanak a kiszamitasa.

Felkészllés

A labor eredményességéhez javasoljuk, hogy frigeitsfel altalaban a Bayes hélokban
alkalmazhat6 sztochasztikus kovetkeztetési modemereonatkozd, és a Markov lancokra
vonatkozo ismereteitek.

A kovetked témakat a BIR_3_1.pdf foglalja 6ssze: Monte Cantidszerek, Markov lancok,
Markov lanc Monte Carlo modszerek, konvergencigmisztika, konfidencia becslés, Gibbs
mintavételi eljaras.

A Gibbs eljards Bayes halokbeli alkalmazasahoz s@pdd Markov takaré fogalmat a
BIR_3 2. pdf 11. oldala ismerteti.

A Gibbs eljaras Bayes halokbeli alkalmazasat a BIR. pdf 34-37 szemlélteti.

A melléklet pedig a Markov halékat és Bayes halokktve a kdvetkeztetési mddszereket
ismerteti a teljesség kedvéért.

Hazi feladat:

Keszitsen egy Bayes halot a BNT-ben, melyben Gi8rts csomépont talalhatd, €s egy valos
kovetkeztetési problemét jelképez! Ugyeljen a teral®kauzalitas betartdsara!



Ellen 6rz6 kérdések:

* Mia nagy szamok toérvénye?

» Formalizélja a Markov lancokat definialo “jelen figleniti a mdltat a jauol”
allitast.

* Mondjon szikséges és elégséges feltételeket eggsvatiapottdr Markov lanc
hatareloszlasanak a létezéséhez.

* Mi neheziti a Gibbs mintavételi kdvetkeztdonvergenciajat?

Feladatok

1. Alkossa meg az alabbi kdzponti riaszté modedigyt Bayes halé formajaban,

Hoérzéked

Uvegtorés

Kozponti
riaszto

Biztonsagi

szolgalat

és definialja a megadott CPT-kkel a csomoponti  sAhfiségeket.

2. Szamitsa ki (olvassa le) az egyes csomopontakdvadakarojat, és értelmezze a fliggések
rendszerét! Hogyan fiilgg 0ssze a hal6zat topologejaviarkov-takar6k méretével?

3. Gibbs mddszerrel kovetkeztessen a hélon a nexésvaltal megadott evidencidk
rogzitésével!

4. Vizsgalja meg a konvergencia sebességét a kémtetés soran. Bizonyosodjon meg a
konvergencia tényér (Geweke mddszere)!

5. Szamitsa ki a kovetkeztetés konfidencidjat ¢getdsos” modszerrel).
6. A 2-5 feladatokat végezze el, a 6-8 binaris dgoontot tartalmazo, hazi feladatként

elkészitett Bayes haléjan! Kérje meg mérésvgeaethogy jeldljon ki régzitett evidenciakat a
haléjan belul!



Melléklet

1.1. Altalanos Bayes halok

A tobbvaltozos valoszirségi modellek alkalmazasandl a flggetlenségeknekképonti
szerepe, amelyek a modell dekomponalasat tesziketoleh Tegylk fel, hogy
megkonstrualtunk egy PX.X,) valdszitiségi modellt és valasszunk egy 0Onkényes
sorrendezést a valGs#Begi valtozok szamara és tekintsik a kovetkeminden esetben
lehetséges dekompoziciét (lanc szabaly):

P(Xy,.., %) = P(Xa| Xa.,. Xn)P(X2| Xa..,Xn)...P(X%0)=Miz1..n POXi| Kis1..,Xn)

Valos modelleknél a feltételes flggetlenségek d@bah gyakoriak, igy a P(XXis1..,Xn)
feltételes valosziiségek P(XXi;,...X)-re cserelheék, ahol {X,..,X}OPa(X)=ded
Xi+1.,Xn }. Mivel a Pa(X),i=1..n ,szUbi” halmazok mérete gyakran egy adott korlat alatt
marad, ez a dekomponalas a gyakorlatban igen heisakdizonyulhat. Példaul, ha egy adott
sorrendezésnél #( PajX <k,i=1..n, azaz a valtozék csak maximum k szamdsiktol
flggnek, akkor az eloszlas reprezentaldsa, aktdh&rete, nagysagrendekkel kisebb lehet.
Binaris valtozok esetén e?, 2lletve n*2 nagysagrenid model méretet jelent, ez n=20 és k=5
esetén 1 Gigabyte nagysagrendet, illetve 1 Kilobyagysagrendet jelent. Ez a feltételes
flggetlenségeken alapulé dekompozicié hatékonyaldimiast, példaul marginalizaciot is
lehetvé tesz.

A feltételes fliggetlenségek hatékony felhaszndlasanban csak akkor lehetséges, ha
hatékonyan reprezentaljuk és kezeljtiket, hiszen hidba adottak implicite a definialt
eloszlassal, a definicion alapul6 ellerés nem praktikus. Explicit reprezentaciojuk és
modellezésik sziikséges. Vezessik be ezért a katgatelést:

2.2 Definicié. Feltételes fliggetlenségV,K,W) jeldlje azt, hogyZ-t ismerveV és W
fuggetlen, ahoV,Y, WO X.

2.3 Definicié. Fuiggségi modellnek nevezziik ilyen allitasok egyitteBE {1 4,...,1.}.

A bevezetett jelbléssel a feltételes fuggetlenségeinint logikai allitasokat kezelhetjik.
Ennek bevezetése és hasznossaganak felismerésiekompozicioban és vizualizacioban
jatszott kozponti szerepének a felismerése - asyaifségszamitds szempontjabol, dont
fontossagu lépés volt, ami lebeé tette a bizonytalansadg hatékony kezelését, zialts2gi
alapu szakédi és dontéstdmogato rendszerek széleg &tkalmazhatdsagéat. A célul kit
valésziriségi modell hatékony megkonstrualasdhoz ezért egyfilfigoségi modellt
konstrualnunk meg, ami majd remélsiegy olyan dekomponalast definiél, ami lehet teszi

a modell hatékony felparaméterezését, kvantifikackd feltételes fuggetlenségek logikai
modelljének tovabbi éhye hogy logikailag is lehet rajta érvelni, aza#irdélhat6 egy
érvényes és hatékony kovetkeztetési modszer. Eggikmélbny, hogy a feltételes
flggetlenségek 6nall6 kezelését az emberi szgi@rtvald igazodas is indokolja. Egyrészt az
emberi szakéft ezt a kvalitativ struktirat akkor is ismeri és arddja, hogyha a kvantitativ
fliggésekre nicsenek becslései. Ez altaldban ajlasti, hogy egy szakértéltal adott
kvalitativ struktdra megbizhatébb, mint az altalathvaloszitségek.

! Erdekes, hogy ,fiiggetlenség” nemcsak a valdsg&igszamitas szerinti értelmezéssel, hanem példaul
adatbazisok esetén is megfogalmazha¥2(W): Z-t ismerveV nem jelent korlatozas¥ értékeire.



Az M flggsségi modellre természetesen kényszereket jeleraghadott dontési helyzethez
tartozé P val6sziiségi eloszlas modellezésére hozték létre. Azazdlitdsok rendszere nem
tetsdleges, példaul

I(V,Z,W)OM < I(W,Z,V)OM.
Az, hogy M egy eloszlasra vonatkozik, olyan szigowgszoritdsokat jelent, hogy M igen sok
esetben "vizualisan", gréfokkal is reprezentalhato.

A kovetkedkben bemutatjuk, hogy a grafok a figgetlenségelemmtalasa mellett , hogyan
hasznéalhatok fel a valés#igégi eloszlas kvantitativ leirAsahoz mind a nenmesia§s bayesi
paradigmaban (egyetléhfelparaméterezeés, illetve@®)a priori eloszlas definialasahoz). A
valGsziriiségi eloszlasoknak, fliggési modelleknek, az elsskladekomponalhatésaganak,
illetve a flggési modellek grafokkal tortemeprezentalasanak kdlcsénts dsszefliggését a 4.
Abra mutatja.

IrAnyitott kdrmentes graf (DAG
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Dekomponalas > | Figghségi model
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Markov halék

Adott fuggrségi modell M={l,...,I.} reprezentalasara egy GXE) irdnyitatlan grafot
hasznéalunk, ahdP a (csomd)pontok halmaza Es P-be tartozé pontpérok, élek halmaza.
Foglaljuk 6ssze a definicidkat.

2.3 Definici6. Jeldlje ¥|Z|W>g, ha minderV ésW koz6tti aton létezik egy csomopont ami
elemeZ-nek. Ezzel a feltételes flggetlenséget prébaljaidmeprezentélni és megfelel annak
az intuicionak, hogy példaul a tunetek flggetlemdfnak, ha kdzos okuk egy betegség
ismert.

2.4 Definicio. G-t M-hez tartozfiiggetlenségi-diagrammndkdiagrammnak nevezzik, ha
<V|Z|W>c=I(V,Z,W). Ekkor a grafban megéllapithat6 fuggetlenségobem fenall, de nem
biztos, hogy reprezentalva van. Ez azt jelenti, ynoem minden flggetlenség van
reprezentélva. Egy teljes graf természetesen Iraiam, mivel nem mond ki flilggetlenséget.
2.4 Definicié. G-t M-hez tartozperfekt-diagrammnakevezzik, ha tokéletesen reprezentélja
tudadsunkat a flggetlenségékrazaz ¥|Z|\W>g<=I(V,Z,W). Eloszldsokra vonatkozd M-
eknél ilyen nem mindig lehetséges. Gondoljunk aroayy egy P eloszlasnél lehetséges, hogy
I(V,Z,W) és=I1(V,Z',Y)}, ahol ZOZ’', azaz tovabbi informaciok addig feltételesen flgget!
valtozékat flggvé tesznek. Példaul, ha két érmével flggetlentludkbés XOR-olt
eredményuiket tekintjuk egy harmadik valosisiégi valtozonak. Ekkor ha az eredméihyr
nem tudunk semmit, a két valtozé feltételesen ftigge Ha azonban a harmadik valtozo
ismert, akkor egy dobas fliggvénye a masik dobaskadnban formalizalhato, hogy milyen
megkotéseknek eleget teWl-hez |étezik tokéletes reprezentécio.



2.5 Definicio. G-t M-hez tartozdarkov-halénaknevezzik, ha I-diagramm és barmely
élének torlésére mar nem lenne az.

2.6 Definici6. G egy pP csomopontjdhoz tartoZ8(p) Markov-hatarnaknevezzik azt a
minimdlis elemszdmiBOX, vOB részhalmazt, ha I(B,V-B-p), azaz haB mintegy
.elvalasztja” p-t a hal6zat tébbi résakt

Ezekutan egy tétel formajaban is kimondhat6 hodyarstrualjuk meg egy szigoréan pozitiv
P eloszlas Markov-halojat[Pearl]:

2.1 Propozicio. Ha G(P,E) esetén,{p} UE - pB(pi), ahol B(p) egy szigoréan pozitiv P
eloszlas altal definialt, akkor G a P eloszlas|aefinialt M fuggési modellhez tartozo
Markov-halo.

Egy adott P eloszlashoz tartozé grafreprezentazidhokovetke& tétel alapjan lehet
hozzarendelni az eloszlas kvantitativ jelléihza valosziliségeket (a bayesi kiterjesztést a
kovetked, jobban elterjedt graf reprezentacio kapcsan ittjgk majd).

2.2 Propozici6. P valésigégi eloszlaslekomponéalhat& graf alapjan, ha G I-diagrammija
P-nek és G "haromszogesitett", azaz minden nédyagézabb kore tartalmaz egy nem
szomszédos csomoépontot 6sszékét. Ebben az esetben P eloszIdg&kIG graf klikkjeihez
tartoz6 eloszlasok szorzataként osztva a klikketseeteihez tartozo eloszlasokkal (Klikknek
nevezzik egy graf csomoépontjainak egy részhalmagdtieljesen 0sszekotott és maximalis).

Az, hogy a gréaf részenként reprezentélja a teljel&2zlast két szempont miatt Iényeges:
» aszakéritsl és adatokbdl a részeit elég megbecslni,

» hatékony szamitast tesz letwd, hiszen P-vel kapcsolatos szamitdsok is
dekomponalédnak a klikkekre, igy a szamitas, példéarginalizacié, csak a
klikkméretekben lehet exponencialis.

Bayes haldk: reprezentacio

A valosziniségi megkdzelitésben bizonytalan tudasunkat szsatkas valtozok egylttes
eloszlasaval reprezentéljuk. A szisztematikus sfindkal nem rendelkéztargyteriletek
esetén (szemben pl. a kép- és hangfeldolgozassidy)ea eloszlasok modellezésére hasznalt
elsdleges eszkdzt ma a Bayes-haldk jelentik. Ezeklmpn iényitott kormentes grafban
(DAG — directed acylic graph) reprezentéljak a oAidkat és a koztuk |évosszefliggéseket:
minden csomopont egy-egy valtozoét jeldl, és mindsomoponthoz tartozik egy lokalis
feltételes val6sziiségi modell, amely leirja a valtozé fliggését aeifill(a pontos definiciét

a kovetked fejezet tartalmazza).

Mint reprezentacios eszkdz, egy Bayes-halo haremdékelmezést kaphat, ezek a felsorolas
sorrendjében egyre@&ebb modellezési, értelmezési Iéiséggel birnak:

« Tekinthet egyszefien az egyittes eloszlas egy hatékony abrazolasdmsk, a
csomopontonkénti feltételes valosgggi modellekre vald faktorizalassal a
felhasznalt paraméterek szama jedsah csokken.

» Egy adott struktdra meghatarozza, hogy az abrédokzlasban milyen feltételes
fuggések és flggetlenségek lehetnek, azaz az dkinthetk a kozvetlen
valbsziniségi 6sszeflggések reprezentacidjdnak, mig a tgligk a reprezentalt
eloszlas fuggési térképének.

Az eldzénél is ebsebb a kauzalis értelmezés, amelyben minden éftriatett két
csomopont kozotti ok-okozati 6sszefliggésként éaehiik.



A valbsziniségi definici6: szintaxis és szemantika
Egy Bayes-hald struktiraja és a reprezentalni kigfoszlas kozti kapcsolatot az alabbi négy
feltételre alapozhatjuk, melyekrbelathaté (Cowel1999), hogy ekvivalensek.
 AP(Xy, ..X,) eloszladaktorizalhatéa G DAG szerint, ha:
P(X,..X,)= [TP(X, IPa(X,);
ahol Pa(X) az X csomopont szdl halmaza.
A P(Xy, ..X,) eloszlasra teljesul sorrendi Markov-feltéteG szerint, ha
Oi =L 1(X 5 [Pa(X0) [{ Xy [T <iPVPa(X ) s
ahol az 1(X|Y|Z) relacio az X feltételes fuggetlégét jelenti a Zdl Y feltétellel, n
pedig a struktira egy topologikus rendezése
 AP(Xy, ..X) eloszlasra teljesullakalis (szidi) Markov-feltételG szerint, ha barmely
valtoz¢ fuggetlen nem-leszarmazottaitdl, feltévideir.
 AP(Xy, ..X,) eloszlasra teljestl globalis Markov-feltéteG szerint, ha
0%y, zO{X;}: 1(x]z] y)e = 1(X| 2] Y)p
vagyis, ha z d-szepardljg-et y-t6l a G gréafban, akkor x fiiggetlen y-td@|téve z-t.
Egy elfogadott definicio a Markov-feltételek altdott figdségi rendszer tulajdonsagaira
épit (Pearl1988):
A 'G’ iranyitott kérmentes graf a 'P(U)’ eloszl&ayes-halojgU az 6sszes valtoz6 halmaza),
akkor és csak akkor, ha mindenJU valtozét a graf egy csomdépontja reprezentél, drgré
teljestl valamelyik (és igy az 0sszes) Markovid|t€s a graf minimalis (azaz barmely él
elhagyaséaval a Markov-feltétel mar nem teljesulne).
Mig ez a definici6 egyértelien a valdsziiségi flggetlenségek rendszerének
reprezentéciojaként tekint a Bayes-haldra, addijéndki gyakorlatban kozkedvelt az
alabbi, praktikus meghatarozas:
Az 'U’ valbszidiségivaltozo-halmaBayes-haldjea (G, 6) paros,ha 'G’ irdnyitott kdrmentes
graf, amelyben a csomoépontok jelképezik U elenteipedig csomopontokhoz tartozé
'P(X|Pa(X)) feltételes eloszlasokat leir6 numeslkparaméterek sszessége.
Fontos megjegyezni, hogy a definialt modellosztalyla lehetséges strukturak szama a
csomopontok szamaban szuperexponencidlis, ez padig ké$bb targyaland6 tanulas
komplexitadsat is befolyasolja.
Bar egy Bayes-hal6 egyarant tartalmazhat diszksetfadytonos valtozokat is, mi a
tovabbiakban kizarélag diszkrét, véges valtozokialalkozunk, feltéve tovabba, hogy
minden lokalis feltételes valéstisegi modell a multinomidlis eloszldsokhoz tartoigy a
paraméterek un. feltételes valosx@gi tablak (FVT-k) elemei
Egy adott Bayes-halé struktiraja meghatarozza, laagyilyen figgéseket irhat le (pl. kulon
komponensekben léwaltozok kdzt nem lehet fliggés), azonban kulodk&iruktirakhoz is
tartozhat azonos implikalt figgési rendszer. Ha &#tiktirabol ugyanazok a feltételes
flggetlenségek olvashatok ki, a két grafoegfigyelés-ekvivalensnekondjuk. Belathato
(Pearl1988), hogy két graf akkor és csak akkorfiggelés-ekvivalens, ha iranyitas nélkdli
vazuk, illetve v-strukturaik (az #B<C tipusu részgrafok, ugy, hogy A és C kozt nings él
megegyeznek.
A medfigyelési ekvivalencia segitségével a strudtat diszjunkt osztalyokba sorolhatjuk.
Minden ilyen ekvivalencia osztalyt egy (n. esszalieiPDAG graffal reprezentalhatunk. Az
esszencidlis graf vdza megegyezik az osztalybaztargrafokéval, és csak azok az élei

27" d-szeparélja 'x-et és 'y-t a'G’ grafban y.zOV(G)), ha minden 'x’ és’y’ k6z6tt mehiranyitatlan 'p’
utat blokkol, azaz, ha (1) 'p’ tartalmazza 'z’ egigmét nem Osszefutd élekkel, vagy (2) 'p’ tartadregy
'n’csomopontot 0sszefutd élekkel, hogy 'z’ nemaértazza sem 'n’-t, sem valamelyik leszarmazottjat.

% Egy PDAG (partially directed acyclic graph) gr&fgyesen tartalmaz iranyitott és iranyitatlan éleket



iranyitottak, amelyek iranya mindegyik grafban nmpgzik (ezek az uan. kényszeritett —
compelled— élek).

Kauzalis definicio

Az elbzo, tisztan valdszilségi definiciok bevezetése utan formalisan konrgteérhetiink a
Bayes-halok kauzdlis értelmezésémgy (G, 0) péros kauzdlis Bayes-hél6jaa P(U)
eloszlasnak, ha egyrészt a targyterilet valags#igi modellje az 65 értelmezések szerint,
tovabba minden él kbzvetlen ok-okozati viszonképedz.

Hasonl6an, itt is létezik egy Markov-feltételgy P(U) eloszlas és egy kauzalis relaciokat
leir6 G graf teljesiti &kauzalis Markov-feltételtha G és P(U) teljesiti a lokalis Markov-
feltételt.

A Markov-feltétel teljesllése biztositja, hogy mémd(kazudlis) fiiggés kiolvashaté a grafbal,
a masik iranyhoz, ahhoz tehat, hogy minden a gtakimivasott flggés teljesuljon az
eloszlasban, annak stabilnak kell lenriigy P(U) eloszlastabil ha létezik olyan G graf,
hogy P(U)-ban pontosan a G#bd-szeparacioval kiolvashatd fuggések és fliggefigek
teljesilnek benndpl. megfeleb paraméterezés melletté@rdulhat, hogy egy AB->C
struktaraban A és C flggetlenek).

A fenti kauzalis definici6 a modell és a targytetidsszefliggéseinek értelmezésétdidat
igen eBs, a megfigyelési adatok statisztika elemzéséneletdie meghaladd eszkozt
szolgaltat. Alkalmazasakor figyelembe kell vennumkilyen nem kauzdlis kapcsolatok
okozhatnak valGsziségi Osszefuiggést két valtozd kozott, azaz milyerdtai vannak a
kauzdlis értelmezésnek. llyenek lehetnek pl.:

e Zavar0 valtozok: a két valtozo kozti fliggést okdphagy k6z6sHs (az un. zavard
valtozo) is.

» Kivalasztéasi bias: a valtozok kozti fliggés leheadatgyijtési mod kdvetkezménye is
(pl. ha egy orvosi adatbazisba csak a komolyablfdmégsal kezelt betegek kertlnek
be, akkor a 14z és torokfajas kozott direkt fugdigselhetiink meg).

* Az 6s-0k, leszarmazott-okozat megfeleltetés és a DA&stuktira kizarja a
mechanizmusokban l8wisszacsatolasok (ciklikussagok), illetve az odsza hato
okozatisag lehéségeét.

A modelltér maga (azaz, hogy milyen valtozok szelmgk, illetve azok milyen
értékkészlettel rendelkeznek) szintén befolyasafjagy milyen direkt fliggések
jelennek meg (azaz a graf strukturét).

Reprezentaciok teljessége,itsége, esetlegessége

Mindegyik médszer esetén mas és mas fuggetlenségelehet reprezentalni, &m ez végiilis
csak hatékonysag vesztés. A graf reprezentéciok eyylvanvalé hidnyossaga, hogy nem
képesek abrazolni azt a jelenséget, hogy a valiisz@iszamitas szerint a valtozok paronkénti
flggetlenségé&d nem kovetkezik a valtozék halmazainak flggetlgeséilletve, hogy
lehetségesek nem tranzitiv fliggések.

A fentebbi definiciokbdl az aldbbi algoritmus vdzet le egy P eloszlashoz tartoz6 Bayes-
hal6 megkonstrualasahoz (Verma):
2.3 Propozicio. Vélasszunk 6nkényesen egy., X, sorrendet az eloszlast alkotgX
valtozékhoz, majd legyenek G grafban-hz tartozé csomépont szilei azon minimalis
méreti Pa(X)OX részhalmaz elemei, amelyekhez tartozé valdisg&igi valtozdkra fennall,
hogy

P(Xi|X1,...,%-1) = P(X%|Pa(X)), ahol Pa(i)JX4,...,X.1. EKkor G graf egy P eloszlashoz
tartozé Bayes halo.



A fentebb formalisan ismertetett mddszer szenrigrmalisan fogalmazva
* acsomopontok véltozéknak felelnek meg,

» az élek "direkt fuggést" jel6lnek,

 minden csomoponthoz tartozik egy feltételes vahis&gi tabla, a székkel mint
feltételekkel.

Ezzel a modszerrel minden eloszlas reprezentall&d,2.3 Propozicid, illetve ha adott egy
Bayes hald, akkor az egy eloszlast definiél:
* ha iranyitott kérmentes graf, akkor létezik a cspomioknak egy topolégikus
sorrendje:(i<j> (X; nem szerepel Xfeltételekent a feltételes valosag@geken
alapul6 dekompozicidban),

* a sorrend alapjan lehetséges feltételes valdsegek szorzatara valé bontas, ahol a
feltételes valdsziiségi tAblak ismertek.

Tovabbi ebny, hogy mivel nincs redundancia, nem lehet ellemdést Iétrehozni. A
struktira és a paraméterek egy médon azonban etiteiy mivel a paraméterek (eloszlas)
szerinti fliggetlenséget nem feltétlendl reprezgmtaktruktara (graf).
A mobdszer egyik kritikus pontja a valtozok sorrémdik megvalasztasa, ami a valtozok
kozott egyfajta ok-okozat viszonyt, kauzalitastiniéd, a feltételes valésziiségek ,iranyat”.
Tovabba a sorrend befolyasolja a reprezentaciolmmmegh feltételes valdsziiségek
megvalasztasat is, ami azt is jelentheti, hogy ngyan eloszlas esetén bizonyos sorrendnél
egy igen ritka graf, mas sorrendnél igen sdkgthf johet ki. Gondoljuk példaul végig a naiv
Bayes model példajat (YaX.,Xn) és (X%,...%X, ,Y) sorrend esetén. Ez a tulajdonsaga a
reprezentaciénak furcsanaknhet, hiszen a Bayes halok egy masik neve is - s@lidy
network” - az okok és okozatok kapcsolatdnak lafésutal. és a megszokott emberi
okoskodas szerint az okok és okozatok rendszerekibbjszikségszéség, ami az il
entropia és kapcsolodé fogalmakon alapu. A kauwmahitonatkoz6 targyaldsa megtalalhato
példaul [J-ben, itt csupan két alldspontot emlitlink

» Objektiv szemlélet. Egy adott terlilethez tartozézeditasi modell a teriilet objektiv és

szlukségszérkovetkezményel.

» Szubjektiv szemlélet. Egy adott terllethez tarkendzalitdsi modellt egyrészt a tertilet
objektiv tulajdonsagai, masrészt szamitasi kéng&zerszubjektiv preferenciak
esetlegességek alakitanak ki. A hatékony szamiagieeléshez aktivan keresni kell
a dekomponalé valtozokat, a hatékony sorrendebésly a kiadddd reprezentacio
hatékonyan irhassa le az eloszlas objektiveddadtételes fliggetlenségit.

Dontési haldk

Az ismertetett Bayes halok reprezentacitja egyegekiterjeszthét a dontési alternativak és
kovetkezmények leirdsara is. Az ugynevezett dortékizatok az alabbi harom csomopont
tipust tartalmazzak.
» Egy véletlen csomépont(chance nodg egy valoszifiségi valtozot jeldl, a Bayes
hal6zatokban megszokott modon, azonban a dontékhzatékban a szl
csomoépontok lehetnek dontési csomopontok és valelemdpontok.

» Egydontési csomoépon{decision nod¢ dontési alternativakat reprezental.

» Egy hasznossag csomoépontofutility node) egy hasznossag fliggvényt reprezental.
Egy hasznossdg csomopontnak &glilaz 6sszes olyan valtozo, amelyek éltal leirt
kimeneteli allapotok kdzvetlenul befolyasoljak aztasznosségot.



Miutan megkonstrualtuk az adott dontési helyzettaetnz6 dontési halot, egy adott dontési
alternativanak és ismereteinknek megtedal beallitjuk a dontési csomdpontokat és véletlen
csomopontokat. Ezt kouegn a kimeneteli események feltételes eloszlasa wmedBa
hal6zatoknal ismertett algoritmusokkal kiszamithat@jd ezt a hasznossag fuggvényekkel
kombindlva a dontéshez tartozé varhaté hasznosségk éiszamithaté. A bayesi
paradigmaban a dontéshez tartozé varhaté hasznekssmjasa szamithatd ki. Az optimalis
dontés pedig a maximalis hasznossag elve (miniméfisteség elve) alapjan hozhaté meg.

Kovetkeztetés Bayes halokkal

Adott S struktdrgju é€ paraméterezésBayes halo esetén a kovetkeztetés ExS,)
feltételes valosziiségi érték egzakt kiszamitdsat vagy sztochasztikaslitését jelenti. A
bayesi paradigmaban ayi(0,S;) feltételes valosziiségi érték helyett a P§,0,S)
valosziriségi valtozé [0,1] intervallumi eloszlasat szerekngnegkapni vagy B{x)=Epes)
Py[x,©,S) varhatd értéket. A Pk,©,S) eloszlasra és a () varhatd értékre bizonyos
esetekben levezetlist zart formulak, altalaban azonban csupan egy k@éagélk allithato €l
sztochasztikus modszerek alkalmazaséaval. @, ¥ eloszlas [a(S))P(S) felbontasaval egy
hatékony hierarchikus sztochasztikus moédszer kaplzahi ebszor a struktirdkhoz tartozé
diszkrét eloszlasbdl, majd a¢; hiperparamétér Dirichlet eloszlasbél mintavételez (i=1..n,
I=1..L;). Ekkor a feladat a W[,0,S;) feltételes valosziiségi érték kiszamitasa vagy
kozelitése. A tovabbiakban erre a ,nem-bayesi’ kKagetésre vonatkozdé eredményeket
foglalunk roviden 6ssze. A fejezetben ,kdvetkezbwlatt a ,nem-bayesi” kdvetkeztetést, a
Ply|x,0,S:) feltételes valoszirségi értek kiszamitasat vagy kozelitését, értjik.

A kovetkeztetés komplexitdsa

Formalisan megmutathatd, hogy egyetlen valtozoszitdségének kiszamitasa is NP nehéz.
Ez vérhatd, hiszen egy logikai hal6zat kdnnyedé@rezentalhatdé egy Bayes haloban, igy
példaul beletranszformélhatok a kielégitiséggel kapcsolatos problémak (3SAT). Mivel a
szubk maximalis szama ekkor is kisebb mint 4, ez aztjelenti, hogy a szamitas
komplexitdsat nem a befokok hatarozzak meg.

A kozelity szamitdsok is nehezek altaldnos struktiraju Bagkkban.

Varhatoan, (ha NBP), mindere <1/2-re, nincs polinom tikomplexitasu algoritmus, aminek
p becslésére |P(y|x)-fl<

Varhatdéan, (ha NBRP), mindend, €<1/2-re, nincs polinom itkomplexitdsi randomizalt
algoritmus, aminek p becslésére |P(y|xep|<

Probléma egyik forrasa példaul az diténagysagu feltételes valdstg@gek, példaul
funkcionalis fliggés esetén.

Kdvetkeztetési algoritmusok

Mint lattuk altalanos esetben a kovetkeztetés NRéme azonban specialis tulajdonsagu
grafokra léteznek hatékonyabb algoritmusok. Megieg@, hogy altaldban a mddszerek
adott bizonyiték esetén kiszamitjak egy valtozétéfeles eloszlasat. Ez azonban
felhasznalhaté tobb valtozo6 tedszges konfiguraciojanak valostgegenek kiszamitasara is

a P(X,.,Xn)=P(X1X2,.,Xn)..P(X,) felbontassal.

« Ervelés fak esetén. Egy iranyitott grafot egysamegsszefiiginek neveziink, ha
barmely két csomopontja kdzott egyetlen Gt létgak trividlisan igaz fakra). Az
algoritmus minden tovabbi modszernek alapja. Koxifisa a csomopontok
szamaban lineéaris.



« Ervelés klikkek fajan. Egy altalanos DAG gréaf esetiéfinialhaté egy fa, amely faban
az élek a csomoépontok bizonyos részhalmazaibol dtirkiikkeket kdtnek dssze (a
klikkekben 0Osszevont véltozokat egyetlen valtozdkdezeljik, eértékkészletik
Descartes szorzata definialja az 0j értékkészlarmi, az exponencialis komplexités
miatt nagy méret esetén kezelhetetlenséget jelem). kapcsolodd "Probability
Propagation in Trees of Cliques (PPTC)" algoritrauBayes hélot transzformalja egy
iranyitatlan grafba, aminek komplexitasa a legnagyklikkméretében exponencidlis.
Mivel valés problémakndal a klikkméret gyakran kéwe#d marad, az algoritmus az
egzakt megoldast adok kozoétt a legnépgaer

» Sztochasztikus szimulacid. A Bayes halo tekirilegly sztochasztikus rendszernek is,
aminek allapottere a konfiguraciék halmaza, alleglbbzasa (elemi lépése) egy
valtoz6 megvaltozasa és atmeneti matrixa pedignidétfi hiszen adott egy valtozo
feltételes eloszlasa adott konfiguraciéo eseténaleooxd Markov-hatarara vonatkozo
feltételes eloszlasa). A sztochasztikus kodvetkézaggoritmusok dinye, hogy nem
igénylik a valGszifiségi valtozok diszkretizaltsagat, igy folytonos téaAbkat
tartalmaz6 modellekre is alkalmazhat6. Kiléndsekoakad gyors és megbizhaté
eredményt ha az allapotatmenetek azonos nagysdigiend

Végezetll megemlitjik, hogy sok esetben csupan gyalésziribb érték(kombinacid)
kiszamitasa a cél. Az @6 modszerekkel adotk bizonyiték esetén kiszamithatdé &z
valtozo(k) a PY|x) feltételes eloszlast, azaz az 6ssYelsoz tartozo konfiguracio feltételes
valészirisége. Ekkor a legvaldsibb y =argmaXorange(v) P/|X) konfiguracié természetesen
P(Y|x) ismeretében kiszamithat6, de ez egy feleslegeskéz feladat, mivel kiszamitasara
léteznek hatékony direkt modszerek [].

Legval6szinibb magyarazat
Az el6z6 mobdszerek adott bizonyiték esetén szamitottdk dy ealtozo, illetve ezt

konfigurdci6 megkeresése ez alapjan természetebggeeheat, ha kiszamitanank az
Osszetett esemeények valdésdégét, majd maximumot keresnénk.

1, Ym" = argmay,,..y ) P(Y1=Y1,- Ym=YmlIX1=X 1, Xn=Xp)

Ez azonban exponencidlis koltségigén¥Egy masik modszer, ha csak az egyedi valtozok
feltételes valdsziségét szamitanank ki, ami azonban nem elégségezenhiaz egyedi
feltételes valdsziiségek alapjan nem szamithatd ki a konfiguraci@telies valdsziisége.
Ehelyett Iéteznek direkt médszerek arra, hogy amistlen valtozok egy adott részhalmazan
belll megkeresse a legval6s#ib konfiguraciot.






