Rejtett Markov Modellek

Felkészllés

A beagyazott informacids rendszerek egyilkihivasa a bizonytalan mérések, megfigyelések
integralasa. Ennek gyakori alapesete, ha egy isteeyeakar folyamatosan valtoz6 allapot
értékét szeretnénk dblen egymast kovét megfigyeléssekkel megismerni. Ennek
modellezésére szlletett rajtett Markov-modell(RMM) osztaly, ami egyrészt Markov-
lancok altalanositasanak, masrésRBayes-halllspecializalasanak is tekintibek. Tovabba a
arejtett Markov-modelleléltaldnositasanak tekintibed dinamikus Bayes-halihodellosztaly

is, ami egy késbbi labor anyaga.

A labor eredményességéhez javasoljuk, hogy frisiteel altalaban a Bayes hélokra
vonatkozo ismereteiket (a Mesterséges Intelligekéiayv 15. fejezete), és ismerkedjenek
meg a Rejtett Markov Modellekkel.

A mérés hattere:

A labor folyaman ismeretlen szekvenciak tipusatellk felismerni, ami mind
beszédfelismerés és mind molekularis bioldgiail&téin gyakori feladat. Nevezeten tegylk
fel, hogy szekvenciaink két osztalyba sorolhatGhlés x2, amelyek egyrészt adott P(%.1)
valésziiséggel valtjak egymast, masrészt kulortbd2(E| x) eloszldsok tartoznak a
megfigyelésikhoz. Beszédfelismerés esetében az élpsztehet két sz4, adott
hangeé/fonéma/morféma karakterisztikaval. Biol6giai szekeiaelemzés esetében az osztaly
lehet két gén vagy fehérjecsalad, adott nukledmivaminosav karakterisztikaval.

Ellen 6rz6 kérdések:

» Mitorténik egy valoszifiségi kdvetkeztetés folyamén a nem ismert valtoz@kka

* Milyen Bayes hél6 strukturaban lehetséges valtazdinaban lineéris kdvetkeztetés?

* Mia kulénbség a legvalésZibb magyarazat és a megszokott valGssatgi
kovetkeztetés kozott?

e Miért pontosabb a simitds mint diszs?

» Mit okoz a kbvetkeztetés szempontjabdl, ha csoldtenyészik a rejtett
allapotvaltozék kozti fliggés?

Hazi Feladat:

Ismerkedjen meg a Matlab Bayes Network Toolbox(@MNT) http://code.google.com/p/bnt/.
Nézze meg a “tutorial’-t (http://bnt.googlecode.d¢swm/trunk/docs/usage.html), és
tanulméanyozza &t a ,Creating your first Bayes re#itti példat. Talaljon ki egy hasonld
komplexitdsu feladatot, és alkossa meg a modeljéidiza magaval a mérésre az elkészitett
feladatot!



Feladatok
Feltételezve egy binaris szenzorvaltozot végezeeackdvetkedket.

1. Elemezze a kapott adatot, becsulje meg a
a. szekvenciék tipusanak (csoportjainak) a szamét ,
b. a koztik 1é¥ atmeneti matrixot/valségeket (hasznéljon egyestétbb hijan),
c. az intenzitdsok/szenzormodellekbeli feltélteles&geket.
2. Epitsen alkalmas Rejtett Markov Modellt (RMM) égjeéze el a kovetkéket:
a. Sazirés: Szamitsa ki az egyes szekvenciak (allapotok) Esarzaz addig
megléw megfigyeléseket ismeretében.
b. Simitas: Szdmitsa ki az egyes szekvencidk (allapotok) élearlaz dsszes
megfigyelések ismeretében.
c. Hasonlitsa dssze aisgs és simitas eredményeét.
3. Definialjon Uj allapotatmenet matrixot, generalpgy véletlen allapotszekvenciat, és
végezze el az allapotszekvencia kézi(!) szimulaldsdnérését.
4. Ismételje meg a 2. feladatot az Uj adatokon.

Altalanos Bayes halok

A tobbvaltozos valosziiségi modellek alkalmazésénal a fuggetlenségeknekdzponti
szerepe, amelyek a modell dekomponalasat teszioheh Tegyuk fel, hogy
megkonstrualtunk egy P¢X.X,) valosziriségi modellt és valasszunk egy dnkényes
sorrendezést a valos#Begi valtozok szamara és tekintsiik a kbvetkarnden esetben
lehetséges dekompoziciét (lanc szabaly):

P(Xg,-,Xn) = P(Xa| Xo..,Xn)P(X2| X3..,Xn)...P(%0)=Miz1.n POX| Xis1..,Xn)

Valos modelleknél a feltételes figgetlenségek &ah gyakoriak, igy a P(XXi+1..,Xn)
feltételes valosziisegek P(XXi,,..,Xi,)-re cserelhék, ahol {X,,.., X} OPa(X)=ge{

Xi+1..,Xn }. Mivel a Pa(X),i=1..n ,szlbi” halmazok mérete gyakran egy adott korlat alatt
marad, ez a dekomponalés a gyakorlatban igen hesakdizonyulhat. Példaul, ha egy adott
sorrendezésnél #( PajX<k,i=1..n, azaz a valtozok csak maximum k szandsiktol

flggnek, akkor az eloszlas reprezentalasa, akiamddete, nagysagrendekkel kisebb lehet.
Binaris valtozok esetén e, 2letve n*Z nagysagrentimodel méretet jelent, ez n=20 és k=5
esetén 1 Gigabyte nagysagrendet, illetve 1 Kilobgigysagrendet jelent. Ez a feltételes
flggetlenségeken alapul6 dekompozicié hatékonyadmiast, példaul marginalizacioét is
lehetvé tesz.

A feltételes fuggetlenségek hatékony felhasznaasaban csak akkor lehetséges, ha
hatékonyan reprezentéljuk és kezeljlet, hiszen hiaba adottak implicite a definialt
eloszlassal, a definicién alapuléd eberés nem praktikus. Explicit reprezentacidjuk és
modellezésik sziikséges. Vezessik be ezért a katgstelést:

2.2 Definicié. Feltételes fuggetlenség/,g,W) jeldlje azt, hogyZ-t ismerveV ésW

fuggetlen, ahoV,Y, WO X.



2.3 Definici6. Fliggségi modellnek nevezziik ilyen allitasok egyiittelBt {I1,...,1.}.*

A bevezetett jeloléssel a feltételes fuggetlenségekint logikai allitAsokat kezelhetjuk.
Ennek bevezetése és hasznossaganak felismerétakerapozicioban és vizualizaciéban
jatszott kdzponti szerepének a felismerése - sszaliségszamitas szempontjabol, dont
fontossagu lépés volt, ami letieé tette a bizonytalansag hatékony kezelését, zialtse gi
alapu szakéti és dontéstamogato rendszerek széles &tialmazhatdsagat. A célul kautt
valésziriségi modell hatékony megkonstrualasahoz ezért efjygighségi modellt
konstrualnunk meg, ami majd remélieg olyan dekomponalast definial, ami lehet teszi
a modell hatékony felparaméterezését, kvantifikaéideltételes fiiggetlenségek logikai
modelljének tovabbi éhye hogy logikailag is lehet rajta érvelni, azafirdélhaté egy
érvényes és hatékony kovetkeztetési médszer. Egikraliny, hogy a feltételes
flggetlenségek onallo kezelését az emberi szgkirtvald igazodas is indokolja. Egyrészt az
emberi szakéttezt a kvalitativ struktarat akkor is ismeri észrddja, hogyha a kvantitativ
fllggésekre nicsenek becslései. Ez altaldban gdeisti, hogy egy szakértltal adott
kvalitativ struktdra megbizhatébb, mint az altalathvaloszidségek.

Az M fuggoségi modellre természetesen kényszereket jeleighadott dontési helyzethez
tartozé P valdsziiségi eloszlas modellezésére hoztak létre. Azazlitdsok rendszere nem
tetsdleges, példaul

I(V,Z,W)OM < I(W,Z,V)OM.
Az, hogy M egy eloszlasra vonatkozik, olyan szigorgszoritdsokat jelent, hogy M igen sok
esetben "vizualisan", gréfokkal is reprezentalhato.

A kovetkedkben bemutatjuk, hogy a grafok a fiiggetlenségetememtélasa mellett , hogyan
hasznalhatok fel a valostiisegi eloszlas kvantitativ leirasdhoz mind a nenesiags bayesi
paradigmaban (egyetldhfelparaméterezés, illetve@®)a priori eloszlas definialasahoz). A
valGsziriiségi eloszlasoknak, fliggési modelleknek, az elsskldekomponélhatésaganak,
illetve a figgési modellek grafokkal tortereprezentalasanak kélcsonds 6sszefiiggését a 4.
Abra mutatja.
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! Erdekes, hogy ,fiiggetlenség” nemcsak a valds&igszamitas szerinti értelmezéssel, hanem példaul
adatbazisok esetén is megfogalmazha¥2(W): Z-t ismerveV nem jelent korlatozas¥ értékeire.



Markov halék

Adott fuggdségi modell M={L,...,I.} reprezentaladséra egy G%E) irdnyitatlan grafot
hasznalunk, ahd? a (csomd)pontok halmaza EsP-be tartoz6 pontpérok, élek halmaza.
Foglaljuk 6ssze a definicidkat.

2.3 Definicio. Jeldlje ¥|Z|W>g, ha minderV ésW kozotti Gton létezik egy csombpont ami
elemeZ-nek. Ezzel a feltételes fliggetlenséget probaljajdmeprezentalni és megfelel annak
az intuicionak, hogy példaul a tunetek fliggetlevéléak, ha kbzos okuk egy betegség
ismert.

2.4 Definici6. G-t M-hez tartozifiggetlenségi-diagrammndkdiagrammnalk nevezzik, ha
<V|Z|W>c=I(V,Z,W). Ekkor a grafban megallapithato fuggetlenségben fenall, de nem
biztos, hogy reprezentalva van. Ez azt jelentiyhmgm minden flggetlenség van
reprezentélva. Egy teljes graf természetesen Iraiam, mivel nem mond ki fliggetlenséget.
2.4 Definici6o. G-t M-hez tartozperfekt-diagrammnakevezzik, ha tokéletesen reprezentélja
tudasunkat a fuggetlenségékazaz ¥|Z|\W>g = I(V,Z,W). Eloszldsokra vonatkoz6 M-
eknél ilyen nem mindig lehetséges. Gondoljunk dreay egy P eloszlasnal lehetséges, hogy
I(V,Z,W) és=l(V,Z',Y )}, ahol ZOZ’', azaz tovabbi informaciok addig feltételesen fuggetl
valtozékat fuggvé tesznek. Példaul, ha két érmével fuggetlentldkkks XOR-olt
eredményuiket tekintjik egy harmadik val6$sigi valtozonak. Ekkor ha az eredméyr

nem tudunk semmit, a két valtozo feltételesen ftiggeHa azonban a harmadik valtoz6
ismert, akkor egy dobas fiiggvénye a masik dobagkednban formalizalhatd, hogy milyen
megkotéseknek eleget teM-hez létezik tokéletes reprezentacio.

2.5 Definicié. G-t M-hez tartozéarkov-halénaknevezzik, ha I-diagramm és barmely
élének torlésére mar nem lenne az.

2.6 Definicié. G egy pP csomopontjahoz tartoB{p) Markov-hatarnaknevezzik azt a
minimalis elemszamBOX, v(IB részhalmazt, ha I(B,V-B-p), azaz h& mintegy

.elvalasztja” p-t a halézat tobbi résakt

Ezekutén egy tétel formajaban is kimondhat6 hodyarstrualjuk meg egy szigoréan pozitiv
P eloszlas Markov-hélojat[Pearl]:

2.1 Propozicié. Ha G(P,E) esetén, {p} UE - p,CIB(pi), ahol B(p) egy szigorbéan pozitiv P
eloszlas altal definialt, akkor G a P eloszlad @édinialt M figgési modellhez tartozé
Markov-halo.

Egy adott P eloszlashoz tartozé grafreprezentaziahdvetkeé tétel alapjan lehet
hozzarendelni az eloszlas kvantitativ jelléihza valdszifiségeket (a bayesi kiterjesztést a
kovetked, jobban elterjedt graf reprezentacio kapcsan itjgk majd).

2.2 Propozicié. P valésZiségi eloszlasekomponalhat graf alapjan, ha G I-diagrammja
P-nek és G "haromszogesitett", azaz minden nédnssizabb kore tartalmaz egy nem
szomszédos csomopontot 6sszékdit. Ebben az esetben P eloszl@kIG graf klikkjeihez
tartoz6 eloszldsok szorzataként osztva a klikketsneteinez tartozo eloszlasokkal (Klikknek
nevezzik egy graf csomoépontjainak egy részhalmagdtieljesen 6sszekotott és maximalis).

Az, hogy a graf részenként reprezentélja a teljel&zlast két szempont miatt Iényeges:
» aszakéfitsl és adatokbdl a részeit elég megbecslni,
» hatékony szamitast tesz letwd, hiszen P-vel kapcsolatos szamitdsok is

dekomponalédnak a klikkekre, igy a szamitas, példaarginalizacié, csak a
klikkméretekben lehet exponencialis.



Bayes halok: reprezentacio

A valbsziniségi megkdzelitésben bizonytalan tuddsunkat szsatkas valtozok egylttes
eloszlasaval reprezentaljuk. A szisztematikus stindlval nem rendelkézérgyteriletek
esetén (szemben pl. a kép- és hangfeldolgozagstypa eloszlasok modellezésére hasznalt
elsbdleges eszkdzt ma a Bayes-haldk jelentik. Ezekiggrirényitott kérmentes grafban
(DAG - directed acylic graph) reprezentaljak aaziikat és a koztik Iéwsszefliggéseket:
minden csomépont egy-egy valtozot jeldl, és minceymodponthoz tartozik egy lokalis
feltételes valdsziiségi modell, amely leirja a véaltozé figgését aeikill(a pontos definiciot

a kovetked fejezet tartalmazza).

Mint reprezentacios eszkdz, egy Bayes-halé haren#fdklmezést kaphat, ezek a felsorolas
sorrendjében egyre &ebb modellezési, értelmezési Iéiséggel birnak:

» Tekinthet egyszefien az egyuttes eloszlas egy hatékony &brazolasamsk, a
csomopontonkénti feltételes valésmBgi modellekre vald faktorizalassal a
felhasznalt paraméterek szama jalsanh csokken.

 [Egy adott struktira meghatarozza, hogy az abrédokzlasban milyen feltételes
flggések és fliggetlenségek lehetnek, azaz az dkinthetk a kozvetlen
val6sziniségi dsszeflggések reprezentacidjanak, mig a tgligk a reprezentalt
eloszlas fuggési térképének.

* Az elbzonél is ebsebb a kauzalis értelmezés, amelyben minden éffriatett két
csomopont kozotti ok-okozati 6sszefliggésként égehiik.

A valésziniségi definici6: szintaxis és szemantika
Egy Bayes-halo struktiraja és a reprezentalni kiekoszlas kozti kapcsolatot az alabbi négy
feltételre alapozhatjuk, melyekrbelathaté (Cowel1999), hogy ekvivalensek.
A P(Xy, ..X,) eloszladaktorizalhatéa G DAG szerint, ha:
P(X,..X,)= [TP(X, [PalX,))
ahol Pa(X) az X csomopont szdl halmaza.
 AP(Xy, ..X,) eloszlasra teljestl sorrendi Markov-feltéteG szerint, ha
Oi =11 (X, [PalX i) [{ Xy T <IPVPa(X0))p 0
ahol az I(X]Y|2) relécio az X feltételes fliggetlégét jelenti a Zdl Y feltétellel, n
pedig a struktura egy topologikus rendezése
* A P(Xy, ..X,) eloszlasra teljesullakalis (szudi) Markov-feltételG szerint, ha barmely
valtozé fiiggetlen nem-leszarmazottaitol, feltévidest.
A P(Xy, .. X, eloszlasra teljesil globalis Markov-feltéteG szerint, ha
Ox,y, zO{X} 1 1(x] 2] y)e = 1(X] Z| )
vagyis, ha z d-szepardljg-et y-t6l a G grafban, akkor x fliggetlen y-t@|téve z-t.
Egy elfogadott definicié a Markov-feltételek aléalott flig@ségi rendszer tulajdonsagaira
épit (Pearl1988):
A’'G’ irdnyitott kdrmentes graf a 'P(U)’ eloszl&ayes-halojgU az dsszes valtozd halmaza),
akkor és csak akkor, ha mindanlU valtozo6t a graf egy csomépontja reprezental, drgra
teljesil valamelyik (és igy az 6sszes) Markovitd|tés a graf minimalis (azaz barmely él
elhagyasaval a Markov-feltétel mar nem teljestilne).

27" d-szeparalja 'x-et és 'y'-t a'G’ grafbany.z 0V (G) ), ha minden 'x’ és 'y’ kz6tt mehiranyitatlan 'p’
utat blokkol, azaz, ha (1) 'p’ tartalmazza 'z’ egigmét nem Osszefuto élekkel, vagy (2) 'p’ tartadragy
'n’csomopontot 0sszefutd élekkel, hogy 'z’ nemaértazza sem 'n’-t, sem valamelyik leszarmazottjat.



Mig ez a definicié egyérteliren a val6szifiségi fluggetlenségek rendszerének
reprezentéciojaként tekint a Bayes-hélora, adadigmoki gyakorlatban kdzkedvelt az
alabbi, praktikus meghatarozas:

Az 'U’ valbszidiségivaltozo-halmaBayes-haldja (G, 0) paros,ha 'G’ iranyitott kbrmentes
graf, amelyben a csomépontok jelképezik U eletgiedig csombpontokhoz tartozé
'P(X|Pa(X)) feltételes eloszlasokat leir6 numeskaraméterek 6sszessége.

Fontos megjegyezni, hogy a definialt modellosztalyh lehetséges strukturak szama a
csomopontok szdméban szuperexponencidlis, ez pedikésbb targyalandoé tanulas
komplexitadsat is befolyasolja.

Bar egy Bayes-halé egyarant tartalmazhat diszleréblgtonos valtozdkat is, mi a
tovabbiakban kizarolag diszkrét, véges valtozokaglalkozunk, feltéve tovabba, hogy
minden lokalis feltételes valostiségi modell a multinomidlis eloszlasokhoz tartohify a
paraméterek Un. feltételes valosd@gi tablak (FVT-k) elemei

Egy adott Bayes-halo struktirdja meghatarozza, bagyilyen fuggéseket irhat le (pl. kiilon
komponensekben léwaltozok kdzt nem lehet fliggées), azonban kilodksiaiktarakhoz is
tartozhat azonos implikalt fliggési rendszer. Haskeétktirdbdl ugyanazok a feltételes
flggetlenségek olvashatok ki, a két grafetgfigyelés-ekvivalensnetondjuk. Belathato
(Pearl1988), hogy két graf akkor és csak akkorfiggelés-ekvivalens, ha iranyitas nélkuli
vazuk, illetve v-struktiraik (az AB<C tipusu részgrafok, ugy, hogy A és C kozt nings él
megegyeznek.

A megfigyelési ekvivalencia segitségével a struddtat diszjunkt osztalyokba sorolhatjuk.
Minden ilyen ekvivalencia osztalyt egy (n. esszaliePDAG gréaffal reprezentalhatunk. Az
esszencidlis graf vaza megegyezik az osztalybartadrafokéval, és csak azok az élei
irAnyitottak, amelyek iranya mindegyik grafban npgerik (ezek az an. kényszeritett —
compelled- élek).

Kauzalis definicio
Az eloz6, tisztan valoszifiségi definiciok bevezetése utan formalisan konmrhetink a
Bayes-halok kauzalis értelmezésérgy (G,0) paroskauzalis Bayes-haldja P(U)
eloszlasnak, ha egyrészt a targyterilet valG&s&gi modellje az ks értelmezések szerint,
tovabba minden él kbzvetlen ok-okozati viszonké jedz.
Hasonléan, itt is Iétezik egy Markov-feltételyy P(U) eloszlas és egy kauzalis relaciokat
leir6 G graf teljesiti &kauzalis Markov-feltételtha G és P(U) teljesiti a lokalis Markov-
feltételt.
A Markov-feltétel teljestilése biztositja, hogy mémd(kazualis) fliggés kiolvashato a grafbdl,
a masik irhnyhoz, ahhoz tehat, hogy minden a gr&ibtvasott fliggés teljesiljon az
eloszlasban, annak stabilnak kell leniigy P(U) eloszlastabil ha létezik olyan G gréf,
hogy P(U)-ban pontosan a Gld-szeparacioval kiolvashat6 fliggések és fliggefigak
teljesilnek benn@l. megfeleb paraméterezés mellettérdulhat, hogy egy AB->C
struktdraban A és C fuggetlenek).
A fenti kauzalis definicié a modell és a targytetidsszefiiggéseinek értelmezésétidat
igen eBs, a megdfigyelési adatok statisztika elemzésénaitdie meghaladd eszkozt
szolgaltat. Alkalmazasakor figyelembe kell vennimidlyen nem kauzélis kapcsolatok
okozhatnak val6szirségi 6sszefliggést két valtozé kozott, azaz milyetatai vannak a
kauzdlis értelmezésnek. llyenek lehetnek pl.:

e Zavar( valtozok: a két valtozo kozti fuggést okdgh@agy k6z0ss (az un. zavard

valtozo) is.

% Egy PDAG (partially directed acyclic graph) gr&fgyesen tartalmaz iranyitott és iranyitatlan éleket



» Kivalasztési bias: a valtozok kozti fliggés leheadatgyijtési mod kdvetkezménye is
(pl. ha egy orvosi adatbazisba csak a komolyablfdmégsal kezelt betegek kertlnek
be, akkor a 14z és torokfajas kozott direkt fugdigselhetiink meg).

* Az 6s-0k, leszarmazott-okozat megfeleltetés és a DA&stuktira kizarja a
mechanizmusokban l8wisszacsatolasok (ciklikussagok), illetve az od=za hato
okozatisag lehéségét.

A modelltér maga (azaz, hogy milyen valtozok szelmgk, illetve azok milyen
értékkészlettel rendelkeznek) szintén befolyasadfjagy milyen direkt fliggések
jelennek meg (azaz a graf strukturét).

Reprezentaciok teljessége,itsége, esetlegessége

Mindegyik médszer esetén mas és mas flggetlenségetehet reprezentalni, &m ez végiilis
csak hatékonysag vesztés. A graf reprezentécidk egifivanvald hianyossaga, hogy nem
képesek abrazolni azt a jelenséget, hogy a valiszfiszamitas szerint a valtozok paronkeénti
flggetlenségéll nem kovetkezik a valtozok halmazainak figgetlgesdletve, hogy
lehetségesek nem tranzitiv fliggések.

A fentebbi definiciokbdl az aldbbi algoritmus vdeet le egy P eloszlashoz tartoz6 Bayes-
halé megkonstrualasahoz (Verma):
2.3 Propozici6. Valasszunk 6nkényesen egy, X, sorrendet az eloszlast alkotdX
valtozékhoz, majd legyenek G grafbanhéz tartozé csomépont szilei azon minimalis
méreti Pa(X)OX részhalmaz elemei, amelyekhez tartozé valdisgigi valtozékra fennall,
hogy

P(Xi|X1,...,%.1) = P(X|Pa(X)), ahol Pa(i)JXj,...,X.1. EKkor G graf egy P eloszlashoz
tartozé Bayes halo.

A fentebb formalisan ismertetett médszer szemfgrmalisan fogalmazva
e acsomopontok valtozoknak felelnek meg,

» az élek "direkt fuggést" jel6Inek,

 minden csomoponthoz tartozik egy feltételes vahis&gi tabla, a székkel mint
feltételekkel.

Ezzel a mbdszerrel minden eloszlas reprezentalldstt 2.3 Propozicio, illetve ha adott egy
Bayes hald, akkor az egy eloszlast definiél:
* ha irdnyitott kdrmentes graf, akkor létezik a cspordoknak egy topoldgikus
sorrendje:(i<j> (X; nem szerepel Xfeltételekent a feltételes valosag@geken
alapul6 dekompozicidban),

» a sorrend alapjan lehetséges feltételes valtseégek szorzatara valé bontés, ahol a
feltételes valdsziiségi tAblak ismertek.

Tovabbi ebny, hogy mivel nincs redundancia, nem lehet ellemtdést |étrehozni. A
struktdra és a paraméterek egy modon azonbanetité@iy mivel a paraméterek (eloszlas)
szerinti figgetlenséget nem feltétlenll reprezgntéktruktira (gréf).

A modszer egyik kritikus pontja a valtozok sorrédik megvélasztasa, ami a valtozok
kdzott egyfajta ok-okozat viszonyt, kauzalitasticiéd, a feltételes valdsziségek ,iranyat”.
Tovabba a sorrend befolyasolja a reprezentaciobamregh feltételes valdsziiségek
megvalasztasat is, ami azt is jelentheti, hogy ngyan eloszlas esetén bizonyos sorrendnél
egy igen ritka graf, méas sorrendnél igen sdikgehf johet ki. Gondoljuk példaul végig a naiv
Bayes model példajat (Y X.,Xn) és (X%,...%n ,Y) sorrend esetén. Ez a tulajdonséaga a



reprezentécionak furcsanathet, hiszen a Bayes halok egy masik neve is - $8aldy
network" - az okok és okozatok kapcsolatanak lafeastal. és a megszokott emberi
okoskodas szerint az okok és okozatok rendszeekibbjszikségszaség, ami az il
entropia és kapcsolddo fogalmakon alapu. A kadmalibnatkozé targyalasa megtalalhato
példaul []-ben, itt csupan két allaspontot emlitiink
» Objektiv szemlélet. Egy adott terlilethez tartozézeditasi modell a terllet objektiv és
szukségszérkovetkezményel.

» Szubjektiv szemlélet. Egy adott terllethez tarkendzalitdsi modellt egyrészt a tertilet
objektiv tulajdonsagai, masrészt szamitasi kéngkzerszubjektiv preferenciak
esetlegességek alakitanak ki. A hatékony szamiasieeléshez aktivan keresni kell
a dekomponalé valtozokat, a hatékony sorrendebésly a kiadddd reprezentacio
hatékonyan irhassa le az eloszlas objektiveddadtételes fliggetlenségit.

Dontési halok

Az ismertetett Bayes halok reprezentacidja egyerekiterjeszthéta dontési alternativak és
kdvetkezmények leirdséara is. Az Ugynevezett dohiszatok az alabbi harom csomopont
tipust tartalmazzak.
* Egy véletlen csomépont(chance nod¢ egy valoszifiségi valtozot jeldl, a Bayes
hal6zatokban megszokott modon, azonban a dontékhzatédkban a szl
csomopontok lehetnek dontési csomépontok és valedemdpontok.

» Egydontési csomoépon{decision nod¢ dontési alternativakat reprezental.

» Egy hasznossag csomoépontofutility node) egy hasznossag fliggvényt reprezental.
Egy hasznossdg csomopontnak &glilaz 6sszes olyan valtozo, amelyek éltal leirt
kimeneteli allapotok kdzvetlenul befolyasoljak aztasznosségot.

Miutan megkonstrualtuk az adott dontési helyzetaewz6 dontési halot, egy adott dontési
alternativanak és ismereteinknek megtedalbedllitiuk a dontési csomdpontokat és véletlen
csomopontokat. Ezt koun a kimeneteli események feltételes eloszlasayaBa
halézatoknal ismertett algoritmusokkal kiszamithatdjd ezt a hasznosség fuggvényekkel
kombinalva a dontéshez tartoz6 varhato hasznostggkészamithato. A bayesi
paradigmaban a dontéshez tartoz6 varhato haszneksatasa szamithato ki. Az optimalis
dontés pedig a maximalis hasznossag elve (minimésigteség elve) alapjan hozhaté meg.

Kovetkeztetés Bayes halokkal

Adott S struktaraju €9 paraméterezéBayes halo esetén a kdvetkeztetésydx X S,)
feltételes valdsziiségi érték egzakt kiszamitdsat vagy sztochaszkimslitését jelenti. A
bayesi paradigmaban aylX0,S;) feltételes valosziiségi érték helyett a Pk, ©,S)
valosziriségi valtozo [0,1] intervallumu eloszlasat szereknéegkapni vagy B{x)=Epes)
Py[x,©,S) varhato értéket. A Plk,©,S) eloszlasra és ay) varhato értékre bizonyos
esetekben levezetléstzart formuldk, &ltaldban azonban csupan egy késék allithato &l
sztochasztikus modszerek alkalmazasaval.@ $) eloszlas F|a(S))P(S) felbontasaval egy
hatékony hierarchikus sztochasztikus modszer kaphati ebszor a struktirakhoz tartozé
diszkrét eloszlasbdl, majd a hiperparamétdérDirichlet eloszlasbdl mintavételez (i=1..n,
I=1..L;). Ekkor a feladat a R[x,0,S;) feltételes valosziiségi érték kiszamitasa vagy
kdzelitése. A tovabbiakban erre a ,nem-bayesi” Kkergetésre vonatkoz6 eredményeket
foglalunk réviden dssze. A fejezetben ,kovetkezattatt a ,nem-bayesi” kbvetkeztetést, a
Ply|x,0,S)) feltételes valoszirségi értek kiszamitasat vagy kozelitését, értjik.



A kovetkeztetés komplexitdsa

Formalisan megmutathato, hogy egyetlen valtozészitdségének kiszamitdsa is NP nehéz.
Ez varhato, hiszen egy logikai halézat kénnyed@rezentélhat6é egy Bayes haléban, igy
példaul beletranszformalhatok a kielégittséiggel kapcsolatos problémak (3SAT). Mivel a
szubk maximalis szama ekkor is kisebb mint 4, ez aglenti, hogy a szamitas
komplexitdsat nem a befokok hatarozzak meg.

A kozelity szamitdsok is nehezek altaldnos struktiraju Bagkkban.

Varhatoan, (ha NBP), mindere <1/2-re, nincs polinom &ikomplexitasu algoritmus, aminek
p becslésére |P(y|x)-el<

Varhat6an, (ha NBRP), minderd, e<1/2-re, nincs polinom itkomplexitast randomizalt
algoritmus, aminek p becslésére |P(y|xep|<

Probléma egyik forrdsa példaul az ditéagysagu feltételes valdsagegek, példaul
funkcionalis fliggés esetén.

Kdvetkeztetési algoritmusok

Mint lattuk altalanos esetben a kdvetkeztetés Ni€neazonban specialis tulajdonsagu
grafokra Iéteznek hatékonyabb algoritmusok. Megjeg@, hogy altalaban a médszerek
adott bizonyiték esetén kiszamitjak egy valtoztefeles eloszlasat. Ez azonban
felhasznalhaté tobb valtozo6 tefszges konfiguraciojanak valostgegenek kiszamitasara is
a P(X,., Xn)=P(X1X2,.,Xn)..P(X,) felbontassal.

« Ervelés fak esetén. Egy iranyitott grafot egysaegsszefiiginek neveziink, ha
barmely két csomopontja kdzott egyetlen Gt létgak trividlisan igaz fakra). Az
algoritmus minden tovabbi modszernek alapja. Koxifisa a csomopontok
szamaban lineéaris.

« Ervelés klikkek fajan. Egy altalanos DAG graf esedéfinialhatd egy fa, amely faban
az élek a csomoépontok bizonyos részhalmazaibol &tridikkeket kétnek 6ssze (a
klikkekben 0Osszevont véltozokat egyetlen valtozdkdezeljik, eértékkészletik
Descartes szorzata definialja az 0j értékkészlarmi, az exponencialis komplexités
miatt nagy méret esetén kezelhetetlenséget jelem). kapcsolodd "Probability
Propagation in Trees of Cliques (PPTC)" algoritrauBayes hélot transzformalja egy
iranyitatlan grafba, aminek komplexitasa a legnagyklikkmeéretében exponencidlis.
Mivel valos problémaknal a klikkméret gyakran kéme#) marad, az algoritmus az
egzakt megoldast addk kozott a legnépgaer

» Sztochasztikus szimulacié. A Bayes halo tekirittegty sztochasztikus rendszernek is,
aminek allapottere a konfiguraciok halmaza, alleglbbzasa (elemi lépése) egy
valtoz6 megvaltozasa és atmeneti matrixa pedignidéfi hiszen adott egy valtozo
feltételes eloszlasa adott konfiguraciéo eseténaleoxd Markov-hatarara vonatkozo
feltételes eloszlasa). A sztochasztikus kovetkézaggoritmusok €inye, hogy nem
igénylik a valGszifiségi valtozok diszkretizaltsagat, igy folytonos téaAbkat
tartalmaz6 modellekre is alkalmazhat6. Kiléndsekoakad gyors és megbizhaté
eredményt ha az allapotatmenetek azonos nagysdigiend

Végezetul megemlitjik, hogy sok esetben csupagwvalésziribb érték(kombinacio)
kiszamitasa a cél. Azd&d mddszerekkel adoxt bizonyiték esetén kiszamithat6¥az
valtozo(k) a PY|x) feltételes eloszlast, azaz az 6ss¢dwz tartozd konfiguracio feltételes
valészirtisége. Ekkor a legvaldsiibb y =argmayorange(v) Py[X) konfiguracio természetesen
P(Y|x) ismeretében kiszamithato, de ez egy feleslegesieéz feladat, mivel kiszamitasara
léteznek hatékony direkt modszerek [].



Legvaldszinibb magyarazat

Az elbz6 mbdszerek adott bizonyiték esetén szamitottagkivaltozo, illetve ezt
konfiguracié megkeresése ez alapjan természetbégayeaehed, ha kiszamitanank az
Osszetett esemeények valdésdégét, majd maximumot keresnénk.

1, Ym)™ = argmay,, .y ) P(Y1=Y1,- Ym=YmlIX1=X 1, Xn=Xp)

Ez azonban exponencialis koltségig@éngy mésik modszer, ha csak az egyedi valtozok
feltételes valdszilségét szamitanank ki, ami azonban nem elégségesnhaz egyedi
feltételes valdsziiségek alapjan nem szamithaté ki a konfiguraciételies valosziisége.
Ehelyett 1éteznek direkt modszerek arra, hogy meretlen valtozok egy adott részhalmazan
belll megkeresse a legvaldgitib konfiguraciot.



Rejtett Markov-modellek (RMM)

Elssrendi Markov-lancok esetében feltételezziik, hogyXafX 1,..,Xn} valésziniségi
valtozok esetében teljesil afEltételesen flggetlen az.X..,X; valtozéktdl az X,
ismeretéberHomogénanc esetében tovabba az Ggynevezett atmenetiaidléégeket egy
indexflggetlen P(X Xi.1) feltételes eloszlas definidlja. Ez a modell detéMarkov-
modelleknél kiegészil a megfigyelatvidenciake={E 1,..,E,} valosziniségi valtoz6
halmazzal, amit — egstatikusérzékeb modellt feltételezve — egy szintén indexfiiggetlen
P(E| Xi) kot a kdzvetlenul mar nem megfigyelbieek vélelmezett ,rejtett allapoX
véaltozokhoz. A modellt az abra szemlélteti.

Rejtett Markov-modellek sémaja. A bekeretezettmigatja a regularis, ismeftls elemet.

Operéacidk Rejtett Markov-modellekben

A rejtett Markov-modellek esetében hatékony, valtogzamaban linearis és valtozok
értékkészletének méretében négyzetes futasi aidrasok léteznek a kovetketipikus
feladatokra:

» Szirés (filtering ) vagyellenérzé megfigyelégmonitoring): ez abizonyossagi
allapot (belief statg kiszamitasanak a feladata, ami a jelenlegi atlégdetti a
posteriorieloszlas, az adottdgpontig vett dsszes bizonyiték ismeretében; vagyis
szeretnénk kiszamitanif{X,| e,) mennyiséget, feltéve, hogy a bizonyitékok
folyamatos sorozatban érkeznek=& idspontt6l kezdve.

» Elérejelzés(prediction): ez egy jowbeli allapot felettia posteriorieloszlas
kiszamitasanak a feladata az adatpimhtig vett 6sszes bizonyiték ismeretében;
azaz, szeretnénk kiszamitarP@... | e.) mennyiséget valamekp0 esetén.

» Simitas(smoothing) vagyvisszatekintés(hindsight): ez egy multbeli allapot
feletti a posteriorieloszlas kiszamitasanak a feladata a jelépadtig vett 6sszes



bizonyiték ismeretében; azaz, szeretnénk kiszaméa®gX, | e.,) mennyiséget
valamely &k<t esetén.

» Legvaldszinibb magyarazat(most likely explanation): A megfigyelések egy
sorozatadnak ismeretében lehet, hogy szeretnénlatakitazt az allapotsorozatot,
ami a leginkabb valoszinhogy az adott megfigyeléseket generalta; vagyis
szeretnénk kiszamitani az argnagP (X |e.,) érteket.

» Likelihood felparaméterezés:Megfigyelések egy vagy tdbb sorozatanak
ismeretébenx) szeretnénk megtalalni azt a paramétere#gsaii az adott
megfigyeléseket legnagyobb valésm@éggel generélta; azaz szeretnénk
kiszamitani az argmaR(x| 6) értékét.

Rejtett Markov-modellek és sztochasztikus véges all  apotd automatak

A medfigyelések terének és az allapottér bonydghtimak a ndvekedésével felmeril az az
igény, hogy az &tmenet-valdstisiégeket és az érzékehodellt dekomponaljuk a
hatékonyabb reprezentacié (és kovetkeztetés émrardekében. Erre az egyik leisgig a
Bayes-halok alkalmazasa, ami a kdvetkiedboron targyalt dinamikus Bayes haldékhoz vezet
el, illetve diszkrét véges esetben a sztochasztikges allapotl automatak (SFSA)
alkalmazasa. Etsendi, homogén esetben ekkor a rejtett allapotvaltogkkészlete az
automata allapotat definiélja, az &tmeneti valds#tgek egy az egyben megfeleltediedt
hasonl6an a szenzormodell feltételes valds&ge is megfeleltethiet kibocsajtasi
valosziriségeknek.



