A torpok és a konfidencia-intervallum

méréstechnikai mese

Hoékuszpdk feladata

A gonosz Hékuszpdk megint foglyul ejtett néhiny torpot. Bezarta dket varanak pincéjébe, ahol
a helyiségek tele vannak kakukkos oOrdval, pontosan 100 egyforma o6ra van ott elhelyezve. Mivel
Hokuszpdk a borait is ott tartja, a hémérséklet és a paratartalom is szigorian dllandé. Azt mondta,
szabadon engedi a torpoket, ha képesek 1 perc pontossiggal megmondani, hogy mikor lesz masnap
dél. Ez azért nehéz feladat, mert Hokuszpdknak csak egy pontos o6rija van, de az a sajit szobajaban.
A kakukkos 6rdk oOssze-vissza jarnak, akar 10 percet is eltérhetnek a pontos idét6l, mert Hékuszpdk
méar egy hete nem allitotta be 6ket. Hékuszpok csak annyit mond nekik karorvendd vigyorral, hogy
az 6rdk a pontos id6re vonatkozé torzitatlan becslét szolgdltatnak, és rajuk zarja az ajtét. Okoska,
Ugyi és Notata mas-méas stratégiat javasol, a feladat eldonteni, melyikiik javaslata a legjobb:

1. Okoska sokat tanult méréstechnikat (is), ezért azt javasolja, szamitsdk ki az érak altal mutatott
id6 atlagat, és amikor az éppen 12 éra, jelezzenek Hékuszpdknak.

2. Ugyi nem tanult méréstechnikat, de praktikus torp 1évén tudja, hogy az érak vagy sietnek vagy
késnek, és feltételezte, ez a itt 1év6 drdkra is fele-fele aranyban igaz. Mivel az 6rak nem egyszerre
kezdenek kakukkolni, meg lehet szdmolni, hogy hiny éra kezdte mar meg a kakukkolést. Ugyi
szerint egyszeriien el kell kezdeni szdmolni masnap délben, hogy hany éra kezdett el kakukkolni,
és 50-nél sz6lni Hékuszpdknak.

3. Nétata inkdbb miivészlélek, de feltiinik neki, hogy amikor az egész dra kozeleg (az érak 6ranként
kakukkolnak), elészor csak egy-egy éra kezd el kakukkolni, majd egyre t6bb, végiil mar egészen
nagy a hangzavar, majd elkezd csokkenni hang intenzitdsa, és egyre kevesebb ora szél. Egy
ora kb. 40 méasodpercig kakukkol. Nétata szerint akkor kell szélni Hékuszpdoknak, amikor a
legnagyobb a hangzavar.

Megoldas

A feladat megfogalmazasabol (allandé kornyezeti feltételek, torzitatlansdg) arra lehet kovetkeztetni,
hogy az 6rdk altal mutatott id6 a pontos id6 mint virhaté érték koriili normélis eloszlast mutat.
Ebben az esetben vilagos, hogy a legjobb stratégia az 6rdk altal mutatott idé atlagat kiszamitani,
mert ez lesz a varhaté érték legjobb becsléje. Az, hogy milyen val6szintiséggel szabadulnak ki, attdl
figg, milyen az 4tlag eloszlisa.

A pincében elég sok éra van, azaz elég sok minta all rendelkezésiinkre. Mivel a normélis eloszlés csak
0.3% valbsziniiséggel vesz fel olyan értéket, amelynek eltérése a varhaté értéktél a széras 3-szorosanal
nagyobb, a szérasrél azt allithatjuk, hogy:
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Mivel a varhaté értéket atlagolassal becsiiljik:
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kérdés, mi ennek az eloszldsa. A centrilis hatdreloszlas tétel értelmében, ha N elég nagy, x; tetszéleges
eloszlasa esetén fi eloszlasa normalis lesz. Most is igaz ez, amikor abbdl indultunk ki, hogy z; eloszlasa
is normdlis. Amennyiben az x; mintak fliggetlenek (mérpedig az 6rék egymastol fliggetleniil mérik az
id6t), igaz az, hogy:
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ahol o’ p szérdsa. Mivel N = 100,
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ji eloszldsa tehat olyan normélis eloszlds, amelynek szérdsa o’ = 1/3 perc. A Hékuszpdk 4ltal megadott
1 perces pontossag 1 perces konfidencia-intervallumnak felel meg. Mivel ez ¢’ 3-szorosa, az dtlagérték
kiszamitdsa p = 99.7%-os konfidencia-szintii becslot szolgdltat. (A helyzet azonban nem ennyire szép,
erre majd még visszatériink.)

Most értékeljiik a torpok megoldasait!

1. Okoska megoldasa tokéletes, legfeljebb nehezen kivitelezhetd. Erdemes elgondolkodni, hogyan
lehetne megoldani a varhaté érték képzését, ha nem A&ll rendelkezésre semmilyen technikai
segitség, egyedil papirt és iréeszkozt hasznilhatunk az atlag szdmitdsihoz. A megmenekiilés
valészintisége (feltéve, hogy sikeriilt kiszamitani az atlagot) 99.7%. Lathatéan elég csekély
valdsziniiség adddik arra, hogy nem menekiilnek meg. Viszont a szérast csak “szemre” allapitot-
tuk meg, igy aztan helyesebb, ha azt mondjuk, Okoska eljardsdval majdnem 100% valdszintiséggel
megmenekilnek.

2. Ugyi megoldasa is kihasznalja, hogy elég sok mintat vettiink. Ennyi minta alapjan felrajzol-
hat6 az eloszlas hisztogramja, ami a valdsziniiség-siiriiségfiiggvény becslGje. A mintdk feléhez
tartozo érték pedig az eloszlds medidnjat becsli, amely normadlis eloszlds esetén megegyezik a
varhatd értékkel. Ez a megoldas a gyakorlatban is egyszeriien kivitelezhetd. A megmenekiilés
valdszintisége ugyanakkora, mint Okoska esetében.

3. Noétata megoldasa is akkor miikodik, ha elég sok déra van, de ez a mi feladatunkban adott.
Vizsgaljuk meg, hogy hogyan szamithato ki, hogy egy adott éra egy adott ¢ idopontban kakukkol!
Egy ora akkor kakukkol, ha legfeljebb T' idével korabban (T a kakukkolds idétartama) kezdte
meg a kakukkolast. Ehhez integrélni kell a valdsziniiség-siirtiségfiiggvényt a [t — T ¢] interval-
lumon. Szemléletesen nyilvanvald, hogy normaélis eloszlds esetén ez az integral, és ezzel egyiitt
a kérdéses valdsziniiség akkor a legnagyobb, ha ¢ = T/2, ekkor ugyanis a normélis eloszlds
valészinliség-siiriiségfiiggvényébol a varhaté értékre szimmetrikus 7' hosszisdgi intervallumot
vagjuk ki. Nétata ezt a valésziniiséget becsli a mintak alapjan, és az eloszlas méduszat hatédrozza
meg. Ez azonban az eredeti eloszlas varhaté értékére vonatkozdan torzitott becslét eredményez,
a torzitds mértéke T'/2. Mivel a feladat szerint T' = 40 mdasodperc, ami 2/3 perc, a torzitas
1/3 perc, ami éppen az atlagérték szérdsa, azaz: o' = T/2. Ebben az esetben Hokuszpdk in-
tervalluma a becsl6re aszimmetrikusan helyezkedik el: az alsé hatdr a becsl6tdl 4o’, a felsd 20’
tavolsagra. Ezt figyelembe véve a valdszintiségek:

p(fi > 11:59) 2 0.5

5
p(ji < 12:01) 2 0.477 (5)

azaz a megmenekiilés val6szintisége p = 97.7%. Ez kicsit rosszabb, mint az el6z6 két esetben, de
még mindig elég j6. 0.1% pontossig persze itt sem jogos, a variancia pontatlan becslése miatt,
de a tendencidt jol mutatja az eredmény.



Megjegyzés

A medién, illetve a médusz alapjin torténd becslés a valdsziniiség-siiriiségfuggvény becslésével van
kapcsolatban, amelynek hibai részletesebb vizsgalatokat indokolndanak. Konkrét hibaszamitasra azon-
ban csak a mintdk ismeretében lenne mdd, amikor pedig a méréstechnikailag relevans atlagérték-
szamitast kell alkalmazni. Ehelyiitt elégedjiink meg annyival, hogy elegend6en nagy szamu mintank
all rendelkezésre, ezért volt jogos az ismertetett 2. és 3. megoldas.

A megoldas finomitasa

Pontosabb szamitidsra akkor van lehet6ség, ha ismerjuk az érdk &ltal mutatott idét egy konkrét
idépontban. A vérhaté értéket és a szérast ekkor ki lehet szdmolni a kovetkezéképpen:
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ahol i a varhaté érték becsldje az x; mintdk alapjan, s* a tapasztalati széras, N pedig a mintak szama.

Megoldas a szérast ismertnek feltételezve

Eloszor tételezziik fel, hogy:
s*=o0 (7)

azaz a tapasztalati szoras megegyezik az eloszlds szérdsaval. Azt tudjuk, hogy N fliggetlen, o szorasu
mérési eredmény atlagolasakor az atlag szérasa:
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valészinliségi véltozd standard normdlis eloszlast mutat. Ennek segitségével megadhaté egy olyan
intervallum, amelyben a z valdszintiségi valtozo p valdsziniiséggel benne van:

p[u—Z(b/Q)U,<[L<N+Z(b/2)al] =1-b (10)

ahol b rendszerint egy kicsiny szam, hiszen szeretnénk olyan intervallumot kapni, amelyben a mérési
eredmény igen nagy valésziniiséggel megtaldlhatd. A z(/») kifejezés a standard normdlis eloszlds
1 — b/2 valészintiséghez tartozé viltozéja. Mivel az eloszlas szimmetrikus, a tdblazatok szokdsosan
csak a Gauss-gorbe pozitiv fele alatti teriiletet adjdk meg. A b/2 jelolés a le nem fedett teriiletet
jelenti.

A fenti kifejezéssel csak az a probléma, hogy mérési eredményre (a mért értékekbdl szamitott
atlagra) ad egy intervallumot és egy val6szintiséget, amelyet az ismeretlen varhato érték segitségével fe-
jeztiink ki. A valdsdgban ez forditva van: a varhaté értéket nem ismerjik, de az dtlagot, a valdsziniiségi
valtozét igen. A kifejezés azonban atrendezheté ennek megfelelGen:

plis = 200 << it 2o’ =1-b (11)

Azt az intervallumot, amit ez a kifejezés hatdroz meg, konfidencia-intervallumnak nevezziik, az 1 — b
értéket pedig konfidenciaszintnek. Figyeljiik meg, hogy itt a varhaté értéket, amely nem valdszintiségi
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1. dbra. Eltérések a pontos id6tol

valtozd, de ismeretlen, fogjuk kozre egy valdszintliségi valtozdval, az atlagértékkel meghatarozott in-
tervallummal.

Az 6rék esetében tehat sziikség van a konkrét idéértékekre. Az 1. dbran egy 100 elemii, normalis
eloszldsti mintasorozat hisztogramjit latjuk. (A mintdkat szamitégéppel generdltuk.) A varhaté érték
itt nulla, ez fejezi ki, hogy az érik a virhaté értékre vonatkozé torzitatlan becslSt szolgdltatnak. A
varhato érték és a szoras becsléi:

= —0.1809; s* = 3.3535 (12)

Az eltérés a pontos id6t6l 1 perc lehet, igy akdr a (10), akdr a (11) egyenletek alapjan:

vN 10

ehhez b/2 = 0.499 tartozik, tehat a megmenekiilés valésziniisége p = 99.8%.

A tapasztalati sz6rdas mint valésziniiségi vdltozé

A fenti eredmény véirakozdsainkkal 6sszhangban van. Az azonban, amit a (7) egyenlettel kik6tottiink,
nem igaz. s* kifejezésében ugyanis az x; mintdk szerepelnek, amelyek valdsziniiségi valtozok, ebbol
kovetkezik, hogy maga s* is valdszintliségi valtozd. A négyzetre emelés miatt a kezdetben normélis
eloszlasu valdszintliségi valtozdink eloszliasa nem lesz normilis.

Tekintsiik el6szor az n fliggetlen, normélis eloszldsi valdsziniiségi valtozd négyzetének Gsszegét:

Xn =% (14)

Ezt n szabadsiagfoki chinégyzet-eloszlasnak nevezziik, amelynek stiriiségfiiggvénye a kovetkezo:

-1
n_ M n_1 _¥
f = 2G| ety = (15)
ahol I'(.) az un. Gamma-fiiggvény:
oo
I(z) = /0 ety (16)
A Gamma-fiiggvény a faktoridlis fliggvény kiterjesztése. Egész szdmok esetén:

T(k+1) = k! (17)
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2. abra. Chinégyzet-eloszlds

v

A stiriiségfiiggvény alakja néhdny n-re a 2. dbran lathaté. A stirliségfiiggvény aszimmetrikus, bar
n — oo-re — a centrilis hatdreloszlis-tétel miatt — normadlis eloszlidshoz tart. A chinégyzet-eloszlas
varhato értéke és szérisa:

E{X%} =n; var{xi} =2n (18)
Belathaté, hogy rogzitett n = N-re:

*2 1 2 2
s = xRk (19)

azaz a tapasztalati szordsnégyzet N — l-edfoku chinégyzet-eloszlast kovet. Most mar meghatarozhato
az s*?-re vonatkozo val6szinfiségi intervallum:

o® %2 o’
Pl —1XN-102) <5 < o XN-1a-b2)| =10 (20)
A szérasnégyzetre vonatkozd konfidencia-intervallum ezek utén:
*2 *2
N -1 N -1
li‘z ( ) <02<782( )]zl—b (21)
XN=1,(1-b/2) XN=1,(b/2)

Figyeljiik meg, hogy az aszimmetria miatt a két oldalon nem ugyanaz a x%_, érték van. Mivel a
konfidencia-intervallum alulrél mindenképpen korldtos (a szérds nem lehet negativ), gyakran egyoldali
konfidencia-intervallumot adnak meg:

*2 o
p02<wlzl—b (22)
XN_lv(b)

Visszatérve az eredeti feladatra, kiszamithatjuk a szérdsnégyzetre, illetve a szériasra vonatkozd
egyoldali konfidencia-intervallumot. Mivel erre vonatkozdan a feladatban semmi sem szerepel, vegyiik
fel a konfidenciaszintet onkényesen 99%-ra! A szdmitast a (12) helyen adott adatokkal elvégezve:

99 *2
0’ < = 16.089] — 99% (23)

X99,(0.01)

p

azaz a széras 99%-os konfidenciaszinttel kisebb, mint 4.0111. A megadott adatok alapjin tehat 1% a
valészinlisége annak, hogy a valddi szérds ennél nagyobb.
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3. 4bra. Student t-eloszlés

Megoldas ismeretlen széras esetén

Kérdés, hogy ezek utidn hogyan szamithatd ki a varhaté értékre vonatkozd konfidencia-intervallum.
Megtehetnénk, hogy a (11) egyenletbe valamely igen magas konfidenciaszinttel meghatarozott maxima-
lis szorast helyettesitiink be, a worst case hiba0sszegzés mintdjara, de az igy kiszamitott valésziniiségek
nem lennének pontosak, hiszen a nagyobb szdrasnak a valészintisége is kisebb, marpedig a konfidenci-
aszamitassal éppen a korrekt valészintiségek megadéasa a célunk.

Mivel a szérast nem ismerjiik, a (9) egyenlettel adott z helyett a

r_ B p
Z_s*/\/ﬁ (24)

valtozot kell tekinteniink. A szamldlé normalis eloszldsid, a nevezd chinégyzet-eloszlast kovet. Egytitt

egy 1j eloszlast hatiroznak meg, ehhez tekintsiik az aldbbi valdsziniiségi valtozot:

tn = (25)

N
s

ahol z normalis eloszlasi, y pedig n-edfokid chinégyzet-eloszlast kovet. Ezt az eloszlast n szabadsigfoki
Student t-eloszlasnak nevezzik, amelynek siiriiségfliiggvénye a kovetkezo:

nil 2\~
Flt) = %(H %) (26)

A slirliségfiiggvény alakja néhany n-re a 3. abrdn lathatd. A sliriiségfiiggvény szimmetrikus, és
n — oo-re — a centralis hatdreloszlas-tétel miatt — ez is normdlis eloszldshoz tart. A gorbe alakja
mar n viszonylag kis értékeire is a normélis eloszldsra hasonlit. A Student t-eloszlds varhato értéke és

szorasa:
n

E{t,} =0; var{t,} = —

(27)

Belathaté, hogy rogzitett n = N-re:
7 = tN_1 (28)



azaz a (24) egyenlettel definidlt 2’ valészinfiségi valtozé N — 1-edfokd Student t-eloszldst kovet. Most
méar meghatdrozhaté a z'-re vonatkozd valdszintiségi intervallum:

P [—tN—l,(b/Q) <7< tN—l,(b/Q)] =1-b (29)

A véarhaté értékre vonatkozé konfidencia-intervallum behelyettesités és rendezés utin:

R s* R s*
D {M —tN-1,(/2) JN <p < fh+tn_1,/2) \/N] =1-b (30)

Visszatérve ismét az eredeti feladatra, kiszamithatjuk a varhaté értékre vonatkozd konfidencia-
intervallumot, most mér a (7) feltétel nélkiil. Az eltérés a pontos id6t6l most is 1 perc lehet, igy a

(30) egyenlet alapjin:
N 10
tb/2) = \g—*_ == 2.9820 (31)
ehhez b/2 = 0.4984 tartozik, tehdt a megmenekiilés val6sziniisége p = 99.7%.
JOl lathatd, hogy a normadlis eloszlast, illetve a Student t-eloszlast feltételez6 megoldds csaknem
megegyezik, bar — varakozasainkkal 6sszhangban — az utébbi ugyanarra az intervallumra kisebb kon-
fidenciaszintet ad meg. Fz azonban olyan csekély eltérés, amely akdr a szdmitdsi pontatlansigokbdl

is eredhet.

Megoldas 10 kakukkos 6ra esetén

A kétféle megoldds Osszevetésére tegylik most fel, hogy mindGssze 10 kakukkos dra all a torpok ren-
delkezésére. (Ismét szamitogéppel generdltunk mintdkat.) Ebben az esetben a hisztogram nem til
informativ, a normélis eloszldsi mintakra a varhaté érték és a széras becsloi:

i = —0.0873; s* = 3.2466 (32)

A normélis eloszlés feltételezésével szamolt megmenekiilési valoszintiség (14sd (13) egyenlet) itt most
p = 67%. A szérésra vonatkozé egyoldali konfidencia-intervallum (ldsd (23) egyenlet):

*2

plo? < =45.389| = 99% (33)

X%,(o.m)
azaz a szords 99%-os konfidenciaszinttel kisebb, mint 6.7371, ami természetesen tidgabb intervallum,
mint 100 minta feldolgozdsa esetén. A Student-t eloszldssal szdmolt megmenekiilési valészintiség
(ldsd (31) egyenlet) ebben az esetben p ~ 64.5%, azaz egyértelmiien kisebb, mint normadlis eloszlast
feltételezve.

A feladat fix konfidencia-intervallumot hatarozott meg, és az ehhez tartozé szintek voltak kiilon-
bozok. KEzzel megegyez6 komplexitasu feladat az adott konfidenciaszintekhez tartozd intervallumok
meghatarozisa. Ilyenkor a normélis eloszlas feltételezésével sziikebb intervallumot (kisebb hibét) ka-
punk, mintha Student-t eloszldssal szamoltunk volna.



