Méréstechnika hazi feladat 2. Megoldas

2018. tavasz

1. Az egyenletes eloszlas kovetkeztében a tomeg és a hosszisag mérésének standard bizonytalansaga:

A A
ey aasag, ()= 5= = 57785 mm .

u(m) = — =
"m=E T 733
Ez B tipusu standard bizonytalansag, de mivel nem all rendelkezésre t6bb mérési eredmény, ez a teljes bizony-
talansaggal megegyezik.

A tehetetlenségi nyomaték kifejezése, illetve becslGje:

1 L1
0= 57”12’ 6= gmﬁ = 666.67 - 107% kgm? (2)
Az érzékenységek az alabbiak:
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A tehetetlenségi nyomaték standard, illetve kiterjesztett bizonytalansaga:

u(®) = \/c?nUQ(m) + c2u2(l), AO = ku(©) = 86.07-10"° kgm? (4)
ahol k = 2. Ezzel a tehetetlenségi nyomaték mérésének eredménye:
0 =0+ A0 = (666.67 + 86.7) - 1075 kgm? (5)

(1 pont)
A felfiiggesztett rad mint inga lengésideje a kovetkezd:

7= om |- (6)
mgs

ahol s a felfiiggesztés és a tomegkdzéppont tavolsaga, jelen esetben s = [/2. Erdemes a tehetetlenségi nyomaték

kifejezését behelyettesiteni, igy az Osszefiiggés egyszertisodik. Egyuttal a lengésids becslgje is felirhato:

[21 . |20
T=2 —, T'=2 — =10.7325 7
™ 39 ™ 39 s (7)

A kifejezésbdl kiesett m, azaz a tomeg nem, ezéltal mérésének hibaja sem befolyésolja a lengésidst, illetve annak
hibajat. A lengésids kifejezésének I-re vonatkozo érzékenysége eltér az el6z6tdl:

, 0T  2m

KT 6lg (8)

A lengésids standard, illetve kiterjesztett bizonytalansiga:
w(T) = qu(l), AT =ku(T)=0.02115s (9)
ahol k = 2. Ezzel a lengésid6 mérésének eredménye:
T=T+AT =0.7325+£0.02115 s (10)

(2 pont)



Megjeqyzés.
Ha a lengésid6 () kifejezésébe nem irjuk be a tehetetlenségi nyomaték képletét, latszolag 3 mennyiség bizonyta-
lansaga hatarozza meg T bizonytalansagat, és a tehetetlenségi nyomatékra kapott bizonytalansidggal szamolva
a valosagosnal nagyobb bizonytalansagot kapnank. Az egyszertisités nemcsak a kifejezést teszi egyszeriibbé,
hanem feloldja azt, hogy ©, m, [ nem fiiggetlen mennyiségek, igy ezek bizonytalansiga nem vehets tekintetbe
a szokasos modon.

2. Vizsgalatainkban arra keresiink véilaszt, hogy az éppen feltett kérdésben szerepls valtozd adott hatarértéknél
(szignifikanciaszintnél) kisebb vagy nagyobb valoszintiséggel veszi fel ezt az értéket. A feladatkiiras szerint felté-
telezhetd, hogy a havas napok eloszlasa normaélis, tehat a szarmaztatott valtozoé eloszlasa ezzel lesz kapcsolatban.

Az els6 kérdés arra vonatkozik, hogy egyetlen 1ij adat milyen valészintséggel tartozik az el6z6 adatok alapjan
meghatéarozott eloszlashoz. Legyen az 4j adat y, ekkor a

=2 H (11)

valtozo eloszlasa Student-t eloszlas. Részletesebb analizissel megmutathato, hogy

N -1
N

Mivel N = 93, a gyok alatti kifejezés jo kozelitéssel egységnyi, tovabba a Student-t eloszlas a standard normélis

t= tN,1 gt]\],l :tgg =z (12)

eloszlashoz tart. Igy végeredményben az a kérdés, hogy egy konkrét j adatra (a havas napok szdma 1994-ben,

jelolje ezt yg4) kiszamitott tgy értéket milyen valoszintiséggel vesz fel az eloszlas. A varhato érték és a szoras

becslgje:
PEL PEL
A _ = o _ - L 2
L= mg3 = 93 ;yl = 35.30 nap, sg93 = 93 ;(yl mgs3)? = 12.19 nap (13)
Az ezekbdl szamitott érték:
tog = L2495 1 3360 < 205 = 1.64 (14)
893

Ennek alapjan az 1994-ben regisztralt havas napok szama nem tér el szignifikdnsan (p < 5%) a korabbi években
meért adatoktol.
(1 pont)

A fenti gondolatmenet egyszertisitve és a konfidenciaintervallum kiszamitédsara vonatkozodan szerepelt a tan-
anyagban. Akkor a fenti kozelitésnek azt az interpretacidjat adtuk, hogy nagy mintaszam mellett az atlag és a
tapasztalati szoras a varhato értéket és a szorast pontosan megadja, ez esetben a (1) valtozo standard normaélis
eloszlas.

A kovetkezs két kérdés két csoport 6sszehasonlitdsaval foglalkozik. Az a kérdés, hogy a mérési adatok két
csoportja milyen valoszintiséggel tartozik azonos eloszlashoz. A probléma meghaladja a tananyag kereteit, a
valasz megtalalhato pl. itt: https://hu.wikipedia.org/wiki/Kétmintas_t-proba

A megoldashoz feltételezziik, hogy a két csoport szordsa megegyezik. A megadott linken szerepel, hogy
ehhez a tapasztalati szorasokra vonatkozé F-eloszldssal lehet probat végezni, illetve Welch-préba esetén nem kell
feltételezniink a szoérasok azonossagat. Emlékeztetsil: a szordsok egyezése nem jelenti a tapasztalati szérasok
egyezését, hiszen a tapasztalati szorasnégyzet valoszintiségi valtozo, eloszlasa x2-eloszlas.

A vizsgalandé valdszintiségi valtozo ebben az esetben:

_ fi1 — fi2 ~[N1Na (N1 + N — 2)
V(N1 —1)s? + (N2 — 1)s3 Ny + N

Figyelembe véve, hogy a példdban N; = Ny = N = 10, tovabba i1 = my, fio = mo, azaz a varhato értéket az

=N +Ny—2 (15)

atlaggal becsiiljiik:
— N(2N -2
;= mi 77;2 . . ( ) — t2N72 (16)
\/(N_l)(51+52) 2




A szabadsagi fokok szdma tehat 2N — 2 = 18. A tovabbiakban tgy jarunk el, mint az els esetben.
A szézad els6 és utolso évtizedét rendre 1-es és 10-es indexszel jelolve:

my = 34.0 nap, s; = 8.165 nap (17)
myo = 32.4 nap, si;g = 10.97 nap
Behelyettesitve :
— N(2N -2
frag = ——m o [N ) _ 03701 < t1510.05 = 1.734 (18)
VN = 1)(sT + 1) 2

Ennek alapjan az utolso tiz évben regisztralt havas napok szama nem tér el szignifikinsan (p < 5%) az elss tiz
évben mért adatoktol.
(3 pont)

Az 6tvenes éveket és a szazad utolso évtizedét rendre 6-os és 10-es indexszel jelolve (az Gtvenes évek ugyanis
a 6. évtized):

mg = 45.0 nap, s¢ = 14.71 nap (19)
myo = 32.4 nap, si;g = 10.97 nap
Behelyettesitve :
— N(2N -2
te,10 = 116 — 1o . ( ) = 2.1714 > t18,0.05 = 1.734 (20)
VN —1)(sg + s3) 2

Ennek alapjan az utolso tiz évben regisztralt havas napok szama szignifikinsan (p < 5%) kevesebb, mint az
Otvenes években mért értékek.
(1 pont)

Ha azonban a szignifikanciaszintet alacsonyabban huzzuk meg (p < 1%), akkor t18.0.01 = 2.552, azaz az
eltérés ezen a szinten mar nem szignifikins! Ez a kiértékelés jol mutatja, hogy a vizsgilat eredményét nemcsak
a matematikai eljards, hanem a vizsgalatot végzs személy dontése is befolyasolja.

A mérési adatokra illesztendd polinom fokszama nem volt megadva, ezt a feladat megoldojara biztuk. Er-
demes t6bb lehetdséget is kiprobalni. Az aldbbiakban nulladfoku, elséfoki, méasodfoki polinomok levezetését
adjuk meg, illusztracioként grafikusan megadjuk a harmadfokt polinomot is. Az illesztések sordn minden eset-
ben négyzetes koltségfiiggvényt alkalmazunk:

C= Z(yn - PK(xn))Q (21)

ahol N = 100 a mért adatok szama, y, az egyes években mért havas napok szama, Pk (z) pedig az illesztett
K-adfoku polinom. Ennek a koltségfligvénynek a minimumét keressiik. Jel6lje a polinom egyiitthatoéit py, ekkor
a minimum az aldbbiak szerint hatarozhaté meg:

oC
— =0, k=0...K 22
O (22)
Masképpen:

grad(C) =0 (23)

Ez linaris egyenletrendszer p-re, amelyet elsénél magasabb foku esetben az egyiitthatoméatrix invertalasaval
célszerd megoldani.

Az adott feladat esetében az évek kozvetleniil is behelyettesithetSk x,, helyébe. Ez azonban numerikusan
kedvezétlen, érdemes az értékekbsl 1900-at levonni, és az 1...100 valtozok felett kiértékelni a polinomokat.



e Nulladfokd polinom. Ez esetben konstanst illesztiink, amely nem més, mint a 100 adat atlaga:

N
1
Py=m=+ ;yn = 35.12 nap (24)

e FEls6foki polinom. Az elgadason megismert levezetéssel:

A1) = N ot Unn = Tops T Z%l I 0.06726 2 (25)
N ij:l x2 — (Zﬁle mn) év
1 [ N
P2 = [Z yn— P xn] = 38.52 nap
n=1 n=1

e Misodfoku polinom. A gradiens kiértékelése az alabbi egyenletrendszerre vezet:
Dp = d7 Dl] = Z$%371)+(37j)]7 d’i = Zynx%371)7 27,7 = 17 27 3 (26)
n=1 n=1

Az egyenletrendszer megoldasa adja a kérdéses egyiitthatokat:

p=D'.d (27)
A konkrét értékek:
Py(1) = —0.003842 %, Py(2) = 0.3208 %, Py(3) = 31.92 nap (28)

A gorbeillesztés eredménye az aldbbi dbran lathato.
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A konstanst az attekinthetGség kedvéért nem rajzoltuk be. Az elséfokt polinom egy enyhe cskkend tendenciét
mutat, a masodfoki kéveti azt a valtozast, amelyet az adatokon lathatunk, hogy a milt szézad kézepén megnétt
a havas napok szama. A harmadfoku polinom a kezdeti névekedés, majd csékkenés utén a szazad végére névekvs
tendenciat mutat.

Melyik interpretécié a helyes?

Els6ként kérdés, hogy miért nem illesztiink magasabb fokd polinomot (negyedfokut, tizedfokuit, vagy még
magasabb fokut)? A 100 pontra 99-edfokt polinom nulla hibaval illeszthet (a 100 pont egyértelmiien meg-
hatarozza a 99-edfokd polinomot). Miért nem alkalmazzuk ez utobbit? Azért, mert ezzel nem kaptunk volna
tobb informéciét, mint magukkal az adatokkal. Ilyen magas fokszam akkor indokolt, ha interpoldcids feladatot
oldunk meg, azaz a pontok kdzott szeretnénk tudni egy fliggvény viselkedését. Jelen esetben nem errdl van szo,

inkadbb a trendeket szeretnénk vizsgalni.



A trendek az alacsonyabb fokszamu polinom segitségével elemezhetSk. Segitség lehet, ha ismert a fizikai
effektus, és ennek alapjan becsiilhets, hogy hanyadfoka polinom illik az adatokra, amelyek azonban a zaj miatt
szornak. Ez esetben természetesen més fliggvény (pl. szinuszos fiiggvény) is illeszthetd, és a feladatot arra kell
megoldani. Mivel itt ilyen effektus nem ismert, polinombél indultunk ki.

Az elstfoku polinom jol mutat egy trendet, de latszik, hogy a csekély negativ meredekség az adatok nagy
szorasa mellett mutathaté ki. A kiértékelésbe itt be kell kapcsolni az el6z6 szdmitas eredményét: bar a szézad
elejéhez képest a végére az egyenes illesztése csokkenést mutat, az eltérés nem szignifikans.

A masod- és harmadfoki polinom a szazad végére ellentétes tendenciat mutat: a masodfokiu polinom szerint
a csokkenés folytatodik, mig a harmadfokt szerint tjra ndvekszik a havas napok szama. Ezzel elérkeztiink
oda, hogy az illesztett gorbék az adatok altal meghatarozott intervallumon kiviil is mutatnak Osszefiiggést az
x és y értékek kozott, azaz extrapoldlni lehet. Jelen esetben pl. josolhatunk arra vonatkozodan, hogy a XXI.
szézad elején hogyan alakul a havas napok szama. (Mivel mar van 17 pontunk, a joslat ellendrizhets is.) Az
extrapolacioval azonban vigyazni kell, mert a polinom viselkedését az intervallumtél nagyobb tavolsagban a
legmagasabb hatvany hatarozza meg: néhéiny évtized mulva a méasodfoka polinom szerint nulla, s6t negativ
szamu havas nap lesz, mig a harmadfoki szerint az évi 365 napot is meghaladja. Mindketts nyilvanval6an
téves, de a kozeli par évre érvényes lehet. Minél magasabb fokszamu a polinom, annal kdnnyebben divergal,
ezért is ,szeretik” az egyenes illesztését, amely kisebb kockizatot jelent.

(2 pont)

Kiegészitések, megjeqyzések.

1. A példa kiirdsaban leszogeztiik, hogy az adatok normaélis eloszlast kovetnek. Preciz vizsgalat esetén ezt
ellendrizni is kell, a normalitas vizsgilatara sokféle tesztet kidolgoztak. Nem elvetendd ugyanakkor az

adatok vizuélis ellenérzése sem. Az Gsszes mérési adat alapjan szamitott dtlag és tapasztalati szoras:

| oo | 100
~ - o A _ - L 2 __
p=m= 14 ;yz =35.12nap, 6 =s= 99 ;(yZ m)? = 12.06 nap (29)

A nagyszamu adat miatt tekinthetjiik agy, hogy a varhaté érték és a szoras pontos becslgjét szamitottuk
ki. (Erdemes az atlagot és a szorast a ([3) értékekkel dsszevetni, az eltérés csekély.) A varhato érték és
a szoras alapjan felrajzolhato a stirtségfiiggvény, amelyet az alabbi Abran a mért értékek hisztogramjaba

rajzoltunk be:
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A strtiségfiiggvényt természetesen fiiggsleges tengely mentén felskalaztuk, hogy a hisztogrammal jol 6ssze-
vethetd legyen, igy a gorbe alatti teriilet nem egységnyi. Az illeszkedés elfogadhat6. Erdemes megfigyelni,
hogy a mért értékek milyen intervallumba esnek, és az illesztett stirtiségfiiggvény milyen intervallumot jel6l



ki. Mivel a havas napok szama nem lehet negativ, a nulla elvi hatarnak tekinthetd, és ez most majdnem
pontosan a haromszoros szorasnal helyezkedik el. Tehat elenyészs a valoszintisége az illesztett normaélis
eloszlas szerint is, hogy negativ szamu havas nap forduljon el, ami megnyugtato.

Jol mutatja a példa azt is, hogy a feltételezett eloszlas csak egy modell. A normalis eloszlas (akarmilyen,
a fentinél jobb egyezés esetén is) megenged negativ értékeket és 365-nél nagyobb értékeket is, még ha
a valoszintség csekély is. Szamunkra az a lényeges, hogy a mért értékek intervallumaban az illeszkedés
megfeleld.

. A szignifikanciavizsgalatnal az egyoldalu konfidenciaintervallumnél megismert eljarast alkalmaztuk, ugyanis
csak az egyik irdnyban val6 eltérés valoszintiségét kerestiik.

. Az Otvenes évek 1951-t6l 1960-ig tartottak. Ez jol latszik, ha az 1901-t6l 2000-ig tartd éveket tizes
csoportokba rendezziik, mert akkor egy csoport els6 tagja mindig 1-esre végzddd év. VégsG soron ez
Osszefiigg azzal, hogy a szazadok hivatalosan az 1-es évben kezdGdnek és a kovetkezd kerek 100-asban
fejez6dnek be.



