Gépi tanulas

Bayesi dobdkocka

Az induktiv kovetkeztetés axiomatikus targyaldsara tobb formadlis keretet is javasoltak, ismeret-
anyagdban azonban egyikiik sem mérheté a filoz6fus Thomas Bayes és a matematikus Pierre-Simon
Laplace altal megalapazott valdszintiségelmélethez. Az djabb és djabb tudomanyos attorésekkel, a
y,2tudomdnyos mddszer” terjedésével parhuzamosan a XX. szdzadra a bayesi episztemoldgia, bayesi
konfirmdcidelmélet és tanuldselmélet, vagyis dsszefoglalva a , bayesidnus” filozéfia vezet6 iranyzat-
ta valt. Mdra a gépi tanulds atfogo nyelvének szerepét is ez az elmélet tolti be.

A bayesi megkozelités alapfogalmainak megértéséhez tekintsiink egy egyszerti példat. Vegyiink
egy hatoldalu dobdkockat, amely vagy cinkelt, vagy nem — ezt el6re persze nem tudjuk. Jeldlje ¢
annak valdszinliségét, hogy a d dobds eredménye mondjuk harmas lesz, azaz

p(d=316)=9.

Célunk, hogy 0 értékét megismerjiik. Ehhez Bernoulli-kisérleteket végziink, majd megszamlaljuk,
hogy hany esetben kaptunk harmast, és hany esetben mast. Annak valdszintiségét, hogy éppen
adott szamu harmas van a dobdsaink kozott, a binomialis eloszlds mondja meg:

(o) =pD|0) = (H;O> p(d=3[6)"-p(d#3]6)° = <tt0> 0t (1—0)°,

ahol ¢ a harmasok szama, o a mas dobasoké, D pedig az 0sszes dobasunkat jeloli. Ezt a mennyiséget
az adatok likelihood-janak (£) nevezziik.

Egy adott dobdssorozat eredményére feltehetjiik a kérdést: vajon milyen 6 érték mellett volt
ez a kimenetel a legvalészinlibb? Nincs mas dolgunk, mint az el6bbi ¢ fiiggvény maximumanak
megkeresése, ami — emelt szint(i matematika érettségi birtokdban legaldbbis — gyerekjaték:

ggz(t?).[t-@t—l-(1—9)0—0-9#(1—9)0—1} =0,
t-(1—-0)—o0-0=0,
_ t

t4o

Logikus eredményre jutottunk: § a harmas dobasok ardnya az 0sszes dobashoz viszonyitva. Ezt a
megoldast nevezik Maximum Likelihood (ML) megoldasnak, mivel a likelihood-fiiggvényt maxima-
lizaltuk.

A bayesi megkozelitésben a valdszinliség szubjektivista értelmezését szoktuk kovetni, azaz a
valdszinliségre egy adott eseménybe vetett hit mértékéként gondolunk. Ilyen hiedelmeink el6ze-
tesen is lehetnek, miel6tt még barmilyen kisérletet végeznénk. Jelolje a 6 értékét illet6 elézetes
hiedelmiinket p (#), amelyet prior-nak is neveziink. Ekkor felirhatjuk Bayes tételét:

p(D[6)p(0)

p(0]D)= P,
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1. dbra. A prior, likelihood és posterior fiiggvény /3(23, 6) eloszlast prior és 1000 megfigyelés esetén.
Lathato, hogy a teljesen téves el6zetes hiedelmeinket korrigaltuk a megfigyelések felhasznalasaval.

amelyet egyébként magunk is konnyen bizonyithatunk a p (D,0) =p (0 | D)p (D) =p(D | 0)p(0)
Osszefliggésbdl. A fenti formula bal oldalat posterior-nak nevezziik. Mivel 6 értékére vagyunk
kivancsiak, sét, val6jaban csak maximumot keresiink, a nevez6t akar el is hagyhatjuk, azaz

posterior  likelihood - prior.

Itt titkoziink az els6 problémaba. Bar a jobb oldalt konnyen kiszamolhatjuk, ennek maximalizalasa
rendszerint bonyolult feladat — altalaban olyan egyenletre vezet, amelyet nem tudunk megoldani
(emlékezziink példaul arra, hogy megolddképlet mar 6todfoku egyenletre sem 1étezik). Példaul
Gauss-eloszlast feltételezve a posterior

6 — 2
p(O1 Do) = ("10) 000w (01 po?) x o1 0 e { -
t 20
amelynek maximalizdldsa csak numerikus modszerekkel lehetséges (pl. Newton—Raphson).
Hiedelmeinket tehat célszerti kifejezetten olyan formaban megfogalmazni, hogy a posterior ana-
litikusan szamolhaté maradjon. Prébalkozzunk tehat tjra, de ezuttal priorként béta-eloszldst hasz-
nalva:

I'(a+10)

a—1l/1 _ p\b—1
Mare) 07

p(0]a,b)=p(0]ab)=

és a posterior kiszdmitdsdhoz ismét felhaszndljuk Bayes tételét:
p(9 | D,a,b) O(p(D | 9) p(e | a7b) x 9t+a—1 . (1 _ 0)0-}-1)—1‘

Vegyiik észre, hogy ez egy aranyossagi tényezotol eltekintve nem mas, mint egy béta-eloszlas! Sét,
mivel tudjuk, hogy a posterior egy valdszinliségi eloszlds, az aranyossdgi tényez6 automatikusan
adddik (hiszen a gorbe alatti tertilet 1 kell, hogy legyen), tehat a posterior pontosan egy béta
eloszlds:

p(0]D,a,b) =80 a+t,b+o).

Az olyan priorokat, amelyek a likelihood-dal kombindlva ugyanolyan forméju posteriorokat adnak,
konjugdlt prioroknak nevezziik. Latjuk tehat, hogy a béta-eloszlas konjugalt prior a binomialis
eloszlasra nézve.
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2. abra. A posterior alakuldsa a megfigyelések szamanak novekedésével. Latjuk, hogy a priorrdl
elindulva a posterior maximuma lassan felveszi a helyes értéket.

Itt egy masik érdekes megfigyelést is tehetiink. Az el6zetes hiedelmiinket a prior a és b para-
méterei kddoltak; a posterior alakjat figyelembe véve azt vessziik észre, hogy ezek afféle ,virtualis
megfigyelések”: a harmasok szdmadt a kisérletek el6tt a-nak, az egyéb dobdsokét b-nek tettiik fel,
majd ehhez jottek hozza a kisérletek eredményei, igy egy mindkett6t magaba foglald poszteriorhoz
jutottunk. A 6 paraméter értéke a korabbi szamitdsunkkal analég modon

a+t—1
a+t+b+o—2"

Ezt a megoldast, amely immar az el6zetes hiedelmeinket magaba foglalja, Maximum A Posteriori
(MAP) megoldasnak nevezziik.

Ez a megoldas még mindig nem haszndlja ki a bayesi valdszintiségelmélet teljes erejét. Gon-
doljunk bele, hogy val6jdban minket nem is igazdn a # paraméter legvaldszintibb értéke érdekel
(hiszen az, hogy legvaldszin(ibb, egydltalan nem jelent bizonyossagot), hanem az, hogy milyen
eséllyel fogunk harmast dobni. Ehhez pedig figyelembe kell venniink — barmily valdszintitlen —
0 Osszes lehetséges értékét, ezeket az eseteket a valoszinliségiikkel sulyozva. Matematikailag ezt
integralszamitassal érjiik el:

p<d=3rD,a,b>=/p<d=3|e>p<e|D,a,b>d9

:/G-ﬂ(6|a+t,b+0)d9

=E[8(0]a+tb+o0)
_ a+t
a+t+b+o’

ahol a béta-eloszlas varhaté értékére vonatkozo Osszefiiggést hasznaltuk fel. Ezt a mddszert nevez-
zlik bayesi modelldtlagolds-nak.




