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BevezetésE segédlet célja a BME Villamosmérnöki és Informatikai Kar (VIK) villamosmérnöki szakán induló mester-(MSc-) képzés felvételi vizsgájára való felkészítés segítése, méréstechnika témakörben. A felvételi témakörökrészletesen az alábbi könyvben szerepelnek:
• Zoltán István, �Méréstechnika� egyetemi tankönyv, M¶egyetemi Kiadó, Budapest, 1997, azonosító: 55029
• Sujbert László (szerk.), �Méréstechnika példatár villamosmérnököknek �, M¶egyetemi Kiadó, Budapest,2006, azonosító: 55078
• http://www.mit.bme.hu/oktatas/targyak/vimiab01/jegyzet/index.htmlA BME VIK-en folyó méréstechnika oktatásában kiemelt szerepet kap annak hangsúlyozása, hogy a mérésvalójában modellezés, és a hétköznapi értelemben vett mérés csupán a modell egyes paramétereinek meghatáro-zását jelenti. A mérés els® lépése a modell struktúrájának, részletességének stb. meghatározása. A mérés sorána kapott eredmények függvényében egyes esetekben a modellt is meg kell változtatni, ezért általában a mérésiteratív folyamat.A Méréstechnika tantárgy tematikájának egy része természetesen a villamos mennyiségek mérésével, az ezekmérésére szolgáló eljárásokkal foglalkozik. Ez az anyagrész jelent®s lexikális ismeretet ad át, és bizonyos mérték¶átfedést mutat az elektronika, valamint a jelek és rendszerek témakörével. A tematika egy kisebb részében nemvillamos mennyiségek mérése szerepel, ezek mérése villamosmérnökök számára is gyakori feladat. A tematikaegy harmadik, hangsúlyos része méréselméleti jelleg¶, és a mérési eredmények, illetve eljárások kiértékelésé-vel foglalkozik. Ezt a témakört közönségesen hibaszámításnak is szokás nevezni. Az e témakörben megismertmódszerek, szempontok alkalmasak tetsz®leges, a tantárgyat elvégzett hallgató, illetve villamosmérnök kés®bbimunkája során felvet®dött mérési eljárás kiértékelésére, elemzésére. Ennek következtében a tantárgy tematiká-jában id®rendben el®ször ez a harmadik témakör szerepel.A felvételi anyagában a kari tantárgyban oktatott témakörök közül az alábbiak szerepelnek:1. Hibaszámítás2. Feszültség és áram mérése, jelreprezentációk3. Id®- és frekvenciamérés4. Impedanciamérés5. Oszcilloszkópok6. Spektrumanalizátorok
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1. fejezetHibaszámítás
1.1. Elméleti alapokMéréseinket minden esetben hiba terheli, azaz a mért mennyiség csak bizonyos eltéréssel egyezik meg a mérend®mennyiség értékével. A mérési hiba az alábbiak szerint de�niálható:a) abszolút hiba:

∆x = xm − xhb) relatív hiba:
h =

xm − xh

xh
≈ xm − xh

xmahol xm és xh rendre a mért és a helyes értéke a mérend® x mennyiségnek. Az abszolút hiba mértékegységemegegyezik x mértékegységével, a relatív hiba dimenziótlan. Leggyakrabban a relatív hibát alkalmazzuk, mertönmagában is jellemzi a mérés pontosságát. Az xh érték �ktív, elvileg nem ismert. A de�níciót érint® ellentmon-dás többféleképpen feloldható. Egy magyarázat, hogy egy adott mérési eljárás szempontjából általában létezikpontosabb mérés, amelynek hibája elhanyagolható az adott méréséhez képest, így a mérési hiba kiszámítható. Ahelyes érték gyakran nem közvetlenül, hanem az egyes mér®eszközök gyártói adatain keresztül áll rendelkezésre,leggyakrabban a relatív hibára vonatkozó speci�káció formájában. A mérési hiba fogalmával és hibaszámításieszközökkel nem csupán egy közvetlen mérés kezelhet®, hanem minden olyan szituáció, amelyben egy adottmennyiség értéke csak valamilyen bizonytalansággal áll rendelkezésre. Példaként említhet® egyes mennyiségeknévleges értéke, amelyet nem ellen®rzünk méréssel, de a hiba (t¶rés) mint adat szintén rendelkezésre áll. Neveze-tes példa lehet a számítási hiba, amely az egyes részszámítások után lép fel, az eredmények óhatatlan csonkolásavagy kerekítése közben.A továbbiak érdekében tekintsük az alábbi példát:
A A

VV

(b)

Ug

I

Ug

RV

RU

RA

(a)

R

I

U

A feladat az R ellenállás megmérése. Mindkét kapcsolás alapvet®en alkalmas a feladat végrehajtására, az el-lenállás a mért feszültség és áram hányadosa. Ha azonban a m¶szerek nem ideálisak (a voltmér® ellenállásanem végtelen, az ampermér®é nem zérus), az egyszer¶ hányados nem ad hibamentes eredményt. Az (a) ábrának2



megfelel® kapcsolásban a voltmér®, a (b) ábrának megfelel®ben az ampermér® okoz mérési hibát, amelyet kezelnikell.Amennyiben a voltmér® okoz mérési hibát, az ampermér® nemcsak az R-en, hanem a voltmér® bels® ellen-állásán folyó áramot is méri. Az ellenállás ezek után:
R̂ =

U

I − U/RV
(1.1)Amennyiben az ampermér® okoz mérési hibát, a voltmér® nemcsak az R-en, hanem az ampermér® bels® ellen-állásán es® feszültséget is méri. Az ellenállás ezek után:

R̂ =
U

I
−RA (1.2)Nagy ellenállások mérésére a (b), kis ellenállások mérésére az (a) kapcsolás alkalmasabb, hiszen a relatív hibaezzel a választással kisebb. Ezek a hibák minden esetben fellépnek, akkor is, ha a m¶szerek egyebként pontosak,hibamentes értéket mutatnak. Ez a hiba � változatlan elrendezést és mér®eszközöket feltételezve � mindig ugyan-akkora, mind nagyságra, mind el®jelre, ezért rendszeres hibának nevezzük. A rendszeres hiba megszüntetésérekét módszerrel élhetünk:1. Korrigálhatjuk az eredeti összefüggést (R = U/I helyett a fenti egyenletek), ezt a módszert éppen ezértkorrekciónak nevezzük.2. Megváltoztathatjuk a mérési elrendezést, úgy, hogy a mér®eszköz ne vagy ne ilyen mértékben okozzonhibát (pl. az (a) helyett a (b) elrendezést alkalmazzuk).Kérdés, miért hiba ez, ha egyszer a korrekció révén kiküszöbölhet®. Gyakran a mérés nem viseli el a korrekci-óval járó költségeket: a korrekcióhoz szükséges adatok nehezen hozzáférhet®k, a számítások elvégzése nehézkes,bonyolult, esetleg nem áll rendelkezésre megfelel® tudás. Ennek ellenére a mérési bizonytalanság szabványoskiértékelése során (GUM alkalmazása) a rendszeres hibát mindig korrigálni kell, a mérési eljárásnak része akorrekció is. A GUM nem része a felvételi tananyagnak.A mérés pontatlanságához egy másik hibatípus is hozzájárul: ez az ún. véletlen hiba. Véletlen hiba szárma-zik a mér®eszközök bizonytalanságából, a leolvasási pontatlanságból, a mérend® mennyiségen jelenlév® véletlenhatásokból (pl. feszültségmérés esetén zaj), illetve az alkalmazott egyéb alkatrészek, mérést befolyásoló mennyi-ségek t¶réséb®l. Pl. egy ellenállás t¶rése, ha az egy hálózat része, pontosan úgy viselkedik, mintha mérési hibalenne. A véletlen hibát egy pozitív értékkel adhatjuk meg, noha ennek a hibának sem az el®jele, sem a pontosabszolút értéke nem ismert. Csak azt állítjuk, hogy a mérés eredményén jelenlév® véletlen hatásokból adódóanaz eredményhez ésszer¶ módon rendelhet® egy szimmetrikus intervallum, és a mérési hiba egy konkrét esetbenezen az intervallumon belül helyezkedik el. Pl. egy 100 Ω-os, 5% t¶rés¶ ellenállás értéke 95 . . . 105 Ω közötttetsz®leges lehet, másképpen a relatív hibája a ±5% intervallumon belül bármekkora lehet. Fontos, hogy mígrendszeres hibák esetében a hiba el®jele és nagysága is adott, addig véletlen hibák esetében nem.Az egyes egyedi mérések, illetve a mérést befolyásoló egyéb paraméterek hibái megjelennek a mérés végered-ményében is. A helyes értékt®l való kicsiny eltérések hatása a végeredményre az ún. hibaterjedés. A hibaterjedéssegítségével megállapítható, hogy bármilyen természet¶ hiba hogyan befolyásolja a végeredményt. Sok esetbenez a módszer rendszeres hibák esetében is kezelhet®bb, mint a nehézkes korrekció. A számítás végén adottminden egyes mért (illetve bármi módon bizonytalan) érték hatása a végeredményre. A hibaszámítás utolsólépése ezen komponensek összegzése, amely azonban a hiba természetét®l és a kiértékelés céljától is függ. Ahibaszámítás lépései az alábbiakban foglalhatók össze.1. Fel kell írni a mérési eljárást jellemz®

y = f(xi), i = 1 . . .N (1.3)függvénykapcsolatot. Ebben az xi változók a mért értékek vagy bármi módon hibával jellemezhet® para-méterek, y a végeredmény, amely változó értékének meghatározása a mérés végs® célja.3



2. Meg kell határozni a
ci =

∂f

∂xi
, i = 1 . . .N (1.4)érzékenységeket. A módszer alapjai ugyanis az, hogy egy adott pontban az f függvényt helyettesítjük azels®fokú Taylor-sorával, és a hiba jelleg¶ kicsiny eltérésre ezen keresztül határozzuk meg y módosítottértékét. Közönségesen a függvényt az adott pontban az érint®jével helyettesítjük.3. a végeredmény hibája tehát:

∆yi = ci∆xi, i = 1 . . .N (1.5)ahol ∆yi A végeredmény hibája az i-edik változó hatására, ∆xi az egyes mért értékek hibáját jelöli.4. A teljes hiba ezen ∆yi-k összegzéséb®l adódik. Az összegzésre az alábbi módszerek állnak rendelkezésre:a) �worst case� összegzés:
∆y =

N
∑

i=1

|∆yi| (1.6)Ezt a módszert véletlen hibák esetén alkalmazhatjuk, ha a legrosszabb esetet, azaz a legnagyobbhibát kívánjuk kiszámítani. Kevés számú véletlen hibakomponens esetén ez a megoldás a gyakori.b) valószín¶ségi összegzés:
∆y =

√

√

√

√

N
∑

i=1

(∆yi)2 (1.7)Ezt a módszert véletlen hibák esetén alkalmazhatjuk, ha a hiba legvalószín¶bb értékét kívánjuk kiszá-mítani. Nagy számú véletlen hibakomponens esetén, vagy precízebb hibaszámítást igényl® esetekbenalkalmazzuk.c) el®jeles összegzés:
∆y =

N
∑

i=1

∆yi (1.8)Ezt a módszert rendszeres hibák esetén alkalmazhatjuk, vagy ha bármilyen okból ismert az eltéréspontos el®jele és nagysága.A fenti módszerek közötti választás a mérés �zikai körülményeinek, a hibaforrásoknak, továbbá a kiértékeléscéljának gondos mérlegelését igényli. Ebb®l adódóan bizonyos gyakorlatra is szükség van, de általában véveelmondható, hogy az el®jeles összegzést csak igen gondos megfontolás után alkalmazzuk. A különböz®el®jel¶ érzékenységek miatt ugyanis az el®jeles összegzés eredménye az is lehet, hogy a komponensekkioltják egymást. Ez pedig a hiba becslésében súlyos hibát eredményezhet, hacsak nem egyértelm¶ azegyes hibák nagysága és el®jele.A fenti 3. pont gyakran kiegészül egy algebrai átalakítással, amelynek során y relatív hibáját fejezzük ki,akár x, akár ∆x/x segítségével. A lehetséges esetek tehát:a)
∆yi = ci∆xi, i = 1 . . .N (1.9)b)

∆yi = cixi
∆xi

xi
, i = 1 . . .N (1.10)c)

∆yi
y

=
ci

f(x)
∆xi, i = 1 . . .N (1.11)
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d)
∆yi
y

=
cixi

f(x)

∆xi

xi
, i = 1 . . .N (1.12)A feladatok megoldása során érdemes paraméteresen számolni, és a legegyszer¶bb alakot kifejezni. A fenti esetekközül leggyakrabban a d) szerinti kifejezést használjuk.1.2. Példák1.1. Sebességet mérünk út és id® mérésével. Az útra x = 2000 m ± 0.5%-ot, az id®re t = 2000 s ± 0.1%-otkaptunk. Legrosszabb esetben mekkora a sebességmérés hibája?Megoldás

x = 2000 m± 5% = (2000± 10) m = x̂±∆x → x̂ = 2000 m, ∆x = 10 m,

t = 2000 s± 0.1% = (2000± 2) s = t̂±∆t → t̂ = 2000 s, ∆t = 2 s.A sebességmérés becsl®je:
v̂ =

x̂

t̂
= 1

m

s
.A hibasáv a legkedvez®tlenebb eset feltételezésével:

∆v ∼=
∣

∣

∣

∣

∂v

∂x
∆x

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂v

∂t
∆t

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

t̂
∆x

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

x̂

t̂2
∆t

∣

∣

∣

∣

= 6 · 10−3 m

s
. (1.13)A mérés eredménye:

v = (1± 6 · 10−3)
m

s
= 1

m

s
± 0.6%.A relatív hiba (1.13) átalakításával közvetlenül számítható:

∆v

v̂
∼= ∆x

x̂
+

∆t

t̂
= (0.5 + 0.1)% = 0.6%.Megjegyzés. A továbbiakban az els®fokú közelítésre utaló ∼= jel helyett egyenl®ségjelet írunk. Ezen kívülelhagyjuk a becsl®re vonatkozó ˆ (kalap) jelzést (pl. becsl® helyett egyes esetekben a névleges érték kifejezéskedvez®bb), és csak azokban az esetekben használjuk, amikor a két érték megkülönböztethetetlensége zavarólenne.1.2. 100 db 1 kΩ névleges érték¶ és 1% t¶rés¶ (relatív véletlen hibájú) ellenállást sorosan kapcsolunk. Mekkora azígy nyert 100 kΩ névleges érték¶ ellenállás relatív hibája, a hibakomponensek (a) worst case és (b) valószín¶ségialapon történ® összegzésével?MegoldásAz egyes ellenállások névleges értékei és hibái:

Ri = 1 kΩ, ∆Ri = hRi = 10 Ω,ahol h = ∆Ri/Ri, az egyes ellenállások relatív hibája, avagy t¶rése. Az ered® ellenállás:
Re =

100
∑

i=1

Ri = 100Ri = 100 kΩ.A megoldáshoz kétféleképpen juthatunk el: az abszolút és a relatív hibakomponensek összegzésével. Fontos, hogya példa relatív hibát kérdez, tehát az els® esetben is utolsó m¶veletként le kell osztani az ered® ellenállással.5



I. Az ered® ellenállás megváltozása az i-edik ellenállás megváltozására:
∆Re|i =

∂Re

∂Ri
∆Ri = ∆Ri.Az (a) esetben az ered® hiba:

∆Re =

100
∑

i=1

|∆Re|i = 100∆Ri,
∆Re

Re
=

100∆Ri

100Ri
=

∆Ri

Ri
= h = 1%.A (b) esetben az ered® hiba:

∆Re =

√

√

√

√

100
∑

i=1

(∆Re)2i =
√

100∆R2
i = 10∆Ri,

∆Re

Re
=

10∆Ri

100Ri
= 0.1

∆Ri

Ri
= 0.1h = 0.1%.II. Az ered® ellenállás relatív megváltozása az i-edik ellenállás relatív megváltozására:

∆Re

Re

∣

∣

∣

∣

i

=
∂Re

∂Ri

Ri

Re

∆Ri

Ri
=

Ri

Re
h =

1

100
h.Az (a) esetben az ered® hiba:

∆Re

Re
=

100
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∆Re

Re

∣

∣

∣

∣

i

= h = 1%.A (b) esetben az ered® hiba:
∆Re

Re
=

√

√

√

√

100
∑

i=1

(

∆Re

Re

)2

i

=
√
100 · 10−4h2 = 0.1h = 0.1%.Jól látható, hogy a két úton ugyanazokra a megoldásokra jutottunk.1.3. Bukógátas áramlásmérésnél a folyadék egy �V� alakú nyíláson áramlik ki. A térfogatáram a következ®képpenfejezhet® ki:

Q =
4

15

√

2g
d

l
h5/2,ahol d a bukógát szélessége, l a teljes magassága, h pedig a folyadék magassága a gát aljától a felszínéig, g jelölia nehézségi gyorsulást. Mekkora a mérés során elkövetett relatív hiba legvalószín¶bb értéke, ha d és l mérésénekrelatív hibája 1%, h mérésének relatív hibája pedig 3%?MegoldásÍrjuk át el®ször a példában megadott bonyolult kifejezést:

Q =
4

15

√

2g
d

l
h5/2 = c1 · d = c2 ·

1

l
= c3 · h5/2,ahol c1, c2, c3 konstansnak rögzíthet®k, a mellettük kiemelt szorzó vizsgálatához. Ekkor egyszer¶en adódik,hogy:

∆Qd

Q
=

∆d

d
,
∆Ql

Q
= −∆l

l
,
∆Qh

Q
=

5

2

∆h

h
.A hiba legvalószín¶bb értékéhez az egyes komponenseket négyzetesen kell összegezni:

∆Q

Q
=

√

(

∆d

d

)2

+

(

∆l

l

)2

+

(

5

2

∆h

h

)2

= 7.63%.

6



1.4. Adottak az alábbi mátrixok. Legrosszabb esetben mekkora az Y = X
−1 mátrix elemeinek relatív bizonyta-lansága, ha azXmátrix elemeinek relatív hibája 50 ppm, és a számítási eljárás numerikus hibája elhanyagolható?Adjuk meg az inverz mátrixot is!a)

X =

[

50 51

52 53

]

;b)
X =

[

44 45

−67 68

]

.MegoldásJelöljük az X mátrix elemeit a következ®képpen:
X =

[

x1 x2

x3 x4

]

.Ekkor az inverz mátrix:
Y = X

−1 =
1

detX

[

x4 −x2

−x3 x1

]

=

[

y1 y2

y3 y4

]

.A deriválásokat elvégezve, rendezés után azt kapjuk, hogy:
h1,4 =

h

| detX| (|x1x4|+ 3|x2x3|) ,

h2,3 =
h

| detX| (|x2x3|+ 3|x1x4|) ,ahol:
h1,4 =

∆y1
y1

=
∆y4
y4

,

h2,3 =
∆y2
y2

=
∆y3
y3

,

h =
∆x1

x1

=
∆x2

x2

=
∆x3

x3

=
∆x4

x4

.a)
X

−1 =

[

−26.5 25.5

26 −25

]

, h1,4 = 26.52%, h2,3 = 26.51%;b)
X

−1 =

[

11.32 −7.491

11.15 7.325

]

· 10−3, h1,4 = 100.2 ppm, h2,3 = 99.98 ppm.A a) feladatban adott mátrix közel szinguláris, ezért adódott igen nagy hiba az inverz mátrix elemeire. A b)feladatban adott mátrix inverzének pontossága nagyságrendileg megegyezik az eredeti mátrix pontosságával.1.5. Egy mechanikai rendszerben szeretnénk kis távolságokat mérni. Ehhez a mérend® alkatrészeken fémle-mezeket helyezünk el. Az így nyert síkkondenzátort egy RC oszcillátor kondenzátoraként használjuk, és azoszcillátor jelének frekvenciájából számítható a kérdéses d távolság. Az összefüggések és az értékek: C = εA/d,
f = 1/(2πRC); ε = 8.85 · 10−12 F/m, A = 50 cm2, R = 10 kΩ. Mérési hibát okoz a frekvenciamérés és azellenállás értékének bizonytalansága (mindkett® relatív hibája 1%), a többi hibát elhanyagoljuk.a) Adjuk meg a távolságmérés relatív hibáját, a hibakomponensek worst case alapú összegzésével!7



b) A berendezés tesztelésekor kiderül, hogy nem hanyagolható el a kondenzátor hozzávezetéseinek kapacitása,amely a mérend® kondenzátorral párhuzamosan kapcsolódik. Mekkora a mérés hibája, ha a hozzávezetésekkapacitása Cp = 45 pF, és a mérend® távolság névleges értéke d = 1 mm?MegoldásA példában megadott képletek felhasználásával:
d = 2πRfεA. (1.14)a) Ebb®l a hiba deriválás, rendezés után és worst case összegzéssel:

∆d

d
=

∆f

f
+

∆R

R
= 2%.b) A párhuzamosan kapcsolódó Cp kapacitás hozzáadódik a méréshez felhasznált kondenzátoréhoz. Ez akapacitás rendszeres hibát okoz, de mivel értéke ismert, korrigálni lehet vele. Így a (1.14) képlet a követ-kez®képpen módosul:

d =
2πRfεA

1− Cp2πRf
. (1.15)Mivel a függvény megváltozott, a frekvenciamérés hibájának, illetve az ellenállás bizonytalanságának ha-tását újra kell számolni. Tekintsük el®ször a frekvenciamérés hibájának hatását! Deriválás és rendezésután:

∆df
d

=
1

1− Cp2πRf

∆f

f
.A fenti kifejezés alkalmas arra, hogy a hiba számszer¶ értékét kiszámítsuk. Egy ilyen vagy ehhez hasonlókifejezés alapján azonban egy mérési eljárás érzékenysége is értékelhet® az egyes mért mennyiségek, illetvea mérésben szerepl® egyéb paraméterek bizonytalansága szempontjából. Nem szerencsés, ha ezekben akifejezésekben egy olyan, a mérend® mennyiségt®l függ® változó szerepel, amely sem mint mérési eredmény,sem mint mérend® mennyiség nem jelenik meg. Jelen esetben a frekvencia egy ilyen közbüls® mennyiség.Fejezzük ki ezért f -et a (1.15) egyenletb®l, amivel a hiba kifejezése:

∆df
d

=
εA+ Cpd

εA

∆f

f
=

C + Cp

C

∆f

f
,ahol C jelöli a d mérésekor el®álló kapacitást. Figyeljük meg, hogy kis C (nagy d) esetén a hiba nagyonnagy. Mivel R a (1.15) kifejezésben f -fel megegyez® helyzetben van, ezért∆R/R is ugyanazzal a kifejezésselszorzandó, így a teljes hiba worst case összegzéssel:

∆d

d
=

εA+ Cpd

εA

[

∆f

f
+

∆R

R

]

= 4.03%.
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2. fejezetFeszültség és áram mérése,jelreprezentációk
2.1. Elméleti alapokFeszültség és áram mérésére analóg vagy digitális m¶szereket használhatunk. Bár a digitális m¶szerek (leggyak-rabban multiméterek) dominálnak a mai gyakorlatban, ez id® szerint még érdemes az analóg m¶szerek néhánytulajdonságával megismerkedni.Az analóg m¶szerek, ezen belül is az egyenfeszültség vagy egyenáram mérésére szolgáló m¶szerek leggyakrab-ban leng®tekercses, állandómágneses (ún. Deprez-) m¶szerek. A teljes m¶szer tartalmazza az ún. alapm¶szert,valamint a méréshatár kiterjesztésére szolgáló ellenálláshálózatot. A m¶szer fontos jellemz®je a bemeneti el-lenállás, amely ideális m¶szer esetén nem terheli a mérend® hálózatot. Ennek megfelel®en az ideális voltmér®szakadás (Rbe = ∞), az ideális ampermér® rövidzár (Rbe = 0).Feszültségmérés esetén a méréshatár K-szorosára történ® kiterjesztéséhez szükséges el®tétellenállás és am¶szer bemeneti ellenállása:

Re = (K − 1)Rm, Rbe = KRm (2.1)Árammérés esetén a méréshatár K-szorosára történ® kiterjesztéséhez szükséges söntellenállás és a m¶szer be-meneti ellenállása:
Rs =

Rm

K − 1
, Rbe =

Rm

K
(2.2)Váltakozó feszültség és áram mérésére egyenirányítóval kiegészített Deprez-m¶szert vagy egyéb analóg m¶-szert (lágyvasas, elektrodinamikus stb.) használnak.Az analóg m¶szerek véletlen hibáinak jellemzésére szolgál az osztálypontosság, amely a m¶szer abszolúthibája és a végérték hányadosa:

op =
∆x

xmax

(2.3)ahol x feszültség és áram is lehet. Az osztálypontosságot % egységben adják meg, azaz ha op = 1, akkor am¶szer végértékre vonatkoztatott relatív véletlen hibája 1%. Adott x mellett a mérés relatív hibája:
h =

xmax

x
op (2.4)Ebb®l is látszik, hogy érdemes mindig olyan méréshatárban mérni, amely nem haladja meg túlságosan a mértértéket.A digitális m¶szerek analóg-digitál átalakítás és további jelfeldolgozás után adják meg a mért áram vagyfeszültség értékét. A bemeneti impedancia feszültségmérés esetén igen nagy, Rbe = 1 . . . 10 MΩ, és ez általábanfüggetlen a méréshatártól. Árammérés üzemmódban a bemeneti impedancia nem közelíti jobban az ideálist,mint az analóg m¶szerek esetében. A digitális m¶szerek relatív véletlen hibája több összetev®b®l áll:

h = h1 + h2

xmax

x
+

1

N
(2.5)9



ahol:
• h1 �of value�, a mért értékre vonatkozó hiba
• h2 �of range�, a végértékre vonatkozó hiba
• 1/N a kvantálási hiba: A m¶szer felbontása az utolsó számjegy, annak helyi értékével. Az ebb®l ered®relatív hiba a m¶szer által kijelzett, tizedespont nélküli szám reciproka. Pl. 12.56 V esetén a kvantálásihiba 1/1256 ∼= 0.08%.Az áram és feszültség mérésére szolgáló m¶szerek AC üzemmódban �zikailag a jelek abszolút középértékét,csúcsértékét vagy e�ektív értékét mérik, a kijelzés mindig szinuszos e�ektív értékre történik. Ezt a témakörtrészletesen tárgyalja a tankönyv.AC jelen a gyakorlatban periodikus jelet, illetve ergodikus zajt, leggyakrabban Gauss-eloszlású zajt értünk.A periodikus jelek Fourier-sorukkal reprezentálhatók. A Fourier-felbontás azért is célszer¶, mert a jel egyesjellemz®it tagonként lehet számítani, majd az ortogonalitás miatt egyszer¶ módszerrel a teljes jelre vonatkozóanösszegezni.Jellegzetes feladat a periodikus jel e�ektív értékének meghatározása. Amennyiben a jel szinuszos kompo-nenseinek amplitúdóját ismerjük, egy-egy komponens e�ektív értéke az amplitúdó √

2-ed része, és a teljes jele�ektív értéke:
Ueff =

√

√

√

√

K
∑

i=1

U2
i,eff (2.6)ahol K a komponensek száma. Amennyiben egy frekvenciához több komponens is tartozik, azokat el®szörtrigonometrikus azonosságokkal össze kell vonni.Nagyságrendileg különböz® mennyiségek között a dB-skálát alkalmazzuk. A dB-skála általában relatív, ésegy referenciamennyiséghez képest adja meg egy mennyiség értékét. Amennyiben szintek közötti arányt kellreprezentálni, a de�níció a következ®:

W [dB] = 20 lg
x

xref

(2.7)Szint lehet feszültség, áram, (feszültség- vagy áram-) er®sítés, átviteli függvény abszolút értéke stb. Amennyibenteljesítmények közötti arányt kell reprezentálni, a de�níció eltér®:
W [dB] = 10 lg

P

Pref

(2.8)Zajos jelek esetén fontos a jel-zaj viszony értéke, amelynek de�níciója:
SNR[dB] = 10 lg

Pjel

Pzaj

(2.9)(Az SNR rövidítés az angol signal to noise ratio elnevezés rövidítése.) Zajon általában sávkorlátozott fehér zajtértünk, amelynek spektruma a B sávkorlátig konstans, felette zérus. A zaj teljesítménye a frekvenciatartomány-ban a görbe alatti terület, és ez megegyezik a varianciájával, azaz szórásnégyzetével:
Pzaj = σ2 (2.10)A zaj e�ektív értéke pedig:
Ueff = σ (2.11)A zaj mérési eredményt befolyásoló hatását tehát csökkenthetjük, ha a zajos jelet úgy sz¶rjük, hogy a hasz-nos jelet változatlanul hagyjuk, a szélessávú zaj nagy részét pedig kisz¶rjük. A zaj teljesítményét a sz¶rés akövetkez®képpen csökkenti:

P ′

zaj = Pzaj

Bp

B
(2.12)ahol Bp a sz¶r®, B a zaj sávszélessége. Fontos, hogy ez az összefüggés csak akkor teljesül, ha a sz¶r® teljes áteresz-t®sávjában van zajteljesítmény. Ha pl. a zaj alapsávi, és a sz¶r® alulátereszt®, az összefüggés érvényességénekfeltétele, hogy Bp < B. 10



2.2. Példák2.1. Egy szinuszgenerátor kimen® jelének torzítási tényez®je 1%. Mekkora a felharmonikusok és a teljes jelteljesítményének aránya?MegoldásA torzítási tényez® de�níciója:
k =

√

∑

∞

i=2 U
2
i

∑

∞

i=1 U
2
i

=

√

Pf

Pt
,ahol Pf és Pt rendre a felharmonikusok és a teljes jel teljesítményét jelölik. Ebb®l a kérdéses arány:

Pf

Pt
= k2 = 10−4.2.2. Zajos szinuszos jelet mérünk. Mekkora a szinuszjel e�ektív értéke, ha a mért e�ektív érték Um = 6.1 V, ajel-zaj viszony pedig SNR = 14.7 dB?MegoldásA jel-zaj viszony de�níciója:

SNR = 10 lg
Pjel

Pzaj

.Ennek alapján a jel és a zaj teljesítményének aránya:
a =

U2
x

U2
n

= 10SNR/10 ∼= 29.51.Mivel a mért jel e�ektív értéke az e�ektívérték-négyzetek összege:
U2
m = U2

x + U2
n,ezért a fentiek alapján Ux kifejezhet®:

Ux =

√

U2
m

1 + 1/a
= 6 V.2.3. Mekkora a várható értéke, e�ektív értéke és frekvenciája az alábbi jeleknek:a) x(t) = A2 sin2(2πf0t);b) x(t) = sin2(3πf0t);c) x(t) = 12 sin(2πf0t) + 12 sin(6πf0t);d) x(t) = 12| cos(2πf0t)|;e) z(t) =

√
2ej2πf0t?MegoldásA várható érték a jel középértéke, a DC-komponens. Az e�ektív érték a különböz® frekvenciájú komponenseke�ektív értékeib®l számítható, négyzetes összegzéssel. A DC-komponens speciálisan zérus frekvenciájú kompo-nens, melynek e�ektív értéke önmaga. A jel frekvenciája a legalacsonyabb frekvenciájú komponens frekvenciá-jával egyezik meg. 11



a)
x(t) = A2 sin2(2πf0t) = A2/2(1− cos(4πf0t)).Tehát:

x0 = A2/2, xeff =
√

A4/4 +A4/8 =
√

3/8A2, fx = 2f0.b) Az a) feladat alapján:
x0 = 0.5, xeff =

√

3/8, fx = 3f0.(Az eredeti szinuszjel frekvenciája 1.5f0 volt.)c)
x0 = 0, xeff =

√

122/2 + 122/2 = 12, fx = f0.d) Mivel valós jelekre |x(t)|2 = x2(t), ezért az e�ektív érték számításánál az abszolútérték-képzés �gyelmenkívül hagyható. A középérték a szinuszjel abszolút középértéke. Mivel a félperiódusok abszolút értékemegyezik, x(t) periódusideje az eredetinek a fele.
x0 = xabs =

2

π
12 = 7.6394, xeff =

12√
2
= 8.485, fx = 2f0.e)

x0 = 0, xeff =
√
2 = 1.414, fx = f0,ugyanis |z(t)| = √

2, és az e�ektív érték számításához szükség van abszolútérték-képzésre is.2.4. Egy Deprez-m¶szer végkitérése I = 50 µA, ekkor a kapcsain U = 100 mV feszültség van. Mekkora el®tét-ellenállást alkalmazzunk, hogy a méréshatárt Um = 10 V-ra terjeszthessük ki?MegoldásAz alapm¶szer ellenállása:
Rb =

U

I
= 2 kΩ.A szükséges el®tét-ellenállás:

Re =
Um − U

U
Rb = 198 kΩ.2.5. U = 160 V névleges érték¶ feszültséget szeretnénk megmérni, de csak maximum 100 V-os méréshatárúm¶szerünk van. A feladatot két egyforma Deprez-m¶szer sorba kapcsolásával oldhatjuk meg. Mekkora lesz amérés hibája a legkedvez®tlenebb esetben, ha a m¶szerek osztálypontossága 1?Megoldás

U1 = U2 =
Ux

2
= 80 V,

∆U1

U1

=
∆U2

U2

= op
100 V

80 V
= 1.25%.A mérés hibája a legkedvez®tlenebb esetben:

∆Ux

Ux
=

1

2

∆U1

U1

+
1

2

∆U2

U2

= 1.25%.
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2.6. Egy digitális feszültségmér® 2 V-os méréshatárban 0.0245 V-ot mutat. Mekkorának feltételezhetjük a méréshibáját, ha nem áll rendelkezésünkre a m¶szer gépkönyve?MegoldásA hiba forrása a mérési eredmény kvantált kijelzése, és egyedül a kvantálási hibát tudjuk számítani. Feltesszük,hogy a m¶szer kijelzésének megfelel a mér®áramkörök pontossága is.
h ≈ hq =

1

245
≈ 0.4%.
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3. fejezetId®- és frekvenciamérés
3.1. Elméleti alapokAz id®- és frekvenciamérés a tantárgy rövid, de fontos fejezete. Bár az id® nem villamos mennyiség, mérésérea villamosmérnöki gyakorlatban igen sokszor van szükség. Napjainkban mérésre szinte kizárólag digitális, ún.számlálós frekvenciamér®, illetve id®mér® eljárást alkalmaznak. A mérés pontosságát alapvet®en meghatározzaaz alkalmazott órajel pontossága, az órajelet egy kvarcoszcillátor szolgáltatja. A mérési hiba másik jelent®skomponense a kvantálási hiba, amely abból származik, hogy nem egész számú periódust kellene számlálni azórajelb®l, a számláló mégis egész számot tartalmaz. A hiba csökkenthet®, ha a számlálás során törekszünk minélnagyobb számú órajel-periódus számlálására.Az alapstruktúrák a tankönyv frekvenciamérésre, illetve periódusid®-mérésre bemutatott blokkvázlatai. Amai m¶szerekben leggyakrabban id®t mérnek, és az aritmetikai egység végzi el a reciprokképzést, így határozzameg a frekvenciát. A periódusid®-mérés pontosságát átlagperiódusid®-méréssel lehet javítani. Ha ezen felül akonstans mérési id® is cél, ún. állandó kapuidej¶ mérést kell alkalmazni. Az id®intervallum-mérés a fázismérésalapja, az ezzel kapcsolatos megfontolások hasonlóak az id®mérésnél megismertekhez.3.2. Példák3.1. Egy szinuszgenerátor zajmentesnek tekinthet® jelének frekvenciáját mérjük számlálós periódusid®-mér®vel.A névleges frekvencia fx = 100 kHz, a mér®m¶szer órajelének frekvenciája f0 = 10 MHz.a) Mekkora relatív hibával mérhet® meg a periódusid® egyetlen periódus mérésével?b) A mérési hibát átlagperiódusid®-méréssel csökkenthetjük. Hány periódust kell mérnünk, hogy a relatívmérési hiba 10−4-re csökkenjen?c) Ha ennél is kisebb hibával szeretnénk mérni, a jel már nem tekinthet® zajmentesnek, ilyenkor a mérésieredményeket átlagolni kell. Hány eredményt kell átlagolni ahhoz, hogy a hiba 10−5-re csökkenjen?d) Hány mérési eredményt kellene átlagolnunk 10−4-es hibához, ha az egyetlen periódus méréséb®l származóeredményeket átlagolnánk?Megoldása) Egy periódus mérése esetén a hiba:

h1 =
1

N
=

f

f0
= 1%.
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b) Átlagperiódusid®-mérés során a hiba n-ed részére csökken, azaz:
h2 =

h1

n
,ahol n a mért periódusok száma. Mivel a példában h2 adott,

n =
h1

h2

= 100.c) A hiba további csökkentése statisztikai átlagolással lehetséges, ebben az esetben:
h3 =

h2√
k
,ahol k az átlagolások száma. Mivel a példában h3 volt adott,

k =
h2
2

h2
3

= 100.d) Az el®z® képlet alkalmazható itt is, ebben az esetben a kiindulási hiba h1, az eredmény h2, így:
m =

h2
1

h2
2

= 10000.3.2. 1320 Hz névleges frekvenciájú periodikus jel frekvenciáját mérjük, számlálós periódusid®-mér®vel. A beállí-tott mérési id® 1 sec, ez azt jelenti, hogy mérend® jelb®l mindig annyi (egész számú) periódust mér meg, amennyia kijelölt mérési id®be belefér. (Ez az id®tartam a tényleges mérési id®.) Mekkora a mérés relatív hibája, ha am¶szer órajele 10 MHz frekvenciájú, és ennek hibáját elhanyagoljuk?MegoldásA megoldás során kihasználjuk, hogy a tényleges mérési id® és a m¶szeren beállított mérési id® jó közelítésselmegegyezik. Így a hiba:
h =

1

f0tm
= 10−7.3.3. Egy programozható számlálós frekvencia/periódusid®/átlagperiódusid®-mér® órajele f0 = 107 Hz, relatívvéletlen hibája 10−6. Egy fx = 500 kHz névleges frekvenciájú zajmentes szinuszjel frekvenciáját szeretnénkpontosan megmérni.a) Milyen funkciót válasszunk a m¶szeren, hogy adott mérési id® alatt maximális mérési pontosságot érjünkel?b) Mekkora a választott funkció mellett a mérés relatív véletlen hibája (a hibakomponensek worst caseösszegzésével), ha a mérésre 200 µs áll rendelkezésre?c) Mekkora lenne a hiba, ha a mérésre 20 ms lenne fordítható? Milyen modellezési problémát vet fel ez azeredmény?Megoldása) A háromféle mérési mód csak a kvantálási hibában különbözik egymástól, így csak azt számítjuk ki.Frekvenciamérés esetén a mérési id®, illetve a számláló állása:

tm =
nf

f0
, Nf =

fx
f0

nf ,15



ahol f0 az órajel, fx a mérend® frekvencia, nf az órajel leosztása. A számláló állása a mérési id®vel:
Nf = fxtm.Periódusid®, átlag-periódusid® mérése esetén a mérési id®, illetve a számláló állása:

tm =
nt

fx
, Nt =

f0
fx

nt,ahol f0 az órajel, fx a mérend® frekvencia, nt a mérend® jel leosztása. A számláló állása a mérési id®vel:
Nt = f0tm.Az az üzemmód pontosabb, amelyben adott mérési id® alatt több impulzus számlálására kerül sor. Mivel

f0 > fx, célszer¶ periódusid®-mérést választani.b) A hiba, az órajel hibáját is �gyelembe véve:
h1 =

∆f0
f0

+
1

N
∼= ∆f0

f0
+

1

f0tm
= 5.01 · 10−4.c)

h2 =
∆f0
f0

+
1

N
∼= ∆f0

f0
+

1

f0t′m
= 6 · 10−6.A mérési hiba a második esetben nagyon kicsiny. Ekkor már nem reális feltevés, hogy a jel zajmentesnektekinthet®. További probléma, hogy a mérési intervallumba a jel 10000 periódusa esik, így elképzelhet®,hogy közben frekvenciája is megváltozik a hibának megfelel® nagyságrendben, tehát a jel frekvenciájátkonstansnak feltételez® eljárás hamis eredményt ad. Röviden azt mondhatjuk, hogy a mérend® jel frek-venciastabilitása nagy valószín¶séggel nem olyan jó, mint amilyen pontos a mérés.3.4. Egy kétbemenet¶ (A és B) számláló jelek frekvenciájának, periódusidejének mérésére alkalmas. Mindkétbemenetet használva id®intervallumot is mérhetünk. A m¶szer mindenképpen periódusid®t mér, és a bels®aritmetikai egység számítja ki a mért periódusid®b®l a frekvenciát. Ezekhez a funkciókhoz a jelet az A bemenetrekell kapcsolni. A m¶szer órajele f0 = 50MHz, véletlen hibája h = 3·10−5. A m¶szerrel egy fx = 1.2 kHz névlegesfrekvenciájú tiszta szinuszos jelet mérünk. Ez a mérend® jel egy lineáris rendszer bemenetére is kapcsolódik.A rendszer kimenetén megjelen® jel ϕ = 8◦ fázistolást szenved, amelyet szeretnénk pontosan megmérni. Ennekérdekében a kimeneti jelet m¶szerünk B bemenetére kapcsoljuk, és id®intervallumot mérünk. A frekvencia és amért id®intervallum segítségével számítással határozzuk meg a fázistolás értékét. A mérési id® mindkét esetben�x érték, tm = 0.1 s.a) Mekkora a frekvenciamérés relatív hibája?b) Mekkora a fázismérés abszolút hibája, ha az id®intervallum mérését az A bemenetre kapcsolt jel felfutó éleindítja, és a B bemenetre kapcsolt jel felfutó éle állítja meg? A teljes mérési id® alatt a m¶szer a keresettintervallumot többször is megméri (hiszen a triggerfeltétel minden periódusban egyszer teljesül), és ezeketaz eredményeket az aritmetikai egység átlagolja.c) Növekszik-e a fázismérés pontossága, ha az id®intervallum mérését az A bemenetre kapcsolt jel lefutó éleindítja?Megoldása) A frekvenciamérés hibája megegyezik a periódusid®-mérés hibájával (mivel f = 1/T ):

∆fx
fx

∼= ∆f0
f0

+
1

tmf0
= 3.02 · 10−5.16



b) A fázismérés hibájának kifejezéséhez írjuk fel el®ször a fázis kiszámítására szolgáló összefüggést:
ϕ = 2π

τ

Tx
= 2πτfx. (3.1)Ebb®l a fázismérés hibája:

∆ϕ = ϕ

[

∆(fx)
′

fx
+

∆τ ′

τ

]

.A ∆(fx)
′ és ∆τ ′ jelölés magyarázata a következ®: A m¶szer órajele mind τ , mind pedig Tx mérésébenugyanolyan el®jel¶ és nagyságú hibát okoz (feltéve, hogy a frekvenciája stabil), így a (3.1)-ben szerepl®hányadosképzés során kiesik. Ugyanakkor τ és Tx mérésének vannak független hibakomponensei, ezek sze-repelnek a fenti képletben. Minthogy ezek a hibakomponensek nem egyeznek meg τ és Tx önálló mérésénekhibájával, megkülönböztetésül vessz®vel jelöltük ®ket.A mérési id® alatt a τ intervallumot éppen n = [tmfx] ∼= tmfx-szer mérjük meg, ahogyan Tx-et is. Viszonta τ intervallumok nem folytonosan követik egymást, így � feltételezve, hogy fx és f0 nem szinkronizált� n független mérésünk van, azaz a hiba nem a periódusméréshez hasonlóan n-edrészére, hanem csak√

n-edrészére csökken az átlagolás során. Így τ mérésének hibája:
∆τ ′

τ
=

1√
tmfx

1

τf0
.A fázismérés hibája tehát:

∆ϕ = ϕ

[

1

tmf0
+

1√
tmfx

1

τf0

]

= 1.379 · 10−5 rad = 7.903 · 10−4 ◦.c) Kézenfekv® gondolat, hogy a mérés hibája csökkenthet®, ha a mérend® intervallumot növeljük, ahogyana példa javasolja. Ezek a módszerek lecsökkentik a mérés relatív hibáját, de az abszolút hibát nem. Afázismérés abszolút hibája � a mérend® intervallumot most t-vel jelölve és a (3.1) összefüggést is behelyet-tesítve:
∆ϕ = 2πtfx

[

1

tmf0
+

1√
tmfx

1

tf0

]

.Látszik, hogy az intervallum méréséb®l adódó hibakomponens független t-t®l, míg a frekvencia méréséb®ladódó hibakomponens kismértékben n®. Így a fázismérés pontossága a javasolt módszerrel nem növekszik.

17



4. fejezetImpedanciamérés
4.1. Elméleti alapokAz impedanciamérés szép példája annak, hogy a mérés tulajdonképpen modellezés. Egyetlen méréssel egy két-pólus, vagy egy többpólus két kivezetése közötti impedancia modelljét határozzuk meg. A mérés egy konkrétfrekvencián történik, azaz a gerjesztés szinuszos feszültség vagy áram. (Léteznek nemszinuszos mérési eljárásokis, ezekkel egyrészt nem foglalkozunk, másrészt ebben az esetben is igaz, hogy az impedancia mint komplexellenállás egy adott frekvencián értelmezett.) Mivel rögzített feszültség mellett az áram amplitúdója és fázisa aza két paraméter, amelyet az impedancia meghatároz, a modellnek is két paramétere határozható meg. Ugyaneza helyzet, ha az áram rögzített és a feszültséget vizsgáljuk; vagy az áram és a feszültség komplex formában(valós és képzetes résszel) adott.E két paraméter alapján megadható a mért impedancia kételemes ún. helyettesít®képe. A helyettesít®kép egyrezisztív és egy reaktáns elem soros vagy párhuzamos kapcsolása. Ennek megfelel®en soros vagy párhuzamos RL-vagy RC -képet lehet meghatározni. Tetsz®leges mérend® objektum jellemezhet® két kivezetése között egy adottfrekvencián egy adott helyettesít®képpel. Ha a mérend® objektum maga is egy elemi kétpólus, és a megfelel®képet választottuk, a helyettesít®kép elemei kis frekvenciaváltozásra lényegében frekvenciafüggetlenek lesznek.Ha pl. egy valóságos kondenzátor párhuzamos RC -képét határozzuk meg, C és R értéke nem függ lényegesenattól, hogy 50 vagy 100 Hz-en mérjük. Ha azonban ugyanennek a kondenzátornak a soros RL-képét határoz-nánk meg, frekvenciafügg® tagokat kapnánk, s®t, az induktivitás negatív lenne. A helyettesít®kép elemeinekfrekvenciaváltozásra való megváltozása alapján következtetni lehet arra, mennyire írja le jól az adott alkatrészta választott modell.Az impedanciamérés modern módszere a komplex aránymérés. Ez a klasszikus feszültség-összehasonlítástvalósítja meg, de nem csupán a feszültségek valamilyen skalár értékét (pl. e�ektív érték) veszi �gyelembe, hanemfázisát is. Alapesetben a gerjeszt® áram a mérend® impedancián és a vele sorbakapcsolt normálellenálláson haladkeresztül. A mérés során a két elemen es® feszültséget mint komplex mennyiséget mérjük. Ekkor a mérend®impedancia kifejezése:

Zx = RN
Ux

UN
(4.1)ahol az x utal a mérend® impedanciára, N pedig a normálellenállásra.A klasszikus mérési módszerek nem támaszkodhattak a komplex arány mérésére, ezért valamilyen más útonjutottak el a két paraméter meghatározására. Klasszikus, kisebb pontossági igényeket kielégít® módszer pl. a 3voltmér®s módszer. Nagyobb pontossági igények, akár kalibrációs feladatok esetében használhatók aWheatstone-féle hídstruktúrák, illetve a különféle aránytranszformátoros vagy áramkomparátoros hidak. Ezeket a tankönyvrészletesen bemutatja.

18



Impedanciamér® hálózatokAz impedanciamérést bizonyos körülmények között jelent®sen befolyásolhatják a mérend® impedanciához elvá-laszthatatlanul kapcsolódó más komponensek (pl. szórt impedanciák), illetve a m¶szer és az impedancia közöttimér®vezetékek. Ezek rendszeres hibák, amelyeket a mér®hálózat átalakításával nagyságrendileg csökkenteni le-het.Mér®hálózatunkat küls® zavarjelek is terhelhetik. Ezek forrása valamilyen más áramkör, vagy általánosanelektromágneses tér. Ezek vezetéssel (rossz szigetelés), leggyakrabban pedig induktív vagy kapacitív csatolássaljutnak be mér®hálózatunkba. Az ebb®l származó hiba szintén rendszeres, bár nehezen korrigálható. A mér®há-lózat átalakításával ez ellen is lehet védekezni, ezt hívják árnyékolásnak.A nagyon röviden bemutatott két hatás független egymástól, és az ellenük kidolgozott megoldások is függet-lenek egymástól, így ezeket külön fogjuk tárgyalni.Többvezetékes mérésEgy kétpólus mérése során triviálisan két vezetéket használunk. Ez a mérés azonban rendszeres hibával terhelt,mert tartalmazza a mérend® impedanciához vezet® vezetékek impedanciáját is, illetve a mérend® impedanciáhozkapcsolódó egyéb, pl. szórt impedanciákat is. Látni fogjuk, hogy több mér®vezeték megfelel® alkalmazása ideálisesetben kiküszöböli, a valóságban pedig nagyságrendileg csökkenti ezen parazita impedanciák hatását.
• 2 vezetékes mérés. A mérés kapcsolási rajza a 4.1. ábrán látható. Ezen az ábrán mutatjuk be az impe-

V

A

G
Zx

Z0

Z0

Zv

Zv

Ug

E

I4.1. ábra. 2 vezetékes mérés.danciamér® és a parazita hatások modelljét is. A mér®rendszert egy ideális volt- és ampermér® jelképezi,azaz RV = ∞ és RA = 0. A méréshez természetesen szükség van egy generátorra is, jelen esetben ezegy feszültséggenerátor. A mér®vezeték impedanciája Zv, amely jellegzetesen kis ohmos ellenállást és kisinduktivitást jelent. A mérend® impedancia Zx, amelynek kivezetéseihez a Z0 szórt impedanciák kapcso-lódnak. Z0 jellegzetesen igen nagy ohmos ellenállás és kicsiny kapacitás. A Zx két kivezetéséhez kapcsolódóimpedancia nem feltétlenül egyenl®, de általában jó közelítés. A bemutatandó módszer akkor is hatásos,ha ez a kett® különbözik, részletesen a 3 vezetékes mérés mutatja be ezt az esetet. Lényeges, hogy a m¶szera
Ẑm =

Um

Im
(4.2)egyenlet alapján mér, és nem �tud� arról, hogy a parazita impedanciák milyen érték¶ek. Természetesen

Um és Im absztrakció, egyrészt a kapcsolás nem feltétlenül az, ami a rajzon szerepel, továbbá a kétmennyiség hányadosa természetesen komplex. Akárhogyan is mér a m¶szer a valóságban, végs® soron afenti aránymérést valósítja meg, és lényeges, hogy e két mennyiség rendszeres hibával ne legyen terhelve.A m¶szer egy ponton földelt, ezt jelöli G, a gerjesztés és a feszültségmérés az E ponton történik, azárammérés bemenete az I pont.
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Az ábráról leolvashatóan a mért impedancia:
Zm,2 = 2Zv + Zx × 2Z0 (4.3)Tehát mind Zv, mind Z0 hibát okoz. 2 vezetékkel akkor mérhetünk, ha a m¶szer egyéb hibái mellett ez arendszeres hiba elhanyagolható, jellegzetesen közepes, 1 . . . 10 kΩ abszolút érték¶ impedanciák esetén.

• 3 vezetékes mérés. A mérés kapcsolási rajza a 4.2. ábrán látható. A kapcsolás célja a Z0 impedanciák
V

A

I

Zx

Z0

Z0

Zv

Zv

Zv

Ug

E

G

4.2. ábra. 3 vezetékes mérés.hatásának kiküszöbölése. Ennek módja egy harmadik vezeték alkamazása a m¶szer földje (a G pont)és a szórt impedanciák közös pontja között. Ez általában valamilyen jól de�niált vezet® pont Zx körül,amelyhez képest jelent®s szórt impedanciák feltételezhet®k. Mivel az ampermér® ideális, az I pont isföldpotenciálon van. Ezen kívül, mivel a Zv impedanciák kicsik, Zx alsó pontja is közel földpotenciálonvan. Ebb®l következik, hogy az �alsó� Z0 mindkét pontja közel azonos potenciálon van, rajta áram nemfolyik, olyan, mintha nem is lenne az áramkörben. Ebb®l adódóan az ampermér®n folyik a keresztül Zxteljes árama. A �fels®� Z0-on folyik áram, de az nem folyik bele az ampermér®be, mert közvetlenül a földbefolyik. A voltmér® szempontjából Z0 nem probléma, mert a �fels®� párhuzamosan kapcsolódik Zx-szel, az�alsó� pedig nem abban a körben van.Az ábráról leolvashatóan a mért impedancia:
Zm,3 = 2Zv + Zx (4.4)Tehát csak Zv okoz hibát. Ha a m¶szerek nem ideálisak, az a feszültségmérésben nem jelent változást,az árammérésben hasonló hatása van, mint Zv-nek: az ott folyó áram miatt már az I pont potenciáljais megnövekszik, ehhez képest növekszik Zx alsó pontjának potenciálja Zv miatt. De mivel Z0-on elevehibaáram folyik, az így létrejöv® kis áram a hiba hibája, amit elhanyagolhatunk.3 vezetékkel akkor mérhetünk, ha a mér®vezetékek kicsiny impedanciája nem probléma, és a m¶szeregyéb hibái mellett ez a rendszeres hiba elhanyagolható, jellegzetesen 1 kΩ-nál nagyobb abszolút érték¶impedanciák esetén.

• In circuit mérés. Amennyiben Zx egy áramkörbe van ágyazva, és a megbontásra nincs lehet®ségünk,a 3 vezetékes mérést alkalmazhatjuk úgy, hogy a beágyazó hálózat impedanciáit közösítjük úgy, hogy a4.2. ábrának megfelel® hálózat jöjjön létre. Ekkor persze a két Z0 értéke különböz®, de mivel a mérési elva két impedancia egyenl®ségét nem használja ki, ez nem probléma. Lényeges, hogy ekkor a kapcsolódóimpedanciákon nem csak hibaáram folyik, ezért a mér®vezetékeken jelent®s áram folyhat, így érdemes 5vezetékes mérést alkalmazni.
• 4 vezetékes mérés. A mérés kapcsolási rajza a 4.3. ábrán látható. A kapcsolás célja a Zv impedanciákhatásának kiküszöbölése. A kiindulás ismét a 2 vezetékes mérés, a plusz két vezeték úgy jön létre, hogy a20
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Zv

ZvZv
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I I ′4.3. ábra. 4 vezetékes mérés.voltmér®t két külön vezetékkel csatlakoztatjuk. A jobb átláthatóság érdekében a kapcsolási rajzot �kihaj-tottuk�, azaz a feszültségmér® ágat a bal oldalról a jobb oldalra rajzoltuk át. A voltmér®E′ és I ′ kivezetéseiis a m¶szer részei. A feszültségmér® ágában lév® vezetékek nem okoznak hibát, hiszen az ideális voltmér®náram nem folyik, tehát a feszültségmér® ág Zv impedanciáin sem esik feszültség. Az árammér® ágábanlév® Zv-ken esik feszültség, de ez nem befolyásolja az árammérést, ezért szintén nem okoznak hibát. A Z0szórt impedanciák viszont hibát okoznak, hiszen azok Zx-szel továbbra is párhuzamosan kapcsolódnak.Az ábráról leolvashatóan a mért impedancia:
Zm,4 = Zx × 2Z0 (4.5)Ha a m¶szerek nem ideálisak, az az árammérésben nem jelent változást, a feszültségmérésben kis hibakeletkezik, mivel áram folyik a voltmér® nagy bels® ellenállásán. De mivel ez az áram kicsi, és Zv-n elevehibafeszültség esik, az így létrejöv® kis feszültség a hiba hibája, amit elhanyagolhatunk.4 vezetékkel akkor mérhetünk, ha a szórt impedanciák okozta hiba nem probléma, és m¶szer egyéb hibáimellett ez a rendszeres hiba elhanyagolható, jellegzetesen 10 kΩ-nál kisebb abszolút érték¶ impedanciákesetén.

• 5 vezetékes mérés. A mérés kapcsolási rajza a 4.4. ábrán látható. A kapcsolás célja mind Zv, mind
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4.4. ábra. 5 vezetékes mérés.
Z0 hatásának kiküszöbölése. A kiindulás a 4 vezetékes mérés, a plusz egy vezeték a 3 vezetékes mérés 3.vezetéke, tehát egy plusz vezeték alkalmazása a m¶szer földje (a G pont) és a szórt impedanciák közöspontja között. Az analízis során Zv és Z0 hatását függetlenül kezeltük, így a két hibát okozó parazitaimpedancia ugyanolyan okból esik ki, mint a 4, illetve 3 vezetékes mérésnél.A mért impedancia tehát:

Zm,5
∼= Zx (4.6)21



Felvet®dik a kérdés, hogy az 5 vezetékes mérés ezek szerint minden mér®hálózatból származó parazitahatást kiküszöböl? Minden olyan hatást valóban kiküszöböl, amelyet a parazita hatások modellezésérealkalmazott hálózatban szerepeltettünk. A gyakorlatban az 5 vezetékes mérés egy-két nagyságrenddelképes a hibákat csökkenteni, a modellnek f®ként az szab határt, hogy nagyfrekvencián a hálózat koncentráltparaméter¶ modellje nem megfelel®.ÁrnyékolásA küls® zavarok csökkentése érdekében a mér®vezetékek árnyékoltak, �zikailag koaxiális kábelt használnak.Az árnyékolások a m¶szer G pontjához kapcsolódnak, ezért a becsatolódó áramok a földbe folynak, és nembefolyásolják a mérést. Az alábbiakban azt mutatjuk meg, hogy 2, 3, 4 és 5 vezeték esetén hogyan alakítjuk kia hálózatot. A m¶szert most már csak az E, E′, I, I ′ és G bemeneteivel reprezentáljuk.
• 2 vezetékes mérés. A mérés blokkvázlata a 4.5. ábrán látható. A második vezeték a közel földpotenci-

I

E

Zx

E′

G

I ′4.5. ábra. 2 vezetékes mérés árnyékolt kábellel.álon lév® árnyékolás. Természetesen ez a kapcsolás a küls® zavarok keltette áramot is keresztülvezeti azampermér®n.
• 3 vezetékes mérés. A mérés blokkvázlata a 4.6. ábrán látható. A küls® zavarokra ez a hálózat már

Zx

E

E′

G

I ′

I4.6. ábra. 3 vezetékes mérés árnyékolt kábellel.immúnis, hiszen az árnyékolás a földhöz kapcsolódik.
• 4 vezetékes mérés. A mérés blokkvázlata a 4.7. ábrán látható. Az árnyékolással együtt ez már valójában5 vezeték, de funkcionálisan nem teljes az 5. vezeték, az árnyékolás szerepe.
• 5 vezetékes mérés. A mérés blokkvázlata a 4.8. ábrán látható. Itt az 5. vezeték külön vezetékként jelenikmeg, a szórt impedanciák áramát közvetlenül vezeti a földeléshez.Az egyes hálózatokban nem elhanyagolható a koaxiális kábelek saját kapacitása. Az árnyékolás nélküli méré-sek során bemutatott áramkörökhöz hasonló modellek segítségével belátható, hogy 3, 4 vagy 5 vezetékes mérésesetén a kábelek kapacitása nem befolyásolja a mérést.22
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I ′4.7. ábra. 4 vezetékes mérés árnyékolt kábellel.
Zx

E

E′

G

I ′

I4.8. ábra. 5 vezetékes mérés árnyékolt kábellel.Impedanciamér®k esetében a négy koaxiális kábelt összefogják, és az 5. vezeték mint második árnyékolásveszi körül ®ket. Az impedancia mellett alkalmas pontra kis csipesz segítségével lehet kapcsolódni. Az E − E′,
I − I ′ vezetékeket páronként összekapcsolva szintén egy alkatrész megfogására alkalmas csipesszel látják el.4.2. Példák4.1. Egy C = 100 nF kapacitású kondenzátor veszteségi tényez®je f1 = 2 kHz-en D1 = 5 · 10−4, f2 = 3 MHz-enpedig D2 = 4 · 10−2. Adjuk meg a kondenzátor egy lehetséges modelljét!MegoldásA kondenzátor modellje az alábbi:

C

Rp

Rs

A kapacitás a példában megadott érték: C = 100 nF. A megadott adatok alapján a kondenzátor veszteségeibena kisebb frekvencián a párhuzamos vezetés, a nagyobb frekvencián a soros ellenállás dominál, így a két veszteségitényez®t külön-külön az ábrán látható két ágra felírva:
D1 =

1

ωRpC
,

D2 = ωRsC,23



azaz az ellenállások:
Rp =

1

ωD1C
=

1

2πf1D1C
= 1.592 MΩ,

Rs =
D2

ωC
=

D2

2πf2C
= 21.22 mΩ.4.2. Egy impedancia soros RL helyettesít®képét mértük. Mekkora az impedancia jósági tényez®je (Q), veszteségitényez®je (tgδ), illetve disszipációs faktora (D)? A kapott eredményb®l határozzuk meg a párhuzamos RL, asoros RC és a párhuzamos RC helyettesít®kép elemeit!MegoldásA jósági tényez® a medd® és a hatásos teljesítmény hányadosa:

Q =
Pm

Ph
=

I2ωLs

I2Rs
=

ωLs

Rs
,ahol Ls és Rs a soros RL-tag két eleme, I pedig a rajtuk átfolyó áram. A veszteségi tényez® és a disszipációsfaktor megegyezik:

D = tgδ =
1

Q
=

Rs

ωLs
.A helyettesít®képek kiszámításánál úgy járhatunk el, hogy a kívánt kép impedanciáját (vagy admittanciáját)egyenl®vé tesszük a keresett kép impedanciájával (vagy admittanciájával), és a reális, illetve képzetes mennyi-ségek egyenl®sége alapján kifejezzük a keresett kép elemeit. A soros RL-tag impedanciája, ill. admittanciája:

ZL,s = Rs + jωLs, YL,s =
Rs − jωLs

R2
s + ω2L2

s

=
1

Rs

1− jωLs/Rs

1 + ω2L2
s/R

2
s

.A párhuzamos RL-tag admittanciája alapján:
YL,s = YL,p =

1

Rp
+

1

jωLp
;

Rp = Rs

(

1 + ω2L
2
s

R2
s

)

= Rs(1 +Q2),

Lp = Ls
1 + ω2L2

s/R
2
s

ω2L2
s/R

2
s

= Ls
1 +Q2

Q2
= Ls(1 +D2).Jól látszik, hogy kis veszteség¶ (nagy jóságú) tekercs esetében Lp ≈ Ls. A soros RC-tag impedanciája alapján:

ZL,s = ZC,s = RC,s +
1

jωCs
;

RC,s = Rs,

Cs = − 1

ω2Ls
.A kapacitás tehát negatív. A párhuzamos RC-tag admittanciája alapján:

YL,s = YC,p =
1

Rp
+ jωCp;

Rp = Rs

(

1 + ω2L
2
s

R2
s

)

= Rs(1 +Q2),

Cp = − Ls

R2
s + ω2L2

s

.A kapacitás itt is negatív, és kis veszteség¶ (nagy jóságú) tekercs esetében Cp ≈ Cs.4.3. Egy impedanciát 3 voltmér®s módszerrel mérünk. A gerjesztés Ug = 10.000 V, a normáellenállás értéke
RN = 100 Ω, a normálellenálláson és a vizsgált impedancián es® feszültség rendre UN = 07.053 V, illetve
Ux = 06.877 V. 24



a) Mekkora az impedancia abszolút értéke és fázisa?b) Nem ismerjük a voltmér®k bizonytalanságát, de a kijelzés digitális. 20 V-os méréshatárban pontosan amegadott számjegyeket jelzik ki a m¶szerek. A normálellenállás bizonytalansága 0.01%. A rendelkezésreálló információ alapján adjuk meg az impedancia abszolút értéke mérésének relatív hibáját, a legkedve-z®tlenebb esetet feltételezve!c) Az impedancia abszolút értékének vagy fázisának mérése pontosabb?Megoldása) Az impedancia abszolút értéke és fázisa:
|Z| = Ux

UN
RN = 97.50 Ω, ϕ = arccos

U2
g − U2

x − U2
N

2UxUN
= 1.5406 = 88.25◦.b) |Z| hibájának becslésénél csak a kvantálási hibára van információnk. Ezt felhasználva a hiba:

∆|Z|
|Z| =

∆RN

RN
+

∆Ux

Ux
+

∆UN

UN
= 0.01%+

1

7053
+

1

6877
= 3.87 · 10−4 ≈ 0.04%.c) Mivel cosϕ kifejezésében különbségek szerepelnek, cosϕ ≈ 0, azaz ϕ ≈ 90◦ esetén az eljárás nagyonérzékeny lesz a feszültségmérés hibájára. Mivel példánkban ez az eset állt el®, az impedancia abszolútértékének mérése pontosabb.4.4. Egy tekercs impedanciáját a feszültség-összehasonlítás módszerével mérjük. A normálellenállás értékeRN =

100 Ω, a rajta es® feszültség értéke UN = 10 V, a tekercsen es® feszültség UX = 4.1 V. A mérést f = 159.1 Hz-envégezzük, a két feszültség közötti fázistolás ∆ϕ = 77.32◦.a) Mekkora a mért impedancia abszolút értéke?b) Adjuk meg a tekercs soros LR helyettesít®képét!c) Mekkora L mérésének relatív hibája a legkedvez®tlenebb esetben, ha a feszültségmérés hibája mindkétesetben 0.2%, a normálellenállás bizonytalansága 0.1%, a fázismérés abszolút hibája pedig 0.2◦? A frek-vencia mérésének hibáját elhanyagoljuk.Megoldása) Feszültség-összehasonlítás esetén:
|Zx| =

Ux

UN
RN = 41 Ω.b) Az impedanciát felírhatjuk a mért abszolút értékkel és fázissal, valamint a helyettesít®kép elemeivel. Ezeketegymással egyenl®vé téve kifejezhet®k a kérdéses elemek.

Zx = |Zx|(cosϕ+ j sinϕ) = Rx + jωLx.Ebb®l:
Rx = |Zx| cosϕ = 9 Ω,

Lx = |Zx|
sinϕ

ω
= 40 mH.
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c) A példa szövege szerint a frekvencia hibáját elhanyagolhatjuk. Ebben az esetben:
∆Lx

Lx
=

∆|Zx|
|Zx|

+
∆sinϕ

sinϕ
.Ez pedig a legkedvez®tlenebb esetben:

∆Lx

Lx
=

∆RN

RN
+

∆Ux

Ux
+

∆UN

UN
+ ctgϕ∆ϕ = 0.58%.4.5.

N R4

Ug

R3
C4

R2Rx Lx

Az ábrán látható ún. Maxwell�Wien-híd induktivitás soros helyettesít®képét (Lx, Rx) méri. Az állítható elemek
R4 és C4, R2 = R3 = 100 Ω.a) Adjuk meg a kiegyenlítés feltételét, valamint Lx és Rx értékét, ha f = 159.1 Hz mellett R4 = 10 kΩ és

C4 = 500 nF!b) Adjuk meg az induktivitás jósági tényez®jét!c) Mekkora Rx mérésének hibája, ha ezen a frekvencián C4 veszteségi tényez®je D4 = 0.002?Megoldása) A kiegyenlítés feltétele:
Zx

Z3

=
Z2

Z4

,

Rx + jωLx

R3

= R2(G4 + jωC4).Ebb®l a mérend® impedancia elemei:
Rx =

R2R3

R4

= 1 Ω, Lx = R2R3C4 = 5 mH.b)
Q =

2πfLx

Rx
= 5.c) A kondenzátor veszteségi tényez®jét legegyszer¶bben úgy vehetjük �gyelembe, hogy a párhuzamos helyet-tesít®képet alkalmazzuk:

Rp =
1

D42πfC4

= 1 MΩ, Gp = D42πfC4 = 1 µS.26



Ez az ellenállás R4-gyel párhuzamosan kapcsolódik. Kiegyenlítés esetén a hídról leolvasott ellenállás R4lesz, a valódi kiegyenlít® ellenállás viszont a két ellenállás párhuzamos ered®je, azaz R4-nél kisebb érték.Eszerint a hiba pozitív el®jel¶. Az ered® ellenállás:
G′

4 = G4 +Gp = 101 µS, R′

4 =
1

G4 +Gp

∼= 9901 Ω.A hiba pedig:
h =

R4 − R′

4

R4

=
Gp

G4 +Gp
= 0.99%.4.6. Egy R = 10 Ω névleges érték¶ ellenállást 4 vezetékes módszerrel mérünk. A mér®frekvencia 100 Hz,a mér®vezetékek ellenállása 0.1 � 0.1 Ω. Mekkora az ellenállásmérés hibája legkedvez®tlenebb esetben, ha afeszültség és az áram mérésének hibája egyaránt 0.5%? A m¶szerben található volt- és ampermér® ideális, azaz

Rv = ∞ és Ra = 0.Megoldás4 vezetékes mérés esetén a mér®vezetékek nem okoznak hibát. Ezen a frekvencián a szórt kapacitások hatásávalsem kell számolni, ezért a hiba csak a feszültség- és árammérés hibájától függ:
∆R

R
=

∆U

U
+

∆I

I
= 1%.4.7. Egy R = 10 Ω névleges érték¶ ellenállást 3 vezetékes módszerrel mérünk. A mér®frekvencia 100 Hz, a mé-r®vezetékek ellenállása 0.1 � 0.1 Ω. Mekkora az ellenállásmérés hibája legkedvez®tlenebb esetben, ha a feszültségés az áram mérésének hibája egyaránt 0.5%? A m¶szerben található volt- és ampermér® ideális, azaz Rv = ∞és Ra = 0.MegoldásEbben a mérésben a mér®vezetékek rendszeres hibát okoznak, a 3. vezeték nem küszöböli ki a hibát. A legked-vez®tlenebb esetben a rendszeres hiba el®jelével egyezik meg a véletlen hibák el®jele is:

∆R

R
= hr +

∆U

U
+

∆I

I
=

2Rs

R
+

∆U

U
+

∆I

I
= 3%.4.8. Egy R = 10 Ω névleges érték¶ ellenállást 5 vezetékes módszerrel mérünk. A mér®frekvencia 10 kHz,a mér®vezetékek ellenállása 0.1 � 0.1 Ω. Mekkora az ellenállásmérés hibája legkedvez®tlenebb esetben, ha afeszültség és az áram mérésének hibája egyaránt 0.5%? A m¶szerben található volt- és ampermér® ideális, azaz

Rv = ∞ és Ra = 0.MegoldásAz 5 vezetékes mérés � elvileg � minden zavaró hatást kiküszöböl. Ez a példában adott frekvencián a gyakorlatbanis jól teljesül. Így a mérési hiba:
∆R

R
=

∆U

U
+

∆I

I
= 1%.4.9. Feladatunk egy fémdobozba szerelt kondenzátor kapacitásának megmérése. A kondenzátor névleges értéke2 nF.a) Mekkora relatív hibát okoz egyszer¶ kétvezetékes mérés esetén a kondenzátor kivezetései és a doboz közötti,100�100 pF érték¶re becsülhet® szórt kapacitás?27



b) Milyen mérési elrendezéssel küszöbölhet® ki ez a hiba?c) Hogyan lehetne megmérni a szórt kapacitások valódi értékét?MegoldásA fémdobozba szerelt kondenzátor modellje az alábbi ábrán látható:
1

2

3

C

Cs,1

Cs,2ahol C a mérend® kapacitás, Cs,1 és Cs,2 pedig a szórt kapacitások.a) A szórt kapacitások (a példában Cs,1 = Cs,2 = Cs = 100 pF) soros ered®je a mérend® kapacitássalpárhuzamosan kapcsolódik. Az ered® kapacitás:
Ce = C +

Cs

2
,azaz az '1' és '2' kapcsok közötti mérés relatív hibája:

h =
C + Cs/2− C

C
=

Cs

2C
= 2.5%.b) A szórt kapacitások okozta mérési hiba 3 vezetékes méréssel küszöbölhet® ki. Ekkor a m¶szer 'G' pontjáta '3' jel¶ kivezetéshez kell kötni.c) A szórt kapacitások megmérése izgalmas kérdés. Az alábbiakban 3 lehet®séget tekintünk át.1. Megtehetjük, hogy a 2, illetve a 3 vezetékes mérés eredményét felhasználva a:

Cs = 2(Ce − C)összefüggést használjuk. Ez azonban méréstechnikailag igen kedvez®tlen (di�erenciaképzés), ugyanis
Cs C-hez képest igen kicsiny, így az eltérések esetleg éppen a kapacitásmér® hibájának nagyságrend-jébe esnek.2. Megtehetjük, hogy a 3 vezetékes mérést most úgy alkalmazzuk, hogy a szórt kapacitásokat mérjük,és a kiküszöbölt impedanciák között ott lesz C is. Pl. az '1' és '3' pontok között mérve, 'G'-t '2'-hözkapcsolva Cs,1-et mérjük. Ez kedvez®bb az el®z®nél, de nem szabad elfeledkezni arról, hogy ilyenkor
C áramát iktatjuk ki a mérésb®l a 3 vezetékes méréssel, amely lényegesen nagyobb lesz, mint Csárama, így a vezetékek soros ellenállásán es® feszültség hibát okozhat. Ebben az esetben célszer¶ 5vezetékes mérést alkalmazni.3. A �nagy C, kis Cs� problémája úgy oldható meg, hogy C kivezetéseit rövidre zárjuk, és ezen pont,valamint a '3' kivezetés között mérjük a kapacitást. Ebben az esetben akár 2 vezetékes méréssel iseredményre jutunk. A módszernek két hátránya van: 1. nem lehet megmérni Cs,1-et és Cs,2-t külön-külön; 2. a mérés érzékeny lesz a fémdoboz és a föld közötti kapacitásra, függ®en attól, hogy magam¶szer hogyan van földelve, illetve ® maga a föld felé milyen szórt kapacitásokkal rendelkezik.
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5. fejezetOszcilloszkópok
5.1. Elméleti alapokAnalóg jelkondicionálásA digitális és az analóg oszcilloszkópok bemenetei hasonló módon modellezhet®k: nagy bemeneti ellenállás(tipikusan 1 MΩ) és kicsi, de nem elhanyagolható kapacitás (tipikusan 30 pF) jellemzi. A bemeneti jel feszült-ségosztóra kerül, majd analóg er®sít® er®síti a szükséges szintre. Az osztó és az er®sít® sávszélessége adja am¶szer sávszélességét. Ez a sávszélesség nincs közvetlen kapcsolatban a maximális mintavételi frekvenciával,de konstrukciós okokból nem teljesen független t®le. A sávszélesség a korszer¶ oszcilloszkópok esetében giga-herz nagyságrend¶ is lehet, de kaphatók mindössze 20 MHz sávszélesség¶ típusok is. A sávszélesség nagybanmeghatározza az árat, ezért modern oszcilloszkópnak is lehet kicsi a sávszélessége.A bemenetek szinte mindig aszimmetrikusak, azaz az egyik kapocs földelt. Ha a m¶szernek több bemeneticsatornája van, minden csatorna egyik kapcsa földelt, ami azt is jelenti, hogy a bemenetekre adott jelek egyik ve-zetéke közös potenciálra kerül. Régebben csekély számban gyártottak di�erenciális bemenet¶ oszcilloszkópokat,manapság ilyen feladatra di�erenciális mér®fejet használnak (lásd kés®bb). A bemenetek földpontja általábanössze van kötve a villamos hálózat véd®földjével, és ez igaz más m¶szerekre (pl. függvénygenerátor, er®sít®)is. A mérési összeállítás tervezésénél �gyelemmel kell lenni arra, nehogy a polaritás megcserélésével rövidzáralakuljon ki. Ez a veszély olyankor merül fel, ha valamelyik m¶szer kimeneti csatlakozója nem aszimmetrikus,és nem ismert, hogy melyik pont földelt.Mivel a bemenetek egyik pontja földelt, az oszcilloszkópra nem kapcsolható közvetlenül a feszültség egyesesetekben. Ezek a következ®k:

• A mérend® feszültségeknek nincs közös referenciapontja (függetlenül attól, hogy az földelt-e).
• Egyetlen feszültséget mérünk, de a két pont közül, amelyek közötti feszültséget vizsgálunk, egyik semföldelt, ÉS az áramkörben van földelt pont.
• A földelés az áramkörre (esetleg az oszcilloszkópra is) kapcsolt gerjesztés (pl. függvénygenerátor) miattjön létre.A harmadik eset elvileg nem különbözik az els® kett®t®l, de felhívja a �gyelmet arra, hogy a mérési összeállítástervezésénél nemcsak a konkrét mérend® eszközt, hanem a teljes áramkört kell vizsgálni.Oszcilloszkópok funkcióiJelen segédletben az analóg oszcilloszkópok alapfunkcióinak ismeretét feltételezzük, arra építünk. A digitálisés az analóg oszcilloszkópok alapfunkciói és kezelése megegyezik, és az alapképzés során feltehet®en a napirutin részévé vált. Amennyiben mégis szükség van áttekintésre, a Méréstechnika tankönyvet vagy a BME-VIKLaboratórium 1. c. tantárgy segédanyagait javasoljuk.29



5.1. ábra. Holdo� funkcióAlapfogalmak, amelyek ismeretét feltételezzük
• AC/DC csatolás,
• chopper, alternate funkciók,
• trigger funkciók (küls®, bels®, line trigger, trigger szint), auto, normal üzemmódok,
• X/Y üzemmódA következ®kben olyan fogalmakat, funkciókat tekintünk át, amelyek f®leg a digitális tároló oszcilloszkópokrajellemz®k. Ezek megjelenési formája egyes oszcilloszkóp típusoknál más és más, ezért nem a kezel®szervekre,hanem az elméleti alapokra koncentrálunk.Holdo�Ez a funkció a fejlettebb analóg oszcilloszkópokon is megtalálható, és a mérend® jel szinkronizálását segíti.Abban az esetben, amikor a jel egy periódusán belül több olyan részlet van, amire triggerelünk (például többpozitív felfutó él), nem lehet meghatározni, hogy ezek közül az oszcilloszkóp melyikre fog triggerelni, ezért egyugráló ábrát kapunk. Ha ez az ugrálás gyors, akkor még rossz eredményt is kaphatunk, például több impulzustlátunk egy perióduson belül, mint ahány ott valójában található. Az 5.1. ábra a holdo� funkció m¶ködésétszemlélteti.Az állítható holdo� id® alatt a trigger nem engedélyezett, így szinkronizált ábrát kaphatunk.Single sweepOszcilloszkóppal általában periodikus jeleket mérünk. Ezt segítik a különböz® trigger funkciók. Tranziens (egy-szeri lefutású) jelek esetén gondoskodni kell róla, hogy a triggeresemény bekövetkezte után csak egyszer rajzoljukki a jelet. Ezt teszi lehet®vé a single sweep, amihez tartozik egy reset gomb is, amivel inicializálni lehet az osz-cilloszkóp állapotát. A single üzemmód tároló oszcilloszkópokon hatékony igazán, hiszen ott a kirajzolás után aképerny®n megmarad a jelalak.Pre triggerAnalóg oszcilloszkópoknál a trigger esemény mindig a képerny® bal oldalán található, hiszen a rajzolás (sweep)a trigger esemény hatására indul el. Ez legfeljebb néhány 10 ns-mal lehet eltolva azért, hogy például egynégyszögjel felfutó élét megmérhessük. Nincs lehet®ség azonban arra, hogy hosszabb id®vel a trigger eseményel®tt megvizsgáljuk a jelet. Digitális oszcilloszkópon erre van lehet®ség, hiszen ha folyamatosan mintavételezzüka jelet, és a mintavételezést a trigger esemény után állítjuk le, akkor lehet®ség van a trigger esemény el®ttijel kijelzésére is. Ennek segítségével digitális oszcilloszkópokon a trigger esemény helyét általában tetsz®legesenbeállíthatjuk a képerny®n, vagy sokszor akár azon kívül is.
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5.2. ábra. ÁtlagolásZoomFejlettebb analóg oszcilloszkópoknál a trigger eseményt®l távoli jelrészlet kinagyítását a kett®s id®alap teszilehet®vé. Ekkor lehet®ség van a jel egy részletének kijelölésére és kinagyítására. Erre általában digitális oszcil-loszkópok esetén is lehet®ség van. A megoldás azonban sokféle lehet, egyes oszcilloszkópok más-más megoldástalkalmazhatnak. Az els® esetben a funkció hasonlóan m¶ködik, mint az analóg oszcilloszkópnál, tehát a jel-részletet ki kell jelölni, majd kinagyítani. Közben az eredeti és a kinagyított ábrán is a megjelenített pontokszáma azonos marad, hacsak a nagyítás során el nem értünk az oszcilloszkóp id®beli felbontásának határához(a maximális mintavételi frekvenciához).Egy másik megoldás, amikor a kinagyítandó jelrészletet a képerny® közepére állítjuk (a trigger pozíciómegfelel® beállításával), majd az id®alap változtatásával az ábrát a kívánt mértékben nyújtjuk. A nyújtás soránmindig a képerny® középs® pontja marad helyben, így a számunkra érdekes jelrészletet tudjuk kinagyítani,miközben a trigger esemény akár sok képerny®nyi távolságra �eltávolodik�.A harmadik megoldásra akkor van lehet®ségünk, ha az oszcilloszkópunk sok memóriával rendelkezik. Ekkorlehet®ség van a bemintavételezett jel egy részletének akár o�-line kinagyítására is. Ebben az esetben az el®z®két megoldással ellentétben a kinagyított ábra kevesebb pontot tartalmaz, mint az eredeti.AveragingA digitális tároló oszcilloszkópok a megjelenítésen kívül lehet®vé teszik a jelek adatgy¶jtés közbeni vagy utólagosfeldolgozását is. Ezen feldolgozási formák egyik legegyszer¶bb, de talán leghatásosabb fajtája az átlagolás. Ez afunkció az úgynevezett additív zajsz¶rést valósítja meg. Lényege, hogy az egymás utáni adatgy¶jtési ciklusokbólaz azonos helyen található pontokat átlagolja. Ha a hasznos jel periodikus és az oszcilloszkópot megfelel® triggerforrás segítségével szinkronizáltuk, tehát az adatgy¶jtési ciklus a hasznos jel mindig azonos fázisában kezd®dik,akkor a m¶velet során a hasznos jelb®l mindig pontosan azonos értékeket átlagolunk. Ha a zaj sávszélessége elégnagy ahhoz, hogy a zajminták két egymás utáni adatgy¶jtési ciklusban korrelálatlanok legyenek, akkor a zaj azátlagolás során csökken (N -szeres átlagolás során a szórás √N -ed részére csökken). Ezt szemlélteti az 5.2. ábra.Ez a módszer lehet®vé tesz viszonylag nagy zajban történ® mérést is, amennyiben rendelkezésre áll olyan tri-ggerforrás, amelynek segítségével az oszcilloszkóp szinkronizálható a hasznos jelhez. El®nye az egyszer¶ sz¶réssel(például mozgó átlagolás) szemben, hogy a hasznos periodikus jel egyáltalán nem torzul még akkor sem, ha ajel és a zaj nem különül el egymástól a frekvenciatartományban. Hátránya, hogy általában küls® triggerforrást31



igényel. Amennyiben a szinkronizálás nem stabil, úgy a hasznos jel is torzulhat vagy teljesen el is t¶nhet, mivelnem azonos fázisban lev® pontokat átlagolunk össze. Az átlagolás száma általában állítható. Id®nként lehet®ségvan rekurzív átlagolásra is, amely lehet®vé teszi a hasznos jel lassú változásainak követését.Peak detectMintavev® oszcilloszkópoknál a mintavételi frekvencia az id®alapból (sec/div) és a képerny®n megjelen® pontokszámából kiadódik (ha az oszcilloszkóp nem írja ki, akkor innen a legegyszer¶bb kiszámolni). Például 50 ms/divés 500 pont esetén a mintavételi frekvencia 1 kHz (mivel a képerny® szélessége 10 div × 50 ms/div = 500 ms).Gyakran el®fordul azonban, hogy az adott id®alap beállítás mellett a kiadódó mintavételi id®köznél rövidebbimpulzusokat keresünk. Ha ilyen el®fordul, akkor azt igen kis valószín¶séggel találjuk meg, hiszen például afenti beállítás mellett egy 1 µs széles impulzus megtalálásának valószín¶sége 10−3. Ebben az esetben hasznos apeak detect üzemmód. A peak detect üzemmódot használva az oszcilloszkóp a normál mintavételi frekvenciánálsokkal gyorsabban vesz mintát, de ezekb®l az ábrázoláshoz szükséges mintavételi id®közönként csak a minimálisés a maximális értékeket teszi el és ábrázolja. Így, ha például az 1 ms-os mintavételi id® alatt volt egy 1 µsszéles pozitív impulzus, akkor annak maximális értéke lesz a fels® kijelzett érték (a negatív pulzusok detektálásamiatt kell a minimális értékeket is megmérni). Ha a jel az adott mintavételi id® alatt nem nagyon változott,akkor a maximális és minimális értékek nagyjából megegyeznek, tehát csak egy keskeny vonalat látunk, pulzusokjelenléte esetén azonban azok is megtalálhatók a kijelzett görbén.EnvelopingA peak detect üzemmódban gyakorlatilag egy olyan burkolót adunk meg, amelyen belül a jel egy adatgy¶jtésiciklus alatt tartózkodik. Ha erre a burkolóra nem csak egy ciklus alatt vagyunk kíváncsiak, akkor kell használniaz enveloping üzemmódot.MintavételezésA digitális oszcilloszkópok a bemeneteikre kapcsolt jelet mintavételezik. A mintavételezés jól leírható az ún.matematikai mintavételezéssel, a továbbiakban erre alapozva fogalmazzuk meg az állításokat.Legyen a folytonos jel id®függvénye x(t), amelyet fs mintavételi frekvenciával egyenletesen mintavételezünk.Az egyenletes mintavétel azt jelenti, hogy pontosan ∆t =
1

fs
id®közönként veszünk mintát. A mintavételezettjel egy ∆t id®köz¶ Dirac-delta-sorozattal történ® modulációnak felel meg:

xs(t) =
+∞
∑

n=−∞

δ

(

t− n∆t

∆t

)

x(t) (5.1)Itt és a továbbiakban az s index utal az adott folytonos függvény mintavételezett verziójára. Ha az x(t) folytonosjel Fourier-transzformáltjaX(f) (ahol f a frekvenciát jelenti), akkor a mintavételezett jel spektruma a következ®:
Xs(f) =

+∞
∑

k=−∞

X(f − k · fs) (5.2)azaz a spektrum periodikus fs szerint. A jelenséget az 5.3. ábra szemlélteti. Az ábrán a vastag vonallal jelöltspektrum az eredeti folytonos jel spektruma, a vékony görbék az ismétl®dések. A mintavételezés során célunk,hogy a folytonos jel id®függvénye a mintáiból helyreállítható legyen. Ehhez olyan olyan m¶veletet kell végeznünk,amely visszaadja az eredeti (vastag vonallal jelölt) X(f) spektrumot. Az 5.4. ábrán ennek gra�kus illusztrációjalátható. A részletek kedvéért az ábrát széthúztuk. Az eredeti X(f) spektrum helyreállításához Xs(f)-et megkell szorozni a W (f) ablakfüggvénnyel, amely a −fs
2
. . . +

fs
2

intervallumon kívül zérus, azon belül egységnyi.Ezt jelöli az ábrán a szaggatott vonal. A két ábra segítségével megállapítható mintavételi tétel legegyszer¶bbformája:Amennyiben az x(t) folytonos jel sávkorlátozott, sávkorlátja B, akkor fs > 2B frekvenciával egyenletesen32



B f

|X(f)|

−fs
0

fs 2fs−2fs −B5.3. ábra. Mintavételezett jel spektruma.
|W (f)|

|X(f)|

−fs
2

0

fs
2

fs−fs f5.4. ábra. Mintavételezett jel rekonstrukciója.mintavételezve a jel mintáiból helyreállítható. Ha ugyanis fs < 2B, az ismétl®d® spektrumok átlapolódnak, ésnem található olyan W (f), amely pontosan az eredeti X(f)-et vágja ki a spektrumból. Ha X(f) eleve nemsávkorlátozott, nem adható meg olyan fs, amelyre a feltétel teljesülne. Belátható, hogy az átlapolást szigorúanki kell zárni, azaz fs = 2B nem megengedhet®.A mintavételezett jel spektrumának szorzása a W (f) függvénnyel egy sz¶rés, amelyet absztrakt módon afrekvenciatartományban jelöltünk ki. A sz¶rést a �zikailag hozzáférhet® xs(t) id®tartománybeli mintákon a
W (f) inverz Fourier-transzformáltjaként el®álló w(t) súlyfüggvénnyel való konvolúcióval végezhetjük el. Adjukmeg el®ször w(t)-t:

w(t) =
1

∆t

sin(π t
∆t)

π t
∆t

=
1

∆t
sinc

(

t

∆t

) (5.3)A konvolúció eredménye tehát:
x(t) = xs(t) ∗ w(t) =

+∞
∑

n=−∞

x(n∆t)sinc

(

t

∆t
− n

) (5.4)Ez az ún. Whittaker-féle vagy sin x/x interpoláció. A formula el®nye, hogy elvileg tökéletes rekonstrukciót biz-tosít. Azokra az id®pontokra, amelyekben történt mintavétel, visszaadja a mintavett értéket, a többi id®ponthozpedig elvileg végtelen mintát igényel. A gyakorlatban ez persze nem lehetséges, a szummát �csonkolni� kell végesmintaszámra. De megfelel® számítási kapacitás birtokában elegend® pontossággal elvégezhet® az interpoláció,és ezt az interpolációt a digitális oszcilloszkópok legtöbbje meg tudja valósítani. Más sz¶r®karakterisztika iselképzelhet®, nem csak W (f). Ezek a frekvenciatartományban �simább� függvények, így az id®tartománybanrövidebb impulzusválasszal jellemezhet®k, ami kevesebb elemb®l álló szumma kiértékelését igényli.Az interpoláció jelent®sége az, hogy a fenti mintavételi tétel meglep®en kevés mintát igényel. Ha csak �szemre�próbálnánk megbecsülni, hogy milyen s¶r¶n kell mintát venni egy jelb®l, hogy rekonstruálható legyen, jóval ma-gasabb mintavételi frekvenciát határoznánk meg. Szemünk ugyanis lényegében egy egyenes szakasszal köti összea pontokat, és azt vizsgálja, hogy az így létrejött görbe elég �simán� közelíti-e az eredetit. Pl. egy szinuszjelb®la mintavételi tétel szerint elegend® kicsit több, mint két mintát venni periódusonként, a sima megjelenítéshez33



kb. 10-szeres mintavételi frekvencia kell. A matematikailag szükségesnél magasabb mintavételi frekvencia alkal-mazását túlmintavételezésnek nevezzük. Ha tehát az oszcilloszkópunk elég mintát vett a jelb®l, de nem tudtatúlmintavételezni (mert pl. elérte a maximális mintavételi frekvenciát), akkor a vizuálisan értékelhet® jelalakeléréséhez interpolációra van szükség.Ha a mintavételez® eszköz nem képes megfelel®en nagy frekvenciával mintavételezni, korlátozzuk a sávszé-lességet egy alulátereszt® sz¶r® bekapcsolásával. A sávszélesség korlátozására digitális oszcilloszkópokon is vanlehet®ség, de ritkán alkalmazzuk. Ennek oka az, hogy a sz¶r® megváltoztatja a jel mintáinak eloszlását, illetvea megjelenített jelet lineárisan torzítja. Leginkább impulzusok, meredek felfutások (négyszög-, pl. órajel) mé-résekor lehet ez zavaró. Az id®függvény minél pontosabb megjelenítése érdekében inkább nem alkalmazzuk asz¶r®t, cserében fel kell tudni ismerni azt, hogy bizonyos jelkomponenseket alulmintavételezünk.5.2. Példák5.1. Egy kétcsatornás analóg oszcilloszkópban a chopperfrekvencia 100 kHz. Mindkét csatorna jele a képerny®nkülön-külön 1000 vonaldarabból tev®dik össze. Az egyiken 3 teljes periódust látunk egy háromszögjelb®l, amásion pedig egy négyszögjel 5.5 periódusa jelenik meg. Milyen frekvenciájúak ezek a jelek?MegoldásA két csatorna közötti váltás periódusideje:
Tchopper =

1

fchopper
= 10 µs.1000 vonaldarab megjelenítése 1000 · 10 µs = 10 ms id®tartamnak felel meg.A háromszögjelb®l 3 periódus 10 ms, tehát a frekvenciája:

f1 =
3

10 ms
= 300 Hz.A négyszögjelb®l 5.5 periódus 10 ms, tehát a frekvenciája:

f2 =
5.5

10 ms
= 550 Hz.5.2. Egy digitális oszcilloszkóp képerny®jén 1 kHz frekvenciájúnak mérünk egy szinuszjelet. Az oszcilloszkóp50 µs/div állásban mér, a képerny®n vízszintesen 10 osztás van, felbontása 500 pont. Mekkora lehetett az eredetiszinuszjel frekvenciája?MegoldásA mintavételi id®köz:

∆t =
10 · 50 µs

500
= 1 µs.Ebb®l a mintavételi frekvencia:

fs =
1

∆t
= 1 MHz.Szinuszjel esetén nem vesszük észre a jel id®beli �megfordulását�, ezért a

k fs ± f0jeleket mintavételezve (k egész szám, f0 a szinuszjel frekvenciája) f0 frekvenciát kapunk. Tehát a lehetségesfrekvencia:
f0 = 1 kHz, 999 kHz, 1001 kHz, 1999 kHz, 2001 kHz, . . .34



egészen az oszcilloszkóp sávszélességének néhányszorosáig (amíg a bemenet alulátereszt® jelleg¶ karakterisztikájaa bemen®jelet nem nyomja el).5.3.Mekkora lehet annak a négyszögjelnek a frekvenciája, amelynek periódusidejét egy 1 MHz-cel mintavételez®oszcilloszkóppal 10 ms-nak mértük?MegoldásA kvantálás miatt:
fm =

1

Tm ± T0

∼= 1

Tm

(

1± T0

Tm

)

= 100 Hz± 0.01%,ahol fm és Tm a mért frekvencia és periódusid®, T0 pedig az órajel periódusideje. A lehetséges alulmintavételezésmiatt a frekvencia:
f = kfs ± fm, k = 0, 1, 2, . . .5.4. 4 kHz mintavételi frekvenciával mintavételezünk. Rajzoljuk fel a mintavett jel spektrumát a [−10, 10] kHzfrekvenciaintervallumban, ha a mintavételezett jel:a) 1 kHz-es szinuszjel;b) 3 kHz-es szinuszjel!MegoldásAz el®z® feladat megoldását követve mind f1 = 1 kHz, mind f2 = 3 kHz esetében ugyanazt a spektrumképetkapjuk:

f [kHz]84�4�8
|X(f)|

Tehát spektrumkomponensek jelennek meg az alábbi frekvenciákon:
−9, −7, −5, −3, −1, 1, 3, 5, 7, 9 kHz.5.5. Egy tiszta szinuszos jelet mintavételeztünk. A mintavételezett jelben a következ® frekvenciákon találunkkomponenseket: . . . ,−8,−2, 2, 8, 12, 18, . . . kHz.a) Mekkora volt a mintavételi frekvencia?b) Mekkora lehetett a szinuszos jel frekvenciája?Megoldása) Az ismétl®dés alapján:

fs = 10 kHz.35



b)
f0 = kfs ± fm = k 10± 2 kHz, k = 0, 1, 2, . . .5.6. Egy áramkört zajmentes szinuszjellel gerjesztünk. A kimenet alacsony szint¶ zajos szinuszjel, amit digitálisoszcilloszkópon �gyelhetünk meg. A zaj sávszélessége 1 MHz, eloszlása normális; a jel frekvenciája 50 Hz.A szinuszjel csúcsértékét a zaj miatt nem tudjuk leolvasni pontosan, de azt látjuk, hogy az a 8 . . . 14 mVtartományban van.a) Mekkora az amplitúdó várható értéke?b) A varianciát átlagolással csökkenthetjük. Adjuk meg azt a mérési összeállítást, amellyel ez megtehet®!Megoldása) Mivel a zaj várható értéke zérus, a szinuszjel amplitúdójának várható értéke az intervallum felénél van,azaz:

Ûp = 11 mV.b) A digitális oszcilloszkóp átlagolás (averaging) funkcióját kell alkalmazni. A funkció pontos triggereléstigényel, ezért az áramkört gerjeszt® nagyszint¶ zajmentes jelet kell az oszcilloszkóp másik csatornájáravagy az external trigger bemenetére kapcsolni. Az oszcilloszkópon a trigger forrását (trigger source) ennekmegfelel®en kell beállítani.
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6. fejezetSpektrumanalizátorok
6.1. Elméleti alapokA spektrumanalízis célja a jelek frekvenciatartománybeli vizsgálata, amihez csatlakozik a hálózatok átviteli ka-rakterisztikájának mérése. A Méréstechnika tankönyv alapján a hangolt sz¶r®s és a párhuzamos sz¶r®s ana-lizátor jól megérthet®. A következ®kben a transzponáló elv¶ (heterodin) analizátort és a diszkrét Fourier-transzformációt alkalmazó FFT-analizátort mutatjuk be. A heterodin analizátor m¶ködése és kezelése a fel-használó szempontjából megegyezik a hangolt sz¶r®s analizátoréval.Heterodin analizátorA transzponáló elv¶ analizátorok sorosan pásztázzák végig a jel spektrumát. Egyszer¶sített blokkvázlatuk a 6.1.ábrán látható. A m¶ködés lényege, hogy egy folyamatosan változó frekvenciájú szinuszjel segítségével a m¶szer amérend® jelet úgy keveri, hogy a jel spektrumát eltolja egy, a mérési tartományon kívül es® sávsz¶r® el®tt. Ezzela sávsz¶r®vel letapogatja a mérend® spektrumot. A spektrum adott frekvencián lev® értékének megjelenítéséhezmegméri a sz¶r® kimenetén a jel e�ektív értékét, majd egy opcionális, ún. video sz¶r® segítségével simítja. Avideo sz¶r® célja, hogy zajos jel mérése esetén csökkentse a spektrum mért értékének varianciáját. Erre csakzajos jelek esetén van szükség. A mérés fontosabb paraméterei:

• frequency span: az a sávszélesség, amelyen belül mérjük a spektrumot
• start/center frequency: a mérend® sávszélesség helyét kijelöl® paraméter
• resolution bandwidth: a letapogató sz¶r® sávszélessége
• video bandwidth: a variancia csökkentésére szolgáló sz¶r® sávszélessége (csak akkor hatásos, ha értékekisebb, mint a resolution bandwidth)
• sweep time: az a mérési id®, ami alatt a sz¶r®vel letapogatjuk a mérend® sávszélességet. Ha a sweep timetúl rövid, akkor túl gyorsan �elrántjuk� a jelet a sz¶r® el®tt, így annak kimenete még nem tud beállni,
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ezért a mérés torzított lesz. Ha a sweep time túl hosszú, akkor feleslegesen sokat kell várakozni a mérésieredményre. A megengedhet® mérési id® kikapcsolt video sz¶r® esetén a frequency span (fsp) és a resolutionbandwidth (RBW ) függvénye:
Tsw = c

fsp

(RBW )
2
, (6.1)ahol c egy arányossági tényez®, amely a m¶szerre jellemz®. Ha a video sz¶r®t is használjuk, akkor arendszerben az a legkeskenyebb sz¶r®, ezért tovább növekszik a mérési id®. A fenti elven m¶köd® spekt-rumanalizátorok általában jelzik, ha a méréshez túl rövid mérési id®t választottunk, és ezért pontatlanmérési eredmény várható.FFT analizátorEllentétben a heterodin analizátorral, az FFT vagy Fourier-analizátorok párhuzamos m¶ködés¶ek, tehát egy-szerre a teljes spektrumot megmérik, mintha egy sz¶r®bankkal dolgoznának. Ebb®l következik az el®nyük is,hogy sokkal gyorsabb mérést tesznek lehet®vé, mint a transzponáló analizátorok. Hátrányuk a korlátozott sáv-szélességük.M¶ködésük lényege: mintavételezik a jelet, majd FFT segítségével kiszámolják a jel diszkrét Fourier-transz-formáltját (DFT):

Xk =
N−1
∑

n=0

wnxne
−j2π nk

N , k = 0..N − 1 (6.2)ahol N a pontok száma, xn az n. bemeneti minta, wn az ún. ablakfüggvény (ld. kés®bb) mintavételi értéke.A DFT eredményéül kapott Xk az eredeti x(t) jel folytonos Fourier-transzformáltjának becsl®je az fk = k
N fshelyeken ( fs a mintavételi frekvencia). A becsl® torzított. A torzítás a következ®képpen írható le:

Xk = (Xs ∗W )(fk) (6.3)ahol Xs a mintavételezett jel spektruma (a folytonos jel X(f) spektrumának periodikus kiterjesztése:
Xs(f) =

∞
∑

n=−∞

X(f − kfs), (6.4)
W a folytonos ablakfüggvény Fourier-transzformáltja, (Xs ∗ W )(fk) pedig a két függvény konvolúciója az fkhelyen. A DFT torzítása két részre osztható. Az egyik a mintavételezésb®l származik, ez az Xs által leírtperiodicitás és átlapolódás. A másik torzító hatás a végtelen Fourier-integrál csonkolásából származik, ez azablakfüggvénnyel jellemezhet®. Egyszer¶ csonkolás esetén tulajdonképpen nem is használunk ablakfüggvényt(wn = 1, n = 0..N − 1), de a spektrum ebben az esetben torzulhat a legjobban. A valódi ablakfüggvények tu-lajdonképpen ennek a torzításnak a kiküszöbölésére szolgálnak. A leggyakrabban alkalmazott ablakfüggvények:

• Rect (tulajdonképpen nincs ablak): wn = 1, n = 0..N − 1,
• Hann (sokszor Hanning néven): wn = 0.5 [1− cos(2πn/N)] , n = 0..N − 1

• Flat-top: wn =
∑K−1

i=0 ai cos(2πin/N), n = 0..N − 1A 6.2. ábrán a fenti ablakfüggvények normált változatainak Fourier-transzformáltjai láthatók.Az ablakfüggvények torzító hatása a gyakorlatban úgy jelentkezik, hogy periodikus jelek mérése esetén azegyes harmonikusok helyén a konvolúció következtében a fenti függvények jelennek meg. A DFT csak diszkréthelyeken adja meg a spektrumot, és pont olyan s¶r¶n, hogy a 6.2. ábrán látható ablakfüggvényekb®l mindenhullámból egy mintát ad meg. Ha ezek a minták az ablak zérushelyeire, illetve a f®hullám közepére esnek,akkor a spektrum nem torzított. Ha a minták a hullámok maximuma köré esnek (a f®hullámnál pedig a középt®ltávol), akkor nagyon széthúzódnak a spektrumvonalak és a magasságuk is torzul. Azt a jelenséget, hogy a spekt-rumvonalak széthúzódnak, elken®dnek, leakage-nek (spektrális szivárgásnak), a spektrális ablak f®hullámánaknem középen történ® kiszámítását, amely a spektrumvonal magasságának hibáját okozza, pedig picket-fence38
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6.2. ábra. Ablakfüggvények Fourier-transzformáltjaijelenségnek nevezzük. Ezek a hatások leger®sebben a Rect ablaknál jelentkeznek. A különböz® ablakfüggvényeketezen hatások minimalizálására fejlesztették ki.A Fourier analizátorok a spektrumot a mintavételi frekvencia felénél kisebb értékig jelzik ki. Ennek az az oka,hogy az átlapolódás-gátló sz¶r®k véges meredekség¶ek és a mintavételi frekvencia felénél már el kell nyomniuka jelet, így az átereszt® tartományuk kisebb, mint a mintavételi frekvencia fele.Zajos jelek mérése esetén a DFT-vel számolt spektrum varianciája igen nagy lehet. Ennek csökkentéseérdekében frekvenciatartománybeli átlagolást lehet használni. Fontosabb paraméterek:
• Mintavételi frekvencia
• FFT pontok száma (alapsávi spektrum esetén a felbontás = mintavételi frekvencia / pontok száma)
• Átlagolási szám
• Ablakfüggvény típusaÁtviteli karakterisztika méréseA transzponáló elv¶ analizátorok általában rendelkeznek olyan kimenettel, amelyek a letapogatással szinkronsweepelnek. Ha ezt a kimenetet közvetlenül visszakötjük az analizátor bemenetére, akkor egy állandó értéketkapunk a teljes mérési tartományban, hiszen a mérés során a sweepel® kimenet jele mindig éppen a sávsz¶r®közepére fog esni. Ha a kimenet és a bemenet közé egy lineáris hálózatot kötünk, akkor az analizátor annak azátviteli karakterisztikáját fogja kirajzolni.FFT analizátornál egy lehetséges módszer, hogy a hálózatunkat egy szélessávú jellel gerjesztjük, miközbenmérjük mind a bemenet, mind a kimenet spektrumát, és a kett® hányadosából határozzuk meg az átvitelikarakterisztikát. Ha a gerjeszt® jel fehér zaj, akkor elvileg csak a kimenet spektrumából is meg lehet határozniaz átviteli karakterisztikát, de ilyenkor a mérés varianciája jelent®sen nagyobb, mintha szinkron mérnénk akimenet és a bemenet jelét.
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6.2. Példák6.1. Mi a DFT-je és az inverz DFT-je egy 8 db egyesb®l álló sorozatnak?MegoldásA diszkrét Fourier-transzformált (DFT) N = 8-ra:
X(k) =

N−1
∑

n=0

x(n)e−j2π nk

N , k = 0, . . . , 7.Ezt felhasználva:
X(0) =

7
∑

n=0

x(n)e0 = 8,

X(1) =

7
∑

n=0

x(n)e−j2π n

8 = 0.Ez utóbbi azért zérus, mert egységgyököket összegzünk. Ehhez hasonlóan:
X(2) = X(3) = . . . = X(7) = 0.Az inverz diszkrét Fourier-transzformált (IDFT) N = 8-ra:

x(n) =
1

N

N−1
∑

k=0

X(k)ej2π
nk

N , n = 0, . . . , 7.A számítás hasonlóan végezhet® el, mint DFT esetében, azaz:
x(0) = 1, x(1) = x(2) = . . . = x(7) = 0.A számításnál �gyelembe vettük az 1/N -es szorzót.6.2. Egy jelfeldolgozó rendszerben a mintavételi frekvencia fs = 51200 Hz, és N = 1024 pontos DFT-t (diszkrétFourier-transzformációt) végzünk. Adjuk meg, mi a transzformált abszolút értéke egy f = 50 Hz-es szinuszjelnek!MegoldásÍrjuk fel a szinuszjelet az alábbi formában:
x(t) = A sin 2πft =

A

2j

(

ej2πft − e−j2πft
)

.Mivel
f =

fs
N

,ezért a DFT de�nícióját felhasználva:
|X(k)| =

{

N A/2, ha k = 1, 1023,

0 egyébként
.
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6.3. Mi az [1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1] sorozat DFT-je?MegoldásA DFT képletébe behelyettesítve csak k = 4 esetén kapunk zérustól különböz® eredményt. A transzformáltvektor elemei a következ®k:
[0, 0, 0, 0, 8, 0, 0, 0].6.4. Diszkrét Fourier-transzformáció eredményeként az 1024 elem¶ X(k), k = 0 . . . 1023 vektort kapjuk. Avektorról azt tudjuk, hogy

X(k) =

{

1, ha k = 25 és 999

0 egyébként
.A regisztrátumot fs = 44.1 kHz mintavételi frekvenciával rögzítettük. Adjuk meg a mintavételezett jel egylehetséges id®függvényét!MegoldásLegyen k1 = 25 és k2 = 999. Mivel N = 1024, k2 = N − k1, tehát olyan jelr®l van szó, amelynek pozitívés negatív frekvenciás komponense megegyezik, továbbá a két komponens amplitúdója is azonos. Ilyen jeleka szinuszos jelek, �gyelembe véve, hogy a két komponens valós, az id®függvény a koszinuszfüggvény. A DFTde�nícióját alkalmazva az id®függvény:

x(t) = 2 cos 2πf0t, f0 = k
fs
N

∼= 1076.7 Hz.Az id®függvény annyiban �egy lehetséges�, hogy a feladat nem rögzítette, hogy a mintavételi tétel feltételétbetartottuk, tehát végtelen sok frekvencia megfelel a példában adott spektrumnak.6.5. A hálózati feszültséget 8 kHz-cel mintavételezzük, és a jelet diszkrét Fourier-transzformációval (DFT)dolgozzuk fel. Hány pontos DFT-t kell végeznünk, ha a hálózati frekvenciát legfeljebb 0.1% hibával akarjukmegmérni?MegoldásA mérés úgy történhet, hogy a spektrumban megkeressük a hálózati frekvenciához tartozó �csúcsot�, és annakfrekvenciáját tekintjük mérési eredménynek. Így a frekvenciát a DFT felbontásával megegyez® abszolút hibávaltudjuk meghatározni. A szükséges felbontás tehát:
∆f = f0h = 50 mHz,ahol f0 = 50 Hz, h = 0.1%. A szükséges pontszám:
N =

fs
∆f

= 160000.6.6. DFT-analizátor bemenetére szinuszgenerátor jelét kapcsoljuk. Ha a generátor jelének frekvenciája 1000 Hz,a képerny®n csak egy vonalat látunk. Ha a jel frekvenciáját lassan növeljük, egyre jelent®sebb spektrumszivárgásttapasztalunk, majd a frekvenciát tovább növelve a szivárgás csökken, és 1025 Hz frekvencia esetén a szivárgásmegsz¶nik, a képerny®n ismét csak egy vonalat látunk. Hány pontos DFT-t végez az analizátor, ha a mintavételifrekvencia 50 kHz?
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MegoldásA feladat szövege alapján egyértelm¶, hogy a DFT két szomszédos spektrumvonala 1000 és 1025 Hz-re esik. Akét frekvencia között ugyanis fellép a szivárgás jelensége. A szivárgás hiányából lehet következtetni arra, hogy akét frekvencia valóban osztópontja a DFT-nek, a mérés körülményeib®l � lassú frekvenciaváltoztatás, a növekv®és a csökken® szivárgás meg�gyelése � pedig a szomszédosságra. Ennek alapján a DFT pontszáma:
N =

50 kHz

25 Hz
= 2000.
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