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Valószínűségi hálók tanítása

Ismert struktúra, teljesen megfigyelhető változók: 

� tanulandó: a feltételes valószínűségek táblázata, 
közvetlenül becsülhető a példahalmaz alapján

paramétertanulás



Valószínűségi hálók tanítása

Ismeretlen struktúra, teljesen megfigyelhető 
változók: változók: 

tanulandó: a háló topológiája
� struktúrák terében való keresés, a keresést az 

egyes struktúráknak az adatok modellezési 
képessége irányítja

struktúratanulás
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Valószínűségi hálók tanítása

Ismert struktúra, rejtett változók: Ismert struktúra, rejtett változók: 

� EM (expectation maximization) algoritmus

Ismeretlen struktúra, rejtett változók:

� Strukturális EM
� Egyéb közelítő megoldások

Gépi tanulás (MSc)

Valószínűségi következtető 
és döntéstámogató 
rendszerek (MSc)



Bayes tanulás

Általános predikció - hipotézis konstruálása adatok alapján:

1. az összes hipotézis valószínűségét megbecsüljük az adatokból. 
2. a hipotézisek alapján predikciókat készítünk.
3. a predikciókat a hipotézisek a posteriori valószínűségével súlyozzuk.

D adatok, H1, H2,... hipotézisek, ismeretlen X predikciója
- minden egyes Hi az X egy teljes eloszlását specifikálja
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Bayes-tanulás

D adatok, H1, H2,... hipotézisek, ismeretlen X predikciója
- minden egyes Hi az X egy teljes eloszlását specifikálja
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Teljes Bayes tanulás: P(Hi | D) kiszámítása az összes Hi-re. 
A legtöbb esetben kezelhetetlen, de nincs jobb módja az optimalis predikció
készítésnek.

�

priorlikelihoodposterior
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A legelterjedtebb közelítés - a legvalószínűbb hipotézis:  max P(Hi | D) 

P(HMAP | D) ≈ 1,      P(Hmás | D) ≈ 0

Teljes bayesi tanulás közelítése
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Maximum a posteriori (MAP) hipotézis melletti predikció:

A probléma a HMAP megtalálása. 

MAP hipotézis:

max

( ) ( )
MAP
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Maximálizálás: ‚probléma’ az a priori valószínűség

- a priori valószínűségeket rendeljünk az egyes 
hipotézisekhez, összegük 1

MAP és ML tanulás

hipotézisekhez, összegük 1
- bizonyos esetekben: egyenletes a priori eloszlás

- tudás hiánya, de néha jobb nem felhasználni korábbi 
eredményeket 

maxi P(Hi | D) = maxi P(D| Hi )

maximum likelihood (ML) hipotézis: HML



Bayesian Model Averaging example

Russel&Norvig: Artificial intelligence



Az egyes modellek predikciójának a 

posteriori valószínűsége

Russel&Norvig: Artificial intelligence



A bayesi módon átlagolt modell predikciójának

a posteriori valószínűsége

Russel&Norvig: Artificial intelligence
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A cukorkás példa esetében

- Sokszor előnyös a log-likelihooddal számolni

ML paramétertanulás

- Maximum számítás: deriválással



�

Struktúratanulás



�

Bayes-háló struktúratanulása NP-nehéz



�

Bayes-háló struktúratanulása NP-nehéz



� Bayes-háló = feltételes függetlenségek (függőségek) 

térképe

� A kérdés: egy adott struktúrából milyen feltételes 

függetlenségeket/függőségeket lehet kiolvasni?

Bayes-háló - függőségek

függetlenségeket/függőségeket lehet kiolvasni?

� A válasz: d-szeparációs szabályok szerint

� Directed separation ~ d-elválasztás



� Jelölje IG(X,Y|Z) hogy X d-szeparált Y-tól feltéve Z-t

a G irányított gráfban.

Bayes-háló: D-szeparáció



D-szeparáció – globális Markov-feltétel



� A P eloszlás M függetlenségi térképe (modellje) az 

érvényes feltételes függetlenségeket jelölő tripletek

halmaza:

MP={IP,1(X1,Y1|Z1),..., IP,k(Xk,Yk|Zk)}

Feltételes függetlenségi modell

� Ha P(X,Y,Z) egy Markov-lánc, akkor 

MP={D(X,Y), D(Y,Z), I(X,Z|Y), és D(X,Z)*}, 

� ahol D(…) = ┐I(..)

*normális esetben D(X,Z), kivételesen lehet I(X,Z)

X Y Z



� Ha P(X,Y,Z) egy naiv Bayes-háló (NBN), akkor 

MP={D(X,Y), D(Y,Z), I(X,Z|Y), és D(X,Z)*}, 

� ahol D(…) = ┐I(..)

*normális esetben D(X,Z), kivételesen lehet I(X,Z)

Feltételes függetlenségi modell - NBN

*normális esetben D(X,Z), kivételesen lehet I(X,Z)

X

Y

Z



� Ha P(X,Y,Z) egy V-struktúra, akkor 

MP={D(X,Y), D(Y,Z), I(X,Z), és D(X,Z|Y)}, 

Feltételes függetlenségi modell – V-struktúra

X ZX

Y

Z



Feltételes függőségeket/függetlenségeket 

kódoló tripletek

X Y Z

p(X),p(Y|X),p(Z|Y)

X Y Z

p(X|Y),p(Y|Z),p(Z)

p(X|Y),p(Y),p(Z|Y)

“tranzitív” M ≠ „intranzitív” M
X

Z
Y

p(X),p(Z|X,Y),p(Y)

X Y Z

p(X|Y),p(Y),p(Z|Y)

„V-struktúra”

MP={D(X,Z), D(Z,Y), D(X,Y), I(X,Y|Z)}

Gyakran: a jelenlegi állapot (tudás) ismerete a jövőbeli állapotokat feltételesen 
függetlenné teszi a korábbiaktól



Oksági modellek megfigyelési ekvivalenciája

Passzív megfigyelések:

J.Pearl:
~„3D objects”

Oksági modellek:

P(X1,..., Xn) 

Passzív megfigyelések:

MP={IP,1(X1;Y1|Z1),..., IP,K(XK;YK|ZK)}

� Különböző oksági modelleknek lehet ugyanaz a függetlenségi térképe
� Jellemzően az oksági modelleket nem lehet tökéletesen megtanulni/meghatározni

kizárólag passzív megfigyelési adatokból
� Ezek egy része megfigyelés-ekvivalens

„2D projection”



Markov-lánc, mint oksági modell

Oksági modell:

X1 X2 X3 X4 X4X3X2X1

Időbeliség meghatározható?

MP={I(Xi+1,Xi-1|Xi)} 

P(X1,...) 

„elsőrendű Markov-tulajdonság”



Megfigyelési ekvivalencia – V-struktúrák



Reichenbach közös ok elve
Reichenbach's Common Cause Principle:
A korreláció X és Y esemény között azt jelenti, hogy vagy X okozza Y-t, vagy Y okozza X-et, vagy X

és Y –nak közös oka van.

X Y X Y
X

*

Y X

*

Y

*...

...

X okozza Y-t Y okozza X-et

Egy ok-okozati kapcsolatot Van egy közös ok Egy ok-okozati kapcsolatot 
„zavarnak” más hatások

X YMP={D(X;Y)} 

P(X,Y) 
Passzív megfigyelésekből:

„X és Y asszociált”

Van egy közös ok 
(pure confounding)



Kényszeralapú Bayes-háló tanulás


