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Méréselmélet: 1. Bevezetés

1. Bevezetés
1.1. A Méréselmélet c. targy célkitiizése

A Méréselmélet c. targy arra vallalkozik, hogy rendszerezett formaban attekintse azokat a
megfontolasokat ¢és modszereket, amelyek alapvetOk meérési adatok felhasznalasa ¢€s
feldolgozasa soran. A mérési adatok a benniinket korilvevd valdsag megfigyelésébol
szarmaznak, annak jobb megismerését és befolydsoldasat teszik lehetévé. A jobb
(“pontosabb”) megismerésre és befolyasolasra iranyuld torekvés valojaban egy permanens
folyamat, amely az el6zetes, és a méréssel megszerzett ismeretek egyre finomabb 6tvozése
réveén éri el céljat.

A Meéréselmélet c. targy keretében a mesterképzés céljait leginkabb azzal szolgaljuk, hogy
felidézziik azokat a megfontoldsokat, amelyek a mérési adatokban rejlé informacidk hatékony
kinyerését teszik lehetdveé. Targyaljuk azokat a moédszereket, amelyek alapjan dontéseket
tudunk tamogatni, paraméterek értékét tudjuk megbecsiilni és le tudjuk irni, vagyis modellezni
tudjuk a kornyezetiink valds idejii mechanizmusait. Fél szemmel arra is figyeliink, hogy az
adatok valos idejii feldolgozasa miként lehetséges, €s hogyan integralhatok ezek a modszerek
a kulonféle CPS, 10T, Industry 4.0 rendszereink részegységeibe, ill. autonom mikodést
biztositd vezérlé mechanizmusaiba.

1.2. Mit tanultunk Méréstechnikabol?

Emlékezteté: A Méréstechnika c. targy keretében megismerkedhettink a méréselmélet
alapjaival a kovetkez6 cimszavak, ill. t¢émakordk mentén:

- Mérés és modellezés

- Modellillesztés

- Meérési hibak (modellezési, atviteli és miiszer-hiba)

hibaterjedés (a teljes differencial alkalmazasa)

mérdeszkoz struktirak (soros, parhuzamos, visszacsatolt)

jelatalakitok hibai (nullpont, terhelési, hdmérsékleti, kalibracios, stb. hibak)

a muszerek pontossaga (analog, digitdlis; alkatrész és frekvenciafiiggés)

- Elemi mérési modszerek (differencia, kozvetlen és kozvetett 6sszehasonlitas, helyettesito,
felcserélési vagy Gauss modszer)

- Merési sorozat kiértékelése (megadandd a helyes érték legvaloszintibb értéke/becsldje, a
becslés bizonytalansaga; az atlag szorasa; konfidencia szamitas)

- A mérési bizonytalansag kifejezése (a GUM modszer)

Ezen témakorok ismeretét a Méréselmélet targy elétanulmanyi kévetelményének tekintjiik, a
fenti cimszavak koziil mélyebben csak a modellillesztés témakorét érintjiik.

1.3. A mérési eljaras sajatossagai

A mérési eljards a megismerési folyamat része, amelynek sordn a rendelkezésiinkre allo
ismereteinket pontositjuk, ill. bévitjik. Az 1. abra ennek a folyamatnak az interpretalasat
segiti. A mérés soran a valosag jelenségeit szeretnénk megragadni. Ezt a ,,megragadast”
eldszeretettel végezziik olyan jellemzdkre épitve, amelyek valamilyen értelemben stabilitast
mutatnak. Ilyen jellemz6khoz (is) absztrakcio révén jutunk. Kiemelt szerephez jutnak

- az allapotvaltozok (X), amelyek valtozasai a kolcsonhatasok révén fellépd energia-
folyamatokhoz kothetdk (fesziiltség, nyomas, hdmérséklet, sebesség, stb.)
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Méréselmélet: 1. Bevezetés

- aparaméterek (a), amelyek a kolcsonhatasok intenzitasviszonyait ragadjak meg, és
- astrukturak (S), amelyek a rendszer-komponensek kapcsolatait irjak le.

| |
" | L |
A valosag (tere) | A megfigyelések (tere) | A déntések/becslések (tere)
| |
|
|

©) Q) X

bizonytalansag

(zajos) csatorna

' '

megfigyelési folyamat megfigyelési folyamat ,,inverze”
1. abra. A mérési eljaras

A valbdsag ,tere” egy olyan absztrakcid, amelyben a vizsgalt jellemzOk konkrét értékei a tér
egy pontjanak felelnek meg. A mérés eldtt a pont koordinatait nem ismerjiik. A mérések soran
egy-egy ilyen pont koordinatainak meghatarozasara (megmérésére) toreksziink, ami — ismert
modon — csak kozelitleg lehetséges, mivel a mérés hibaval terhelt. Tovabbi nehézség, hogy a
mérendd mennyiséghez sok esetben nem fériink kozvetleniil hozza, ezért tobbnyire csak
valamilyen leképzésébdl tudunk kiindulni. Ezt a leképzést nevezziikk megfigyelésnek. A
mérendd €és a megfigyelt érték kdzotti it a mérési/jelatviteli csatorna.

1.3.1. Megfigyelés determinisztikus csatorna esetén

A 2. abra illusztrativ példaként egy idében diszkrét megfigyeldt mutat be. A ,,valosagot” és a
megfigyelést leird allapot, ill. megfigyelési egyenletek™:
x(n+ 1) = Ax(n), 1)
y(n) = Cx(n), (2)

x(n+1) = Ax(n) R —N 2+ 1) = 42() + Ge(n)

\/

y(n) = Cx(n) S ey | ok L y(n) = Cx(n)

e(n) =y(n) —y(n)
2. abra. Id6ben diszkrét megfigyeld

ahol az x(n) allapotvektor N dimenzids, az A allapotatmenet matrix N * N dimenziés, az
y(n) megfigyelés M < N dimenzios vektor, a € megfigyelési matrix pedig M * N dimenzios.
Célunk az x(n) allapotvektor becslése. Ennek eszkdze a megfigyeld, amely a ,,valosag”
masolata igyekszik lenni azaltal, hogy egy korrekcids/tanuld/adaptaldé mechanizmus
eredményeképpen koveti azt. A kovetés bekovetkeztével a mérés ,eredménye” X(n) a

' A jegyzetben domindlnak azok a jeldlések, amelyek tébb megfigyelés egyidej figyelembevételére utalnak. Az
ilyen értelemben tdbbvaltozds fliggvények esetében ennek tényét csak esetenként hangsulyozzuk, tobbnyire
kiilon nem jel6ljik, hanem kézenfekvének tekintjik annak kévetkezményeivel egyitt. Vektorok és matrixok
esetében azonban ennek tényét a szokasos bold szedéssel jelezziik.

6
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Méréselmélet: 1. Bevezetés

megfigyel6bol olvashatdé ki. A megfigyelében megvalosuld ,,masolat” allapot, ill.
megfigyelési egyenletei:

x(n+1) = Ax(n) + Ge(n), 3)

y(n) = €x(n), (4)
ahol a G korrekcids matrix N*M dimenziés, e(n) = y(n) —y(n). A G matrixot ugy
tervezziik meg, hogy X(n) — x(n). (1) és (3) kiilonbségét képezve:

x(n+1)—x(n+1) = Ax(n) — Ax(n) — Ge(n) = (A — GC)(x(n) — ’f(n)). (5)

Bevezetve az e(n+ 1) = x(n+ 1) —X(n + 1), valamint az F = A — GC jel5léseket, az un.
hibarendszer allapotatmenet matrixa:

e(n+1) =Fen). (6)
A G korrekcids matrixot ugy kell megtervezni, hogy [|e(n)|| ——— 0, aminek érdekében
n—-oo

célszertien |le(n + 1)|| < [le(n)|l, V n-re, azaz F csokkenti £(n) hosszat minden 1épésben,
vagyis idegen szdval ,.kontraktiv”.

Megjegyzések:

1. Az &(n) hibavektorral kapcsolatos egyenlétlenség értelemszerlien a vektor hosszara
(normajara) értelmezendd, skalar esetben pedig a hiba abszolut értékére.

2. A hiba eltinéséhez természetesen nem kell megkovetelniink a csokkenés monotonitasat,
csak a hibarendszer stabilitdsat, azaz kiilsé gerjesztés nélkiili esetben a nulldhoz
konvergalasat. Ez interpretdlhato ugy is, hogy a hibarendszer a belsé energidjat a stabil
allapot elérése érdekében leadja, idegen szoval disszipalja. Ha ez a disszipacié az iteracid
minden lépésében fennall, akkor a hibavektor hosszdnak csdkkenése monoton folyamat
lesz.

Esetek:

1. F=A— GC = 0. Ebben az esetben G = AC™*. Ez akkor lehetséges, ha C négyzetes, azaz
a megfigyelés éppen annyi komponensii, mint maga az allapotvektor. Igy aztan nem is
csoda, hogy iteracio nélkiil, egyetlen 1épésben meg tudjuk hatarozni az allapotvektor
értékét. Ez azt jelenti, hogy a megfigyeld, ezen beliil a ,,masolat”, egyetlen 1épés utan
kovetni képes a megfigyelt (fizikai) rendszert.

2. FN = (A — GCO)N = 0. Ebben az esethben a hibarendszer N 1épésben konvergal:
x(N) = Z(N) = (A - GO (x(0) —%(0)) = 0. (7)

Az FN = 0 tulajdonsagli matrixok, az Gn. nemderogatérius nilpotens matrixok, amelyek
sajatja, hogy valamennyi sajatértékiik nulla. Az ilyen tulajdonsagli allapotatmenet
matrixszal jellemezhet6 rendszerek véges impulzusvalaszuak (un. FIR rendszerek), hiszen
a kezdeti hiba véges 1épésben eltlinik. (Megjegyzés: ha FM = 0, ahol M < N, akkor F un.
derogatorius nilpotens matrix, ilyenkor a konvergencia kevesebb, mint N Iépésben
bekdvetkezik.)

3. Ha FN = (A — GC)" + 0, akkor a stabilra tervezett hibarendszer allapotvektoranak hossza
exponencialis jelleggel fog csokkenni. Egy ilyen hibarendszer akkor lesz stabil, ha dsszes
sajatértéke az egységsugari koron beliil helyezkedik el. Az ilyen tulajdonsagu
allapotatmenet matrixszal jellemezhetd rendszerek végtelen impulzusvalaszaak (in. IR
rendszerek), mert a kezdeti hiba csak végtelen lépésben tlinik el.



Méréselmélet: 1. Bevezetés

Példak:

1. Példa: Adott A = [(1) _01]; C= [1 ] Hogyan allitsuk be G-t2

G=act=a=[; ]

2. Példa: Adott A = [ _1]; C =[1 1]. Hogyan allitsuk be G-t? G = [‘Zi] =?

9o 9o 9o B _[1 =90 —9o ]
GC = [g][1 1=, gl].[A =" |
[A — GC]? = 0 alapjan hatarozzuk meg G-t:
[1_90 Hl_go —Yo ]_
g1 —1- 91 91 —1-01

=l1—290+go+gogl

—go + 95 + 9o +gogll [0 9
—g1+ i + 91+ 9og1

1429, +9i+gog: | '0 0F

A mellékatld kifejezéseit a foatld kifejezéseibe behelyettesitve kapjuk

11— Zgo = 0,
illetve 1 + 2g, = 0, amib6l: g, = 0.5 és g4

= —0.5. Ellendrzésképpen:

los Zoslloz Zosl=lo ol

3. Példa: Hatarozzuk meg [A — GC] sajatértékeit a 2. Példa eredményének felhasznalasaval

det[A1 — A+ GC] = 0 = det [/1 - 0.5 0.5

1o 5] = (1—0.5)(A+0.5) +0.25
= 22— 025+ 025 = 0.

Mindkét sajatérték nulla.
Megjegyzések:

1. Ez a tulajdonsag altaldnosan igaz véges Iépésben konvergadlni képes rendszerek
esetében.

2. Az ilyen rendszerek atviteli fiiggvénye olyan (elfajuld) racionalis tortfliggvény,
amelynek valamennyi po6lusa az origdban van:

ay +ay_1z + ay_,z* + -+ a;zN7?
HZ) =az '+ ayz 2+ -+ ayz ¥ =21 Nz’f’ ! (8)

Ezek az un. véges impulzusvalasza (FIR) szlirdk. (8) idotartomanybeli megfeleldje

y(n) =a;x(n—1) + a,x(n—2) + .-+ ayx(n — N) 9)
ahol a valos idejii kiszamithatésag miatt csak x(n) korabbi mintai szerepelhetnek

3. A 3. példaban a sajatértékekre vonatkozo feltétel felhasznalhato a g, és a g,értékek
meghatarozasara:

det[Ml — A+ GC) = 0 = det |* ~ 1T 90 9o

g1 A+1+4+g.]
=P +A(go+g)+go—g1—1=2=0

Ebbél: go + gl = O, i". go - gl = 1, amlbél. go = 0.5 éS gl = _0.5.



Méréselmélet: 1. Bevezetés

1.3.2. Megfigyelés zajos csatorna esetén

Ebben az esetben nem &(n) —— 0 az elvarasunk, hanem az, hogy a négyzetes hiba

n—oo

E[eT(n)e(n)] = trE[e(n)eT(n)]n—>min legyen. Ezzel egyidejiileg a hibarendszer (6)
allapotegyenletét az

Ele(n+ 1De"(n+1)] = FE[e(n)eT(n)]FT (10)

Osszefliggés valtja fel. Az itt szerepld hiba-matrix kdzponti szerepet kap a hires Kalman
prediktor, ill. sziir6 esetében. (R.E. Kalman vilaghirti, 2016-ban elhunyt magyar szarmazasu
tudos.) Ezzel az esettel részletesebben is foglalkozunk a “4. Sziiréselmélet alapjai” cimil
fejezetben.

Megjegyzések:

1. A 2. 4bran lathat6 elrendezés mindkét modellje ,,gerjeszthetd” egy kozos gerjesztéssel.
Mivel a modellek linearisak, a szuperpozicido értelmében a megfigyelé konvergenciaja
valtozatlanul megvaldsul.

2. A 2. abra szerinti megfigyelot Luenberger megfigyeldnek nevezziik. Luenberger szerint
majdnem minden rendszer megfigyeld. A megfigyeld tulajdonsag feltétele, hogy a
megfigyeld legyen ,,gyorsabb”, mint a megfigyelt rendszer, kiilonben nem képes kovetni a
valtozasokat.

3. Egy ellenallas- vagy impedancia-mér6 hid ismeretlen elemet tartalmaz6 hidaga a valosag
fizikai modellje, a kiegyenlitd elemet tartalmaz6 aga pedig a megfigyeldben felépiild,
beallithatd/hangolhaté modell. A hidagak osztopontjan megjelend fesziiltségek kiilonbsége
vezérli a hangolast, és a végén a két fesziiltség megegyezik, a beallithato elemrdl leolvasott
érték segitségével meghatdrozhaté az ismeretlen. Ez az aramkoOr, a hangolast végzo
operator részvételével megvalositja a megfigyelot.

1.4. A zajos csatorna modellezése

Véletlen események leirasara valdszinliségi valtozokat, ill. sztochasztikus folyamatokat
hasznalunk. Az x(w) valosziniiségi valtozo egy olyan fiiggvény, amely a valdsziniiségi
eseménytér @ eseményeihez valds szamokat rendel. A véletlen jelenségekbdl szarmazéd
mintakbol hisztogramot készitve megkapjuk a valdszinliség striiségfiiggvény statisztikai
jellemzését (lasd 3. abra). Ha a hisztogram felbontasat minden

(relativ)
gyakorisag

A

»

X x(w)
3. abra. Véletlen eseményekhez rendelt értékek msztogramja

hataron tal finomitjuk, és végtelen szamu kisérletet végziink, akkor megkapjuk az f(x) un.
valoszinliség stirtiségfliiggvényt. Ennek integralja, azaz a gorbe alatti teriilete egy adott u-ig
terjedden



Méréselmélet: 1. Bevezetés

F(u) = fuf(v)dv=P(xSu) (12)

az un. eloszlasfiiggvény, ami megmondja mennyi annak valdsziniisége, hogy a valdsziniiségi
valtozo értéke u-nal nem nagyobb. Az x(t,w) sztochasztikus folyamat egy olyan fliggvény,
amely a valoszinliségi eseménytér @ eseményeihez valds idéfiiggvényeket rendel (lasd 4.
abra). Ezen fliggvények adott idOpontbeli (pl. ty) értékei egy valdszinliségi valtozot
reprezentalnak.

A sztochasztikus folyamat
x(wop, t
& :DZ/Q%
2 M
x(wo, to)
t

to
4. abra. A sztochasztikus folyamat jellemzése

2. A dontéselmélet alapjai
Példa: detektalas radarral. Bindris vagy kéthipotézises dontés: eldontendd a jelenlét vagy a
jelen nem 1ét kérdése. A mérési eljaras sémajat az 5. abran lathatjuk. A csatorna zajos,

ugyanarrdl a jelenségrél rendre eltérd értéki megfigyeléseket kapunk. El kell donteniink,
hogy — egy vagy tobb megfigyelésre alapozva — a két lehetséges hipotézisbol melyiket

1
1
|
1
forras dontés

megfigyelések ' dontések tere
tere

fogadjuk el:
5. abra. A dontés sémaja

H, hipotézis: az (ellenséges) objektum nincs jelen.
H, hipotézis: az (ellenséges) objektum jelen van.
Lehetséges hibak:

Elfogadjuk H,-t, holott H, igaz. Ennek valosziniisége P), (miss probability),
Elfogadjuk H,-t, holott H, igaz. Ennek valosziniisége P (false alarm probability).

A dontéshez eldzetesen felvesszilk a megfigyelések hisztogramjat, és abbol kozelitdleg
elallitjuk az f (ZlHO) és f (ZlHl) feltételes striiségfiiggvényeket. Ezeket csatorna-
karakterisztikdknak 1is nevezziik. A feltétel egyik vagy masik hipotézisnek megfeleld
viselkedés. (Vegyiik észre, hogy ez egy informaciogylijtési, azaz tanulasi fazis.) A két
stiriségfliiggvény egymashoz vald viszonyat a 6. abra mutatja be. Keressiik a dontési
kiiszobot valamilyen optimum kritérium szerint. Mivel a slirliségfiiggvények atlapolddnak,
ezért a dontési kiiszob meghatarozasa nem trividlis. Az ehhez alkalmazhat6 konkrét stratégia a
rendelkezésre 4ll6 informécio fliggvénye.

10



Méréselmélet: 2. A dontéselmélet alapjai

dontési kliszob

flz[Ho) flz|H3)

v
N

VA Z
6. abra. A feltételes strliségfliggvények egymashoz valo viszonya
Kéthipotézises Bayes dontés:

Feltételei: 1. Ismerjiik az un. a priori valosziniiségeket: Hy, — P, €és H; = P;.
2. Ismerjiik a csatornakarakterisztikakat: f(z|H 0) és f(zIH,).

Definialjuk a koltségeket:
C;j annak a koltsége, hogy az i-edik hipotézist fogadtuk el, holott a j-edik igaz.
Ertelmezziik a bekdvetkezési valosziniiségeket:

P(HL-IH]-), ahol az i index a feltételezett hipotézis, a j index pedig a
bekdvetkezett kimenetel azonositdja. (i és j most 0 vagy 1.)

A cél: az atlagos kockazat (risk)/koltség (cost) minimalizalasa:
R = CooPoP(Ho|Hp) + CoPoP(Hy|Ho) + Co1 PP(HolHy) + €11 P P(Hy|Hy)  (12)

Vegyiik észre, hogy az elsd két tag esetében a H, hipotézisnek megfeleld kimenetel
kovetkezett be, mig a masodik kettdnél a H; szerinti. A kifejezés minimumat a dontési kiiszob
értékének alkalmas megvalasztasaval érjiik el. Jelolje Z; az elfogadas tartomanyat. Erre
vonatkozdan hatarozzuk meg a bekdvetkezési valoszinliségeket az alabbiak szerint:

P(Hi|H) = [, f(z|H)dz, (13)
ezzel (12)
R = CyoP, fZOf(ZIHO)dZ + C10Py lef(ZlHO)dZ + Co1 Py fzo f(z|H)dz +
+Ci1 Py lef(ZlHl)dZ.

Mivel a két elfogadédsi tartomdny egyiittesen lefedi a teljes eseményteret, ezért a
stirliségfiiggvények integraljai az egyik elfogadasi tartomany felett megegyeznek az egység és
a masik elfogadasi tartomdny feletti integralok kiilonbségével. A Z; feletti integralokat
lecserélve Z,, feletti integralokkal (14) a kdvetkezd alakban irhato:

R = CyoPy + C11 Py + Py(Cop — C1o) fzof(zmo)dz + P1(Co1 —

—Cy1) fZO f(z|Hy)dz.
Tegyiik fel, hogy Cyo > Cyg, és Cy; > Cy1, tovabba tekintsiik a dontési kiiszob helyét a (15)
Osszefliggésbeli egyvaltozos integral fiiggvény filiggetlen valtozojanak. E szerint a valtozod

szerint keresve (15) szélséértékét azt kapjuk, hogy az atlagos kockazat minimuma a z valtozo
azon értékénél (a keresett dontési kiiszobértéknél) van, amelyre

Py(C1o — Coo)f (z|Hy) = P1(Coy — C11)f(z|Hy). (16)

(14)

(15)

11



Méréselmélet: 2. A dontéselmélet alapjai

A (16) alapjan kiadodod dontési kiiszobértéktol akar jobbra, akar balra eltérve a (15) szerinti
atlagos kockazat novekedni fog. Ennek belatasat segiti a 7. abra, ahol azt vizsgalhatjuk, hogy
miként alakulnak a (15) osszefliggésbeli integralok amikor a feltételezett dontési kiiszobot az
optimalisnak tekintett értékt6] jobbra vagy balra képzeljiik el.

dontési kiiszob

Py (Cro — Coo) f(2]Hy) Py (Coy — Cyy) f(2|Hy)

noéveli a kéltséget noveli a koltséget

v
N

Zo Zy

7. abra. Az optimalis dontési kiiszob
A (16) 6sszefliggés atirasaval kapjuk:
f(z|Hy) _ Py(Cyo — Cop) =17
f(zIHy)  P1(Cor — C11)
azaz a dontési kiiszob értékénél a két feltételes stirliségfliggvény hdnyadosa egy elére adott

konstans. (A (17) Osszefliggésben z a dontési kiiszob értékét veszi fel.) Ha az aktualisan
megfigyelt értéket behelyettesitjiik a

(17)

f(z|H,)
f(z|Ho)

un. ,likelihood” arany fliggvénybe, és ha A(z) > n, akkor a dontés H; ha A(z) < n, akkor a
dontés a H,. Tomoren irva:

A(z) =

(18)

Hj

A Zn (19)

Ho
Ez az Gin. Bayes dontési szabaly vagy likelihood arany teszt.

Megjegyzések a kéthipotézises Bayes dontéshez:
1. Ha a koltségeket ugy valasztjuk meg, hogy (17) n = 11:_0 legyen, akkor a dontési szabaly
1

Hy Hy
Plf(lel)ZPof(leo) alakban irhatd, ami megegyezik a P(H, IZ)zP(Holz) kifejezéssel,
Ho HO

vagyis a dontést az a posteriori valosziniiségek alapjan hozhatjuk meg. Ezt a specialis
esetet maximum a posteriori (MAP) dontésnek nevezzik.
Hy
2. Szokas (19) helyett a A(z) = In A (Z)Z Inn =y, un. log-likelihood aranyt hasznalni.

Hyp

1. Példa: Konstans jel detektalasa zajos csatornan keresztiil: jelen van-e a jel a
megfigyelésekben vagy nincsen? Tegyiikk fel, hogy a megfigyelések fliggetlen, Gauss
eloszlasu valosziniiségi valtozok nulla varhato értékkel, és 0,2 varianciaval. A H,, hipotézis az,
hogy a megfigyelés z, = n;, azaz a jel nincsen jelen, csak a zaj aktualis mintajat kapjuk. A
H, hipotézis az, hogy a megfigyelés z, = a + ny, azaz a jel jelen van, a jel és a zaj aktualis
mintdjanak Osszegét figyeltik meg.k = 0,1,..,N — 1, azaz Osszesen N mintat figyeliink

12



Méréselmélet: 2. A dontéselmélet alapjai

meg egyszerre. A dontés soran az egyiittes feltételes stirtiségfiiggvényeket fogjuk hasznalni.
Egyetlen megfigyelés esetén a feltételes stirtiségfliggvények:

1 -k oy 20
e Zan, H.) = 202
’_Zno'n f(Zl 1) \/ﬁo—n e

A megfigyelések fliggetlensége miatt a N megfigyelés egyiittes stirliségfiiggvénye az egyedi
megfigyelések stirtiségfliggvényeinek szorzata. (19) aktualis alakja:

f(zlHo) =

_(zxg—a)?
”‘1f< H) _TTe % >
VA e n
A= 7w = |[=——=2n (21)
f(Zleo) _Z% <
=0 o 202 Mo
illetve az n. log-likelihood arany:
N-1 N-1 N-1 Hq
(zx — a)? z2  a Na? >
ln/l(z)=/1(z)=—2—2+ —k2=—2 Zy — 5 lnn—y (22)
207 o;  OF 205 <
k=0 k=0 k=0 Ho
Atrendezve:
N-1 Hq
1 > 02 a
— — = 2
szk<Nalnn+2 (23)
k=0 HO

A teszthez tehat a megfigyelések atlagat kell képezniink, €s 6sszevetniink egy kiiszobértékkel.
A ,,dont6késziilék” blokkvazlatat a 8. abra mutatja be.

N- — van jel
, _z _ Klszob
‘ N - detektor
k=0 — nincs jel
a N o, 71
8. abra. A dontékésziilék blokkvazlata
Megjegyzések:
Hy
1. Han =1, akkor Inn =0, tehat =YLz z%, azaz a dontési kiiszob a konstans jelszint
Hy

fele. Ez példaul fennall, ha P, = P; = 0.5, Cyy = Cy41 €s Cip = Cpy.

2. Han < 1, akkor Inn < 0, amivel a dontési kiiszob a konstans jelszint fele ala csokken. Ez
példaul fenndll, ha Py < P;, Cyg = €11 €s Cip = Cpq. llyenkor a konstans eléforduldsa
gyakoribb, a kiisz6b lecsokken, ellenkezd esetben nd.

3. Figyeljik meg, hogy a (23) Osszefliggésben milyen hatdsi a zaj variancidja, az egylittes
megfigyelések szdma és maga konstans jel szintje.

2. Példa: Valtoz6 amplitidoju jel detektalasa zajos csatornan keresztiil: jelen van-e a jel a
megfigyelésekben vagy nincsen? Tegyiik fel, hogy a megﬁgyelesek fiiggetlen, Gauss
eloszlasu valosziniiségi valtozok nulla varhaté értékkel, és 0,2 varianciaval. A Hy, hipotézis az,
hogy a megfigyelés z, = ny, azaz a jel nincsen jelen, csak a zaj aktudlis mintajat kapjuk. A
H; hipotézis az, hogy a megfigyelés z, = a; + n,, azaz a jel jelen van, a jel és a zaj aktualis
mintdjanak Osszegét figyeltik meg. k = 0,1,...,N — 1, azaz Osszesen N mintat figyeliink

13
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meg egyszerre. A dontés soran az egyiittes feltételes stirtiségfiiggvényeket fogjuk hasznalni.
Egyetlen megfigyelés esetén a feltételes stirtiségfliggvények:
2

1 _Z_k2 _(Zk—f;k)z (24)
e 20n,f(z|H,) = e 2om
V2mo, flali) \2mno,

A megfigyelések fliggetlensége miatt a N megfigyelés egyiittes stirliségfliiggvénye az egyedi
megfigyelések stirliségfliggvényeinek szorzata. (19) aktualis alakja:

f(z|Ho) =

(zg—ap)?
T ) _T1e % S
1= s =1 |2 25)
k=07 VKU hao o5
illetve a log-likelihood arany:
N-1 (i —a )2 N-1 2 1 N-1 1 N-1 H
ln/l(z)=/1(z)=—z k zk + k2:_2 zkak——zzai>lnr)=y (26)
20 205 o} 20, <
k=0 k=0 k=0 k=0  Hp
Atrendezve:
N-1 Hy N-1
1 > O}% 1 5
— — — 27
Nza"z"<Nlnn+2N T 27
k=0 Ho k=0

A teszthez tehat a megfigyelések — a jel mintdival — sulyozott atlagat kell képezniink, és
Osszevetniink egy kiiszobértékkel. A ,,dont6késziilék” blokkvazlatat a 9. abra mutatja be.

N — van jel

-1
1 | Kiszéb
% %\ z() " detektor
k=0 — nincs jel
o Tt

a N o, 71

=|

9. abra. Dontés illesztett sziirdvel
Megjegyzések:
1. Vegylik észre, hogy a (27) 0sszefiiggésbdl (23) egyszerlien szarmaztathatd, ha a jel mintai
rendre egyformak.
2. A (27) osszefliggés szerinti jel-stlyozast (a jelhez) ,,illesztett” sziirdnek nevezzik.

3. példa: Véletlen amplitadoju jel detektalasa zajos csatornan keresztiil: jelen van-e a jel a
megfigyelésekben vagy nincsen? Tegyiik fel, hogy a jel és a zaj egyarant idében diszkrét,
staciondrius sztochasztikus fehér zaj folyamatok, Gauss eloszlassal, nulla varhato értékkel, és
o2, ill. o2 varianciaval. A H, hipotézis az, hogy a megfigyelés z, = ny, azaz a jel nincsen
jelen, csak a zaj aktualis mintajat kapjuk. A H; hipotézis az, hogy a megfigyelés z, = a; +
ng, azaz a jel jelen van, a jel és a zaj aktualis mintdjanak Osszegét figyeltik meg. k =
0,1,...,N — 1, azaz 6sszesen N mintat figyeliink meg egyszerre. A dontés sordn az egyiittes
feltételes stiriségfliggvényeket fogjuk hasznalni. Egyetlen megfigyelés esetén a feltételes
stirliségfliggvények:

e L 28

on - 5, 2(o4toy

\/Effne ,f(z|Hy) mme (28)

f(zlHy) =

14
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A megfigyelések fliggetlensége miatt a N megfigyelés egyiittes stiriségfiiggvénye az egyedi
megfigyelések stirliségfliggvényeinek szorzata. (19) aktualis alakja:

k| n,

N—l[

N-1
1) = [Fad) T2 2(”“”") >0 (29)
L lr@iny ~ 1 1 {,/703 v J| ps
illetve a log-likelihood arany:
N-1 N-1
N o2 z2 z2
InA(z) ==ln——— K + ko _

2 0%+ 0} T 2(02 + 0?) o 207
e o (30)
Ua

=—Zz,§+—ln " >lnn=y
202(02 + 02) T 2 o2+ Gﬁlf
= 0

Atrendezve:

N-1 2
lz 5 > 202 (02 + O'n) aa + o lln 31)
N L, %k < o2 oz TN

k=0 0
A teszthez tehat a megfigyelések négyzetének az atlagat kell képezniink, és 6sszevetniink egy
kiiszobértékkel. A ,, dontékésziilék” blokkvazlatat a 10. abra mutatja be.

Megjegyzések:
Hy
1. Han =1, és o2 = o2, akkor% N_3z? ZZU,% In2.
Ho
H1
2. (31) alternativ alakja: —ZN S zf ZO'n (1 + )[ In(1 +—) +—lnn] amelyben a
Ho

varianciak aranyanak hatasat elemezhetjiik.

3. A 11. abra a dontési tartomanyok elhelyezkedését mutatja. Lathato, hogy elhelyezkedésiik
szimmetrikus, mert az eredmény nem fligg a megfigyelt érték eldjelétol.

2 N
, w z | Kszob
« e " detektor
rtr

g, N o, 1

— van jel

2 |

— nincs jel

10. abra. Dontés a jelenergia fliggvényében

N-1 N-1

f(z|Hy)

11. abra. A dontési tartomanyok

15



Méréselmélet: 2. A dontéselmélet alapjai

4. Példa: Bayes dontés diszkrét valosziniiségekkel: Targyfelvétel eldontése az elsd eléadason
szerzett benyomasok (érdekes vagy unalmas) alapjan. Definialjuk az eléadasok harom
csoportjat: jo, kozepes, rossz. A hallgato eldzetes tapasztalatai alapjan azt tudja, hogy

P(j6) = 0.2, P(kozepes) = 0.4 és P(rossz) = 0.4.
Ezek az un. apriori valdszintiségek. Ismeri tovabba, hogy az eléadasokrol szerzett

benyomasok (érdekes vagy unalmas) hogyan fliggenek 0ssze az egyes eléadas csoportokkal.
Ezek a csatornakarakterisztikanak megfelel6 feltételes valoszintiségek:

P(érdekes|jo) = 0.8, P(érdekes|kbzepes) = 0.5, P(érdekes|rossz) = 0.1
P(unalmas|jé) = 0.2, P(unalmas|k6zepes) = 0.5, P(unalmas|rossz) = 0.9

A koltségek/kockazatok mérészamai legyenek a kovetkezok:

Cfelvessziikljé =0, Cfelvessziiklkézepes =5, Cfelvesszfjklrossz =10

Crem vessziik fel |jo = 20, Cpem vessziik fel |kozepes = 5, Crem vessziik fel |rossz = 0

A hallgatonak a jo dontéshez minimalizalnia kell a feltételes kockazatot/koltséget. (A feltétel
az els6 eldadason szerzett tapasztalat.) A kockazati/koltség fliggvények:

R(felvesszik|érdekes), R(felvessziik|unalmas)
R(nem_vesszik_fel|érdekes), R(nem_vessziik_fel|lunalmas)

Ezek koziil az elsot kifejtve
R(felvesszuk|érdekes) = CfewesszdeéP(jo'lérdekes) +
|+Cfelvessziik|ko'zepesP(kézepes|érdekes) + CfelvessziiklrosszP(Tosszlérdekes)

Az itt szerepld feltételes valosziniiségek az un. a posteriori valoszintiségek a Bayes tétel
segitségével szamithatok:

P(érdekes|jo)P(jo)
P(érdekes)

P(j6 |érdekes) =

P(¢érdekes|kizepes)P(kizepes)
P(érdekes)

P(kézepes |érdekes) =

P(érdekes|rossz)P(rossz)
P(érdekes)

P(rossz |érdekes) =

Ezekben a szamlalo tényez6i ismertek, egyediil P(érdekes) szamitando a teljes valosziniiség
tétele felhasznalasaval:

P(érdekes) = P(érdekes|jo)P(jo) +
+P(érdekes|kozepes)P (kozepes) + P(érdekes|rossz)P(rossz) =
=08%x024+05%04+01%04=04
Ezzel:

P(unalmas) = 0.6, P(jé|érdekes) = 0.4,
P(kozepes|érdekes) = 0.5, P(rossz|érdekes) = 0.1

Ha a hallgatdo az elsd eldadds utan azt tapasztalja, hogy az el6adéds érdekes, akkor a
R(felvessziik|érdekes), és a R(nemvessziik fel|lérdekes) kockazatokat/koltségeket
fogja osszevetni.

R(felvessziik|érdekes) = 0+ 0.4+ 5% 0.5+ 10 * 0.1 = 3.5,
R(nem vessziik fel|érdekes) = 20 x 0.4 +5+ 0.5+ 0% 0.1 = 10.5,

a hallgato tehat fel fogja venni a targyat. Hatarozzak meg a kockazati/koltség értékeket arra az
esetre is, amikor az elsé eléadassal kapcsolatos tapasztalat az, hogy unalmas!
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3. A becsléselmélet alapjai

A cél az a paraméter(vektor) @ becsldjének meghatarozasa a 12. abran lathato elzetesen
ismert (és az azokbol szarmaztatott) stiriségfliiggvények ismeretében.
Becslések

Valdsag Megfigyelések

f(@@la)

12. abra. Becsl6 szarmaztatasa

A tovabbiak kovethetdsége érdekében érdemes felidézni: (1) a stirliségfliggvény fogalmat és
viszonyat a mérési sorozatokkal, (2) a feltételes siiriségfliggvény fogalmat (pl. a csatorna
karakterisztika jellemzésére), és (3) a varhato érték fogalmat, valamint kiszamitasat a
striségfliiggvényre alapozva. A becslés jellemzésére ¢€s josdganak mértékére szolgdlo
jellemzok (illusztracioként lasd 13. abra):

|E@la) a a
13. abra. Strtaségfliggvény jellemzok
1. Feltételes varhatoérték:

E{ala} = ", af(ala)da (32)
2. Feltételes kovariancia matrix:
cov(@, ala} = E{(@— E(@la))(@— E(ala)’|a} (33)
3. Feltételes torzitas:
b(a) = E{ala} — a (34)

4. Atlagos négyzetes hiba (Mean Square Error (MSE)) matrix:

E{(@— a)(@a—a)"|a} = cov{a,dala} + b(a)b” (a) (35)
Ha ismert az f(a) valosziniiség-siiriiségfliggvény, akkor definialhato:
5. Feltétel nélkiili varhato érték:

E(a) = E{E{ala}} (36)
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6. Feltétel nélkili kovariancia matrix:

cov{a, a} = E{cov{a, dla}} (37)
3.1. Bayes becslok

Ebben az esetben az ismeretlen (mérendd) paramétert valdszinliségi valtozoként modellezziik,
¢s feltételezziik, hogy ismert a megfigyelt (egyszeriiség kedvéért skalar) paraméter
stirliségfiiggvénye: f(a), és a csatorna karakterisztikdja: f(z|la). Az ismert
stirtiségfliggvények fliggvényekre alapozva, a Bayes szabaly felhasznalasaval eléallithatd az
f(alz) un. a posteriori strliségfliggvény:

 fda)f @
flals) = L5 (38)
ahol
f() = f f(@)f (zla)da. (39)

=«
fla) [
-

| > a

14. abra. Feltételes és feltétel nélkiili stiriségfliggvény

A 14. abra azt mutatja, hogy amennyiben a megfigyelések tartalmaznak a paraméterre
vonatkoz6 informaciot, az a posteriori stirtiségfiiggvény a konkrét paraméter-értékek egy
sziitkebb kornyezetére terjed ki. Az a posteriori stirtiségfiiggvény segitségével hatarozzuk meg
az ismeretlen paraméter (vektor) lehetd legjobb becsldjét. Ehhez értelmeziink a ,,legjobb”
fogalmat alkalmas koltségfiiggvényeken keresztiil:

R(a,q) = E{C(a,a)} = f i f " C(a ) f (@, 2)dadz, (40)

ahol felhasznaljuk, hogy f(a,z) = f(alz)f(z). A tovabbiakban (40) minimumat Bayes
koltségnek nevezziik:

Rp = mainR(d, a) = m{%nE{C(&, a)}. (41)

Itt €(@,a) az Gn. kritériumfliggvény, vagy hibafliggvény, vagy illesztési fiiggvény. Ennek
széles korben hasznalt valtozatait a 15. abra mutatja be.

I. Négyzetes kritérium (vektor paraméter megengedett):
m
C@a) =) @ -y =@-a’@-a @)
i=1
Il. Abszolut kritérium (vektor paraméter megengedett):
m
@ =) la-al (43
i=1
I1l. Maximum a posteriori kritérium (vektor paraméter megengedett):
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A
~ ~_ [0 ha ld; —a;| <= Vi—re
C(@a) = {1 egyébkeént 2 (44)
Négyzetes Abszolut Maxirrx,lm a posteriori
\TJ T Nl Iy

| > d—a | > a—a » a—a
15. abra. Gyakran hasznalt kritériumfliggvények
3.1.1. Minimalis atlagos négyzetes hibaju becslés
R@a) =E{@-a)'(@-a)}=
= 217 @-a) @-a)f(al)dalf(2)dz = [, g(@)f (2)dz

Itt g(a) =ff°oo(a—a)T(&—a)f(alz)da, és csak ez fligg a-tol, ezért elég ennek a
minimumat keresni:

(45)

a=a,. =0 (46)

o (~ . _—
~| @-or@-wrani

Mivel %(& —a)T(@—a) =2(a—a), tovibba a (46) kifejezésben @ az integraljel elé
kiemelhet6, valamint a stiriségfiiggvény integralja 1, ezért

ays = fooaf(alz)da, (47)
azaz ezzel a kritériumfliggvénnyel a legjobb becslés az a posteriori varhatd érték. Vektor
paraméterre altalanosithato.

3.1.2. Minimalis atlagos abszolut hibaja becslés
Skalar esetre bemutatva:
R(4,a) = E{la —al} =

- o;[ | i(a - a)fGalzyda - | (@~ wf(aldalfyz = | Zg(d)f(z)dz (48)
Itt is elég g(@) minimumat megkeresni:
% U._i(fi —a)f(alz)da — j:(c'i — a)f(a|z)dal G = fiyps = 0. (49)
Ebb6l
[2455 f(al )da = [ _f(al Z)da, (50)
vagyis
dups = f(alz) medidnja. (51)

Vektor paraméterre altalanosithato.
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3.1.3. Maximum a posteriori (MAP) becslés

P

9@ = [ *f(al2)da + [} af(al 2)da = 1 - [ 7 f(alz)da. (52)

Ha A Kkicsi, de 4 # 0, akkor az optimum az a posteriori striségfliggvény maximumhelye,
mivel az (52) 6sszefliggés ekkor veszi fel a legkisebb értékét.

Apap = f(alz) maximumhelye. (53)
Megjegyzések:

1. A Bayes becslések mindig az a posteriori stirtiségfliiggvények alapjan torténnek.

2. Vektor paraméterre altalanosithatok.

3. Az MS becslés linearis abban az alabbi értelemben:
Hab = Aa + c, akkor BMS = A&MS + C, tovabba E{a + blZ} = E{alZ} + E{blZ} = aMS +
bys.

3.1.4. Bayes becslo Gauss eloszlasok esetén

Tegylik fel, hogy a keresett a paraméter ¢s a megfigyelési zaj Gauss eloszlastiak. Mostantol a
jelolések formai megjelenésével ismét hangstlyozzuk, hogy a paraméter lehet vektor, és a
kiértékeléseknél tobb megfigyelést vesziink egyidejiileg figyelembe. Adott E{a} = u,,
cov{a,a} = X,,, E{n} =0, cov{n,n} = X,,,. Ha “minden” Gauss eloszlast, akkor az a
posteriori stirtiségfliggvény momentumai explicit formaban megadhatok. Tegyiik fel, hogy az
additiv zajjal terhelt megfigyelés az alabbi 6sszefiiggéssel irhato le:

z=Ua+n, (54)

ahol dima =p,dimz = q,dimU = q *p. Az U az Gn. megfigyelési matrix. Az explicit
forma az a posteriori varhato értékre:
ays = Haz = lig + [UTZE%U + zt—lé]—luTz';rll(z —Ung)

apriori ismeret korrekcio z—Up, figgvényében

(55)

Megjegyzés:
Qs = Qs = Ay ap, Mert az a Gauss a posteriori sirtiségfliggvény szimmetrikus.

1. Példa: Mérendd egy ellenallas értékét ugy, hogy ismert aram altal ejtett fesziiltséget
mériink. N megfigyelést végziink. “U =IR +n”. A megfigyelt értékek: z, = a + ny,
k=0,1,..,N — 1, a az ismeretlen paraméter (ellenallas), n; az additiv zaj mintaja. Tegyiik
fel, hogy az ellendllas (a gyartasi sorozat egy eleme), és a megfigyelési zaj egyarant Gauss
eloszlast valosziniiségi valtozoknak tekinthetdok. A zaj megfigyelési értékei korrelalatlanok.
Tegyiik fel, hogy ismert u, és o2, a zaj varhato értéke p, = 0, cov{nk,nj} = 0,0y, ahol

lhak=j .
Orj = {O hak # Vektoros alakban: z=Ua+n, z' =|zy2,..,2y_1), N’ =
[no,nl, ...,nN_]_], U= [1 1 - 1]T| 2-:nn = O-‘r%I
) N o1 _ (1~ N
Ays = Uajz = Ha T+ [Gn+a—g] G—%;Zk—_z#a =
o2 56
Uq T J% k= OZk (56)
= Ug N Z Zyg — .ua) - 2
1 + N 1+ N4
n
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Megjegyzések:

1. Az (55) kifejezés alapjan a becslés tigy interpretdlhatd, mint egy predikcios-korrekcios
formula, amelynek els6 tagja az a priori ismeret alapjan egy joslds: mekkora lehet a
paraméter az eldzetes ismeretek alapjan, amit a tobbletinformacié (mérési eredmények)
birtokdban egy korrekcids tag egészit ki. Ez utobbi a mért értékek atlaga és a paraméter

2
varhaté értéke kiilonbségével aranyos. Az aranyossagi tényezd N % értékének
n

fliggvényében nulla és egy kt')zt')tti érték. Ha o, << 0, akkor ays = p,, ha o, >>
o,vagy N — oo, akkor dy,s = ZN

2. A becslési hiba varianciaja: az a posteriori kovariancia:
T y—1 —17-1 ~ og
covia, alz} = Laalz = [U" 250U + 2o, = var{a} = g2 (57)

1+N=5%

Tl

2
aholda =d—a. AzN Z_j% értékének fiiggvényében o2 és %aﬁ kozotti érték. Ha o, << oy,
akkor var{d} = o2, ha o, >> o,vagy N — oo, akkor var{ad} = %aﬁ.

3. A becslés feltételesen torzitott:

Uq +_2 k=0 Zk _
A o Ug — Q
b(a) = E{aysla} —a=E L 52 —qg=—"" p (58)
1+ N2 1+N%
Un O-Tl

2. Példa: Mérendd egy ismert jel ismeretlen amplitidoja. z, = aspy + ng, k = 0,1,... ,N —
1. Az ismeretlen a amplitﬁd() ¢s ny, Gauss eloszlasu, ismert varhat6 értékkel €és variancidval.
E{a} = g, var{a} = 02, E{n,} = 0, cov{n,, n]} 058, cov{a,n;} = 0 Vi -re, Vj -re.

Most hasznaljuk a maximum a posteriori (MAP) becslés technikéjat!

9s(alz) = 0, illetve (38) felhasznalasaval
9a la=ayap
dlnf (zIa) dlnf (a)
da da o 0 (59)
a=amap
(a-pa)® 1 oN-1 2
1 - 1 ——5Xk=0 (ZK—ask) .
Most f(a) = Tl © 296, f(zla) = (zmz)%e 20f “R=OTKTTET T amibsl  az (59)
Osszefiliggés felhasznalasaval
0lnf(a)_ a— g (')lnf(zla)_lNz_:1 ( ) (60)
da a2 '’ da o2 i S ke = ASk)-

A két egyenletet egymassal 0sszeadva, és behelyettesitve az (59) dsszefliggésbe:

N-
1 a—Ug

E _ _ = 61
52 2 « (zx — asy) p 0 (61)

amib0l
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al N-1

a _

Uq +sz=o SkZg
n

Apap = 02 N1 (62)
g oN—
1+ o2 &k=0 Sk
n

Megjegyzések:

1. A MAP becslés alkalmazasaval megsporoltuk az (55) matrix-6sszefliggés hasznalatat a
becslo értékének meghatarozasakor.

2. A becslési hiba variancidja:

o3

var{da} = 7 (63)
1+ 52 Zik=0 Sk
n

3. Ha s,=1, Yk, akkor megkapjuk az el6z6 példa eredményét.
4. Itt is azonosithatd a dontéselméleti rész 2. feladataban emlitett ,,illesztett” szro.

5. Természetesen Ay ap = Apys-

3.2. Maximum Likelihood (ML) becslo

Ennél a becsldnél az a kiinduldsunk, hogy nem ismerjiik a mérendd mennyiség a priori
valoszintiségstriiség fliggvényét. Ilyenkor azt feltételezziik, hogy ez a fliggvény ,,szélesen
elteriil6”, és ebbdl adoddan az a posteriori striiségfliggvény megegyezik a csatorna-
karakterisztikaval. Az optimalis becsldt a csatorna-karakterisztika maximumahoz rendeljiik:

dof (zla) - dlInf (zla)

T ) = 0,ill. T ) =0 (64)
a=amy a=amiy,

Megjegyzés: A 16. abran lathato viszonyokat a (38) Osszefliggés ,,szemszogébdl” célszerli

elemezni: az a posteriori striiségfliggvényt megado Gsszefliggés szamlaldja az abran lathatod

két fliggvény szorzata. A szorzat maximumhelye lathatoan a (64) Osszefliggésbol kiindulva

szamithato.

| Gyap =

16. abra. Maximumhelyek egybeesése

3.2.1. Gauss-Markov (GM) becsl6

A maximum likelihood becsld specidlis esete, amikor a megfigyelési zaj Gauss eloszlast, a
megfigyelési egyenlet pedig linearis. N dimenzidos megfigyeléseket végziink, n az N
dimenzios zaj-vektor:

1 _lnTz'—ln
E{n} = 0; COU{n, n} = Enn, f(’n) = ﬁe 2 nn (65)
(2m)Z|Zy 2

ahol | Z,,,| a 2, matrix determinansat jeloli.
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A megfigyelési egyenlet: z = Ua + n, amellyel a csatorna karakterisztika

f(zla) = —Nl - o3 E-VO Zi(-Ua) (66)
(2m)Z| 2,12
melynek szélséérték helye a
dlnf (zla) 0
— = —[(z-Ua)"E;}(z— U —0 7
7 aa[(z a) 2o (z —Ua)] o (67)
Osszefliggés alapjan hatarozhaté meg. (67) alapjan: UT X, Ua — UT X}z = 0, amibdl
agy = [UTZ53U] 71U 257z, (68)

ha [UTZ; U]~ 1étezik.

Megjegyzések:

(1) A (68) 0Osszefiiggés a Bayes esetbdl (lasd (55)) Zzi =0 (a ,szords végtelen”)
helyettesitéssel szarmaztathato.

(2) A Gauss-Markov becslé torzitatlan.

Példa: A z,=a+n,, k=01,..,N—1, figgetlen megfigyelések. E{n,} = 0;
cov{ny, n;} = 028y;. A csatorna karakterisztika:
Flala) = — L o oA (69
—_— N n )
(2mo})2z

amelynek maximumhelyénél kapjuk az a paraméter Gauss-Markov becsldjét:

dilnf (z|la) N |1 Nz_:l _ 0 (70)
da o o’ |N Ze =@ =0
a=amrL=aecm k=0
ahonnan

N-1

R R 1

v = Agm = ﬁz Zk, (71)
k=0

azaz linearis megfigyelési egyenlet és Gauss eloszlasu csatorna zaj esetén a legjobb (Gauss-
Markov) becsld az egyszerti atlagolas.

3.3. BecslOok determinisztikus modellel jellemzett paraméterek esetén

A tovabbiakban a mérendd paramétert determinisztikus mennyiségnek tételezziik fel. A
becslési probléma a kovetkezd: adott z = {z, },k = 0,1, ..., N — 1, azaz N mért érték, amelyek
az ismeretlen a paraméter fliggvényei. Hatarozzuk meg az a becsléjét a = g(zg, zy, ..., Zy_1),
ahol g egy fiiggvény. Az els6 Iépés a ,csatorna-karakterisztika” meghatarozasa, azaz a
megfigyelt adatok valoszinliség slirliségfiiggvényének megtaldldsa az a paraméter
fliggvényében, amit f(z; a) jelol. Mivel a csatornat valosziniiségi modellel irjuk le, ezért a
csatorna kimenete, és az abbol szarmaztatott mennyiségek, ennélfogva maga a becslés is,
valoszinliségi valtozok lesznek.
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Példa: Additiv, Gauss eloszlast fehér zajjal terhelt DC szint mérése egyetlen mért adatra
alapozva: z, = a + wy, ahol a w, valosziniiség stirliségfliggvénye N (0,02). Ebben az
esetben a ,,csatorna-karakterisztika”, azaz a z, strtiségfliggvénye:

f(Zo; a) =

1 1
N d WAl (72)

Példa: Additiv, Gauss eloszlast fehér zajjal terhelt linedris sorozat mérése mérési sorozatra
alapozva: z, = A+ Bk +w,, k=0,1,..,N — 1, ahol a w;, korrelalatlan minden mintaval,
és valosziniiség stirtiségfliggvénye NV (0,02). Legyen a = [A B], z = [z, z4, ..., Zy_1]. Ebben
az esetben a ,,csatorna-karakterisztika”, azaz z stirliségfliggvénye:

-1
1

fzza)=| | f(zr;a) = —— [ (zx — A — Bk)?

Z,a l:l Zg, a (27-[0- sz

(73)
3.3.1. Becslések mindsitése
Tekintslink egy A szintli DC mérést korrelalatlan zajban:
Zr=A+w,,k=01,..,N—1. (74)

Tekintsiik a kovetkezé becsloket: A, = %Z’,ﬁ;& z,, A, =z, Tegyiik fel, hogy A =1,

A, =095, A, = 0.98. Melyik becslés jobb? Mivel a becslé valdsziniiségi véaltozo, ezért
viselkedése/mindsitése a valoszinlis€ég strliségtiiggvényével adhatd meg, ill. statisztikai
eszkozokkel, példaul Monte-Carlo szimulacioval.

Torzitatlan becslé: Az a becsld, amelyik varhato értékben a helyes értéket adja: E(a — @) =
0, ami a paraméter egy értéktartomanyara teljesiil (a; < a < a,). Hatarozzuk meg a két
becsld, A, és A, varhaté értékét:

N-— N-1
E(Ay) = Z Ez) —Nz E(A+w) =2 ) (4+0) =4
k=0 k=0

(75)
E(A;)=E(z)) =E(A+wy)=A+0=A4
Mindkét becsld torzitatlan. Melyik jobb? Ehhez szamitsuk ki a becslok variancidjat!
var(4,) = var[—z z Z var(z) = iNcrz _Z
1 k NZ k N2 N (76)

var(4;) = var(z,) = 0% > var(4,)
Megjegyzés: Ha tobb torzitatlan becslénk van ugyanarra a paraméterre vonatkozoan, és ezek

egymastol fliggetlen adathalmazokbol szarmaznak, példaul @, @, ..., @y—1, akkor jobb becsld
nyerhetd ezek atlagolasaval:

N

Z =a (77)

Ha a becsléknek azonos a variancidja, akkor:

2 |
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N-1
. 1 . 1 ~ var(@y)
var(d) = Nz Z var(d,) = vaar(ak) = Tk (78)
k=0

N novelésével a variancia csokken, ha N — oo,d — a. Ha a becslés torzitott, akkor ez nem all
eld, fiiggetleniil attol, hogy hany becslot atlagolunk.

3.3.2. A minimalis variancia kritériuma

A becslés leglogikusabb kritériuma az atlagos négyzetes hiba (Mean Square Error, MSE/mse),
azaz a becsld és a mérendod kiilonbsége négyzetének varhato értéke:

mse(@) = E[(@ — a)?] (79)

Sajnos ez a megkozelités nem mikodoképes, mert a becsld fligg az ismeretlen a paramétertol.
Ami ehhez kozel all, az a becsld variancidja, amit bevezethetiink az mse kifejezésébe:

mse(d) = E{[a — E[a] + E[a] — a]?} = E{[a — E[a] + b(a)]?}. (80)
Itt b(a) = E[a] — a a becsl§ torzitasat® (bias) jeldli. Tovabb alakitva:

mse(d) = E{[a — E(@)]?} + 2b(a)E[a — E(@)] + b?*(a) = var(d) + b%*(a). (81)

Ebbdl lathato, hogy torzitatlan becslés esetén az mse minimalizalasaval ekvivalens a becsld
variancidjanak minimalizalasa.

3.3.3. Minimalis varianciaju, torzitatlan becslok

A fentiek alapjan kézenfekvé torekvés olyan eljarasok kidolgozasa, amelyek nem torzitanak,
azaz b(a) =0, tovabba variancidjuk a lehetd legkisebb. Keressiik tehat a minimalis
varianciaja, torzitatlan becsléket. (Minimum Variance Unbiased Estimator, MVVU Estimator)

Altalanos esetben nem mondhatd el, hogy MVU becsl létezik. Lehet, hogy nincsen
torzitatlan becslé vagy a torzitatlan becslok egyike sem (mindeniitt) minimalis varianciaji.
Nem ismert olyan eljaras, amely mindig MVU becslore vezet. Mit tehetiink?

1. Meghatarozzuk az elvileg elérhet6 legkisebb varianciat megadd, Gn. Cramer-Rao also
korlatot (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB), és ellendrizziik, hogy a becslénk variancidja
ennek megfelel-e.

2. Korlatozzuk magunkat linearis torzitatlan becslokre, mert ezek varianciaja el tudja érni ezt
az also korlatot.

2 A torzitas (distortion) a mért jel alakjanak vagy egyéb jellemzGjének nemkivant valtozdsa. Additiv zajt vagy
egyéb kils6 jel hatasat nem tekintjik torzitdsnak. Ha mért jel kifejezhets egy y(t) =f(x(t)) bemenet-
kimenet reldcidval, és az f( ) fuggvény f~1( ) inverze létezik, akkor akdr a bemenetet, akar a kimenetet
ezzel torzitva a torzitds megszlintethet6/kompenzalhatd. Ha az inverz nem létezik, akkor a megszlintetés nem
lehetséges. Ha bemenet-kimenet relacid approximalhatd példaul rendszeridentifikaciés maddszerrel, akkor a
torzitas egy kozelitd eliminadlasa/kompenzaldsa lehetséges.

A zavards (disturbance) a mért jel alakjanak vagy egyéb jellemzGjének nem kivant perturbaciodja. Tipikusan az
additiv zajt és egyéb nem identifikdlt vagy nem identifikalhato kiilsé jelet tekintiink zavarasnak. A zavaras nem
szlintethet6 meg/nem kompenzadlhaté csak csokkenthets. (Identifikdlhaté kils6 jel hatdsa persze
kompenzalhatd, ilyen példaul az aktiv zajcsokkentés.)

Azokat a modszereket, amelyek a elkeriilhetetlen mddon egyidejlileg jelenlevd torzitasok és zavardsok ellen
azzal az igénnyel |épnek fel, hogy a mérdrendszer kimenetén a mérendé jel optimalis rekonstrukcidjat érjék el,
inverz algoritmusoknak nevezzik.
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Méréselmélet: 3. A becsléselmélet alapjai

Cramer-Rao also korlat (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB, skalar paraméter esete)

Bérmely torzitatlan becsld esetében a becslés varianciajara als6 korlatot ad:
var(d) = CRLB(a) (82)

A CRLB a fiiggvénye. Megmondja mi az elérhetd legkisebb variancia. Ha egy becsldvel
elérjiikk ezt a varianciat, akkor a becsl6t hatasosnak nevezziik. Maga a CRLB elvezethet az
MVU becslohoz. A CRLB-re vonatkozo allitas:

Tételezziik fel, hogy a mérési adatok valoszinliség strliségfliggvényére teljesiill minden a
esetében:

E [M = (83)

da

Ez az Un. regularitasi feltétel, amihez az integralas és a derivalas felcserélhetdsége kotodik.
Képezve ugyanis a varhato értéket, majd az integralast és a derivalast felcserélve:

£ lalnf(z a)l f alnf(Z a)f(z; a)dz = aa—ajoo f(z;a)dz = aa_al =0 69

Ha tehat (83) fennall, akkor barmely torzitatlan becslére igaz (bizonyitas késébb), hogy:

5 <62lnf(z; a)>l_ (85)

a) >
var(ad) > Py

Egy olyan torzitatlan becsld, amelyik eléri a Cramer-Rao als6 korlatot akkor és csak akkor
talalhato, ha:
dlnf(z;a)

e ! (a)(g(2) —a) (86)

struktaraja, ahol g(z) és I(a) alkalmas fiiggvények. llyenkor a becsld @ = g(z), és a

variancia minimum m

1. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérése egyetlen mért adatra
alapozva: z, = A + wy, ahol a w,, valosziniiség stirtiségfiiggvénye N (0, 02).

1 1
. = — _ 2
Flaoid) = s exp |~ 53 (20 = A) @)
1
Inf(zy; A) = —Iny/2mo? — 557 (zy — A)? (88)
Ezekre alapozva:

dlnf(z5;4) 1 0%Inf(zy;A) 1
I [, - - 89
oA g7l%0— 4l = A2 72 (89

Mindezek alapjan:
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Méréselmélet: 3. A becsléselmélet alapjai

N 1
var(4) = a2, 1(A) = Pt A = g(zy) = z,. (90)
(90) alapjan lathato, hogy az MVU becsld maga az egyetlen mérés, a becslés varianciaja
pedig a mérdcsatornaban fellépd additiv zaj variancidjaval egyezik. Varianciat csokkenteni a
mérések szamanak novelésével tudunk. A kovetkezd példaban N mérést végziink.

2. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérése mérési sorozatra
alapozva: z, = A+w, k=0,1,..,N—1, ahol a w; korreldlatlan minden mintaval, és
valésziniiségsiiriiség fiiggvénye NV (0,02).

N-—
1 1
f(z;A) = exp [—— 7, — A)? (91)
( 27w (Vzro?)" 2 Z
dinf(z;4) @ <
ny\z, _91_ 2 ] o _ 2 —
i " 34 l [(2na )2 ZkZO(Zk A)
N-1 N-1 (92)
1 N (1
=3 (Zk—A)=p<ﬁ Zk_A>
k=0 k=0
Mindezek alapjan:
e N ) =
var(4) = - 1(4) = R A=g(2) = N L %k (93)
k=0

(93) alapjan lathatd, hogy az MVU becsl6 a mért értékek atlaga, a becslés varianciaja pedig a
mérdcsatorndban fellépd additiv zaj variancidjanak N-ed része.

3. Példa: Ismeretlen variancia variancidjanak als6 korlatja:

zy = A+ w, k=0,1,..,N —1; {w,} Gauss eloszlasu, fehér zaj, ismeretlen o2 varianciaval.
N N 1
Inf(z;02%) = —ianE —ilnaz —ﬁkzo(zk — A)? (94)

Elvégezve a derivalasokat a2 szerint:

d%inf(z; 02) N (Zk — A)? No? N
2y — _ = — =
1(2) = E[ TEY Els 3~ st—s =55 (%)
Ezzel a variancia becsl6 varianciajanak also korlatja:
— 20*
var(o?) = % (96)

Megjegyzés: Erdemes megvizsgalni, hogy adhaté-e MVU becslé a varianciara. Ennek
feltétele, hogy (94) els6 derivaltja felirhat6 legyen a (86) 0sszefliggés szerinti alakban.
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Méréselmélet: 3. A becsléselmélet alapjai

4. Példa: Ismeretlen a jelparaméter varianciajanak als6 korlatja. A megfigyelt értékek egy a-
tol fliggd jel zajos mintai:

x, = s(k;a) + wy = si(a) + wy, k=0,1,...,N —1; {w,,} Gauss eloszlast, fehér zaj ismert
02 varianciaval.

1 — 2
—2—22¥=<)1(xk—5k(a))
e “9w

fza) = (97)
(2mo3)2
Az els6 derivalt:
olnf(z;a) 1 = ds(a)
—aa = ; (xk — Sk (a)) da (98)
W k=0
A masodik derivalt:
0%inf(z; a) 1 = sk (a) ask (a)
S (xk - 5(@)) (99)
Képezve a varhat6 értéket:
B 0%Inf(z; a) 95, ()]
I(a)——E[ o~ ] GWZ[ (100)
Ezzel a becsiilt paraméter variancidjanak als6 korlatja:
2
A > w
var(@) = —_ [asn(a) 2 (101)
n=0 aa

5. Példa: Fiiggvénykapcsolattal szarmaztatott a = g(a) paraméter variancidjanak also
korlatja:

Mivel torzitatlan becslében gondolkodunk: E(&) = a = g(a) = [ @f(z; a)dz. A regularitasi
feltétel kovetkeztében:

dg(a)

of (z; al ;
f& f@a =f&Mf(z; @)dz = (102)
a da da
Ugyancsak a regularitési feltétel miatt:
ol ; 0
[@ -0 P LED g, 002 = 222, (109)
da da
mert
dlnf(z; a) B dlnf(z; a) B
f (ITf(Z, a)dz =aF [T = (104)

A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség hasznalataval:
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Méréselmélet: 3. A becsléselmélet alapjai

[ f W(z)u(z)h(z)dz]z < f w2 (2)dz f w(Dh2(2) dz,

ahol most

dlnf(z; a)

w(z) = f(z;a); u(z) =a—a; h(z) = da

A (103) osszefliggést Osszevetve a (106) helyettesitésekkel, (105) felhasznalasaval:

[ag(a)] f(A W f( a)dzf

alnf(z a)] @)z,

amibol:
var(@) z - {[azm;gz; @) 2}'
ahol:

dlnf(z; a) 2 3 0%Inf (z; a)
e[ |- o)

A (109) 6sszefiiggés helyességének bizonyitasa a regularitasi feltételbol kiindulva:

g [6ln];€‘2; a)] _ f aln](;;Zi 2 f(z;a)dz = 0,

majd képezve ennek az a paraméter szerinti derivaltjat:

J‘alnf(z a) @)z = f [azlnf(z a) sa) 4 dlnf(z;a) 0f (z; a)
da da

. 2

amibdl (109) kovetkezik.

da

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

6. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint (A4) teljesitményének (A42)
,mérése” a DC szint mérésére alapozva. A teljesitménymérés varianciajanak alsé korlatja N

minta figyelembevételével (lasd (93)):

2
@) = var(®) = [a%ga) _(24)*  4A%0?
var\a) = var = {[alnf(z a) } ﬁz = N
o
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Méréselmélet: 3. A becsléselmélet alapjai

Mig a DC szint hatdsos becsléje a mintak egyszer(i atlaga (lasd (93)), vajon A? hatdsos
becsldje-e A2? A valasz nemleges. Raadasul egy ilyen becslé nem is torzitatlan, ugyanis
mivel A~N(4,0%/N)3, a var(A) kifejezésébdl kiindulva: E{A?} = E2(4) + var(4) =
A2+ A

N

Vizsgaljuk meg A? variancigjat! Mivel var(A4?) = E(A*) — E?(4?), és a Gauss eloszlasu
valoszinliségi valtozok momentumai explicit formaban ismertek:

. o? a2\’
B(A%) = 4° + 642+ 3 <W> | (113

ezért

. R . 0_2 0_2 2 0_2 2
var(A2) = E(4*) — B2(4%) = 4% + 642 % + 3 (w) B (Az + w) -
114
44%6%  25% (114)
= +—2>CRLB
N N

(114) alapjan lathat6, hogy a javasolt becsld nem lesz hatasos, legfeljebb aszimptotikusan
hatdsos, amit N — oo esetén valositunk meg. Ezzel egyidejiileg a javasolt becsld
aszimptotikusan torzitatlan lesz.

Cramer-Rao also korlat (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB, vektor-paraméter esete)

Tételezziik fel, hogy a mérési (vektor)adatok valdszintiség stiriségfiiggvényére teljesiil a
regularitasi feltétel minden a esetében:

g lalnf(z; a)

| =0 (115)

Ekkor barmely torzitatlan becslére igaz, hogy a becslé kovariancia matrixanak és az un.
Fisher informacios matrix inverzének a kiilonbsége pozitiv szemidefinit:

Ca—TI"(a)=0 (116)
A Fisher informacids matrix elemei:
d%Inf(z; a)
(a) = —E | —L2 72 117

Egy olyan torzitatlan becsld, amelyik eléri a Cramer-Rao also korlatot akkor és csak akkor
talalhato, ha:

dlnf(z; a)

g~ @) -a) (118)

struktaraju. Ilyenkor a becsld @ = g(z), és a kovariancia minimum I-*(a).

3Egy Gauss eloszlasu valészindségi valtozé NV (1, 02) momentumai explicit formaban megadhatdk:
E(a) = p, E(a®) = u?> + 02, E(a®) = u® + 3uc?, E(a*) = u* + 6u%0? + 304, ...
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Méréselmélet: 3. A becsléselmélet alapjai

7. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint és szordsanak mérése mérési
sorozatra alapozva: zy, =A+w,, k=0,1,..,N—1, ahol a w, korrelalatlan minden
mintaval, és valdsziniiségsiirliség fiiggvénye: N (0,02). Most a =[4 ¢2]7. A slriiség
fliggvény logaritmusa:
N N-
inf (7 @) = - In2m - —lno _ Z _ A2 (119)

k=0

Ebbdl a Fisher informacios matrix:

[Ozlnf(Z' a) 0%inf(z; a)] N

— 0
| 042 04dc2 | _|o
"="Flomfa) oinfa|~ |, i (120)
0AD0? 322 | 20"
Ez a matrix diagonalis, igy konnyen invertalhatd, amibdl:
o
var(/i) 0 {ﬁ 0 ]|
Ci= A | 4 |, (121)
0 var(a?) 0 20
10—

8. Példa: Ha a = g(a) a becsiilendd mennyiség, és az @ kovarianciaja I™1(a), akkor

NN
] ( A ) , (122)
Jda
ahol a fliggvénykapcsolat paraméter szerinti derivaltjat sorvektorként értelmezziik. Ha példaul

az el6z6 példdhoz kapcsoloddan az a = g(a) = A%/0? jellzaj viszony becslése
varianciajanak also hatarat keressiik, akkor

dog(a) 0%inf(z; a)
caz< da >[_E[ P

ag_m)_[ag(a) ag(a)] [ ] (123)

Jda do?

amit a (122) osszefliggésbe helyettesitve, (120) és (121) felhasznalasaval

[0.2 0 2A
24 AW 1| o2 4A2 24*  4a +2a?
> _A - . 124
var(@) = | — 04] | 20¢l| 42| Nz NG T T N (124)
10 il

Megjegyzés: Az elézdekben bemutatott példak kozos jellemzdje, hogy determinisztikus
paraméter, és ismert valoszinliségsiirliség fliggvényll csatorna-karakterisztika feltételezésével
a becslés variancidjanak elvi minimumat kapjuk meg. Azt, hogy ezt milyen mérési eljaras
alkalmazasa esetén érjiik el, ill. 1étezik-e, ismert-e ilyen eljaras, az sok esetben nyitott kérdés.

A tovabbiakban korlatozzuk magunkat arra az esetre, amikor a megfigyelési modell linearis.
Latni fogjuk, hogy ilyenkor hatdsos becslokhdz jutunk, azaz minden esetben elérjiik a becslés
variancidjara meghatarozhato also korlatot (CRLB).
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Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt linearis modellek esete:

z=Ua+w (125)
ahol
z N =1 dimenzids megfigyelési vektor
U N=x+M dimenzids, ismert megfigyelési matrix
a Mx1 dimenzids, becsiilendé paramétervektor
w N =x1 dimenzids zaj vektor, amelynek valoszinliség stirliségfiiggvénye N (0, o21).

A (125) 0Osszefliggés interpretalhatd ugy, hogy a megfigyelési vektor minden eleme az
ismeretlen paraméterek linearis kombinaciojaként all eld, amit additiv zaj terhel. Ahhoz, hogy
M paramétert becsiilni tudjunk legalabb ugyanennyi megfigyelést/mérést kell elvégezniink,
azaz N > M, rdadasul a zaj hatasanak csokkentése érdekében tipikusan N > M vagy N > M.

Ebben az esetben a CRLB és az ezt a korlatot elér6 MVU becsl6 kiszamithato:
1. 1épés: Inf(z; a) szamitasa;
2 .
2. lépés: Az I(a) = —E [Z2LED

da?
kovariancia métrixanak kiszamitasa: C5 = I"*(a).

] Fisher informdacids matrix és annak ismeretében az d

3. 1épés: A g(z) MVU becslé meghatarozasa a kovetkezd szorzat alakbol:

dinf(z; a)
D 1 @)lg@) - al. (126)
Jda
Ezek a lépések a fenti modell esetében:
1. lépés:
N1
Inf(z;a) = —In (\/Znoz) - ﬁ(z —Ua)"(z—-Ua) (127)
2. lépés:
dlnf(z, a) 10 . - - R -
= _ — — = - 128
a Zazaa[z z—2z"Ua+ a"U"Ua] aZ[U z—U"Ua] (128)

Amib6l a Fisher informacios matrix:

0%Inf(z; a) 1
—5gz | =zU'U  CGa=I@)=oUTuITt (129

I(a) = —EI

3. Iépés: A g(z) MVU becslé meghatarozasa a kovetkezd szorzat alakbol:

dinf(z;a) _u'u
~a I(a)[g(z) —a] =

= [(UTU) Uz — a]. (130)

Ezzel a becslés eredménye (maga a becsld és kovariancidja):

a=g(2)=U"0)'U"z C,=1"(a) =c2(UTU) L (131)
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Vagyis additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt linedris modellek esetében:

- Az MVU becslé: @ = (UTU) U z. A becsld hatasos és eléri a CLRB korlatot;

- A becsld torzitatlan, mert: E(@) = (UTU)"*UTE(Ua + w) = a;

- A becslo statisztikai viselkedése teljes mértékben specifikalt, mert @ a Gauss eloszlasu z
vektornak linearis transzformaltja:

a~N(a,c2(UTU)™Y). (132)

Az alabbiakban ezen modellcsalad szerinti becsléseket illusztralo példak kovetkeznek. A
becsldt és kovariancia matrixat a (131) 0sszefliggés segitségével szamithatjuk ki.

1. Példa: Legyen az illesztendd modell a diszkrét n iddindex polinomja:
Xn = Qg + an + aznz + -+ aM_lTlM_l + Wn (133)

ahol w,, az additiv megfigyelési zaj n-edik idépillanatbeli értéke. Matrixos alakban:

Xo [1 (1) (1) (1) 1 ag Wo
X | 1 ay wy
z=| "0 |[=11 2 4 2 [l 7 [+ 7 [=Ua+w,
Y I I R | A B (134)
e O R ¢ D ¢ A Lo L
a=[UTU] Uz, a~N(a,o?2(UTU)™Y)
2. Példa: Legyen az illesztendé modell az id6ben diszkrét Fourier sorfejtés:
M M
2mkn ~ 2mkn
Xp = z ay cos + Z b sin + w, (135)
N N
k=1 k=1
Megjegyzés: most DC komponenst nem illesztiink. Matrixos alakban:
1 0 ey
2k . 2mk a,
xo e COST e e SlnT Ry E WO
zZ= xl =1... COS% sinﬂ (ZI:I + W1 =Ua+w
xyoa] s I ; b, | lwyes (136)
21 o 2m :
COSW(N -1 - e smW(N -1) Ip,,]
a=[UTU] Uz, a~N(a,c?2(UTU)™Y)
Mivel most (UTU)™! = %1, ezért
Nan cos—kn by, = Nansm—kn (137)

Megjegyzés: A kovariancia matrix, mivel a zaj Gauss eloszlasu és fehér:
Ca = o?[UTU]™! = 2521

A becslok Gauss eloszlast valosziniiségi valtozok, és miutdn a kovariancia matrixuk diagonal
matrix, ezért egymastol fliggetlenek.

33



Méréselmélet: 3. A becsléselmélet alapjai

3. Példa: A mozg6 atlagolo (FIR sziird) arra az esetre, amikor a gerjesztés belépd fliggvény,
tehat x,, = 0, han < 0:

M-1
Yn = z Ay Xp_i + Wy (138)
k=0
Matrixos alakban:
Yo [ *o 0 0 ] Qo Wo
V1 | X1 X0 0 | a wy
zZ = . | X X1 Xo 0 | + =Ua
| : : 0 (139)
YN-1 l J ap-1 Wy_1
XN-1 xN 2 XN-3 ° XN-M

=[UTU]"'U"z, a~N(ac*(UTU)™)
4. Példa: Mozgo-atlag (Moving Average: MA) paraméterek becslése: Az {y,}, n =
0,1,..,N — 1, diszkrét értéksorozat (,kimendjel”’) elemei egy csiisz6 ablakon keresztiil
lathato {x,,} diszkrét értékek (,,bemendjel”) linearis kombinacidjaként allnak eld:
M-1

Yn = Z A Xp— + W (140)
k=0

Keresettek az {a,} stlyozo egyiitthatok. Ebben a példaban feltételezziik, hogy a bemendjel
nem belépd, ezért a csuszo ablakon keresztiil ,,negativ indexi” mintak is latszanak. A
paraméterek hatdsos becslését a @ = [UTU]~1UT z 6sszefliggés adja.

Erdemes megvizsgalni, hogy mi az informaciotartalma az [UT U]~ 'matrixnak, illetve az U”z
vektornak. Ehhez irjuk fel az UT Umatrixot diadikus szorzatok dsszegként:

xo xl “en xN 1 o xl_M N—l
x_ X - X N
e N2 DM =y XD =
n=0
X1-m X2-m - XN-M XN-2 XN-M (141)
141
2
N—1| Xn XnXn-1 o XpXn-m41 |
2
= | Xn—1%Xn Xn-1 e xn—lxn—M+1|
n=0 l 2 J
Xn-M+1Xn  Xn-M+1%¥n-1 - Xn-M+1
A (141) 6sszefliggésben X1 = [Xn  Xp-1 = Xp-m+1]

Figyeljik meg, hogy (141) egy olyan matrix, amelynek elemei (alkalmas normalassal
kiegészitve) az {x, } diszkrét értéksorozat autokorrelacié értékeit becsiilik:

N-—
. 1
Ryx(k —p) = NZ Xn—kXn-p k,p =01,...,M—1. (142)

Hasonloképpen felirva az UT z vektort:

xTLZTL
Xn- 1Zn

MZ

(143)

Xn- P+1Zn
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(143) egy olyan vektor, amelynek elemei (alkalmas normalassal kiegészitve) az {x,,} és {z,,}
diszkrét értéksorozatok keresztkorrelacio értékeit becsiilik:

N-1
. 1
R, (k) = N XniZn k = 01,..,M—1. (144)

o

Jelolie R,, a (142) Osszefiiggés szerinti elemekb6l allo matrixot, R,, pedig a (144)
Osszefliggés szerinti elemekbdl allo vektort:

~

a= ﬁ;%sz (145)

Megjegyzések:

1. A (145) Osszefuggés természetesen mindossze egy formalis atirds a példa szerinti
viszonyok esetére, de a késObbiekben latni fogjuk ennek létjogosultsagat.

2. Valos ideju kiértékelés igénye esetén a (138) és (140) Osszefiiggések helyett az y, =
Y agXn_j format haszndljuk, mert a szdmitdsok elvégzéséhez egy iitemnyi id6
mindenképpen sziikséges.

5. Példa: Linearis modell ismert s jelkomponens esetén: z=Ua+s+w. z' =z—s

bevezetésével: @ = [UTU] U7 (z — s). Fehér zaj esetén: C4 = a2[UTU] L.

Az alabbi modellben A egy ismeretlen konstans, r pedig egy ismert konstans:

Xpn=A+1"+w, (146)
Matrixos formaban:
X0 1 1 Wo
X w.
zZ = 1 = 1 A+ ‘I" + 1 ,
XN-1 1 rN-1 Wn-1 (147)
0'
Z dx, — ™), var{d} = -
ha a zaj Gauss, ¢€s fehér.
6. Példa: Linearis modell szines Gauss zaj esetén:
z=Ua+w, w~N(0,0), (148)

azaz szines zaj esetén a zaj kovariancia matrixa nem lesz diagondlis matrix. Az un. fehéritési
eljarast alkalmazzuk: mivel C pozitiv definit, ezért létezik olyan invertdlhaté D matrix,
amellyel:

C'=D"D. (149)
Ezzel a D matrixszal megszorozva a megfigyelési zaj vektorat:

E[(DW)(DW)T] = E[DwwTDT] = DCDT = DD~ (DT)"'DT = I (150)
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vagyis a zaj kifehéredik, és egységnyi variancidju lesz. Ha megfigyelési egyenlet egészét
transzformaljuk a D matrixszal, akkor:

zZ =Dz=DUa+Dw=Ua+w, w=Dw~N(0,I). (151)

Ezzel a problémat visszavezettiik a fehér zaj esetére:

a=[UTU'] W'z = [UTDTDU]"'UTD Dz = [UT C-U]"1UTC 'z,

Ca = [UTC_IU]_I. (152)

3.3.4. A legjobb linearis torzitatlan becslo (Best Linear Unbiased Estimator, BLUE):
- Az MVU becslé nem mindig 1étezik vagy lehetetlenség megtalalni.

- Az adatok valosziniiség stirliségfliggvénye nem ismert.

Az ebben a szakaszban bemutatott BLUE becslé egy szuboptimalis becsld, amelyik:

- az adatok linearis fliggvénye: a=Hz,

- csak torzitatlan lehet: E(@) = HE(z) = a;

- minimalizalja a becsld variancidjat;

- csak az adatok atlagara és varianciajara van sziikség (a striiségfliggvényre nincsen),
kovetkezésképpen a becslo stirliségfiiggvénye altalaban nem szamithato ki.

A BLUE meghatarozasa (skalar esetben):
Az, k=0,1,..,N—1 adatokhoz az

N-1
G = z hezi = h'z (153)
k=0

linedris becslot rendeljiik, ahol h = {hy, hq, ..., hy_1}7.

A becslotol elvarjuk a torzitatlansagot:

N-1
E(a) = hE(z,) = a (154)
; kE(Z

Minimalizaljuk a varianciat:
var(a) = E{(a - E@)"} = E{(n"z - W"E())"} =

(155)
=FE{hT[z—-E(2)][z—E(z)]"h} = R Ch.

1. Példa: Ismert jel amplitaddjanak detektalasa zajban: z, = asy + wy.

A lineéris becslé: @ = Y.8-2 hy z;, = h"z. Ez torzitatlan: E(a) = h"E(z) = h"sa = a, ahol
ehhez h”s = 1 kell legyen, és s = {s(, Sy, ..., Sy—1}" . A minimalizalasi feladat tehat:

hT Ch minimalizasisa h”s = 1 feltétel betartdsa mellett. Ehhez a Lagrange multiplikatoros
technikat hasznaljuk. Keressiik a kovetkezd kifejezés szélsdértékét:

J=h"Ch+ A(hTs — 1) (156)
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% = 2Ch +2s=0,ebbl h=—2C"s, ezzel

hi’s=1= —&sTC‘ls _2 = _ (157)
2 ’ 2 sTcts
amit visszahelyettesitve h kifejezésébe:
Cls
= Ty (158)
és végiil @ = hTz felhasznalasaval az optimalis megoldas:
. sTCc'z . 1
a=Gcig var(a) = s (159)

A BLUE meghatarozasa (vektoros esetben):

z=Ua+w, ahol w nulla varhato értéki zaj, melynek kovariancia matrixa C,
stirtiségfliggvénye tetszbleges, akkor az a paraméter BLUE becsléje és a becslés kovariancia
matrixa:

a=UTcU)UTC 'z, €, = (UTCU)! (160)

Megjegyzés: Ha a zaj Gauss eloszlasu, akkor a BLUE egy MVU becsl6.

2. Példa: DC szint zajban: z, = A + wy, ahol wy, stiriségfliiggvényét nem ismerjiik, csak a
variancigjat: var(wy) = 2, U = [1,1, ...,1]7, a = A. A kovariancia matrix:

_i 0
o5 0 0 ] SO
2 2 0
c=i° o 0 |=> c1={Y 3 (161)
l o o o2 | : :
Nt 0 0 g
N-1
Ezzel a BLUE becslo:
N-1 1 —“1N-1
Z
a=UTCU) Tz = ( —2> = (162)
Ok Ok
k=0 k=0
¢és a minimalis kovariancia:
N-1 1 -1
C;= (UTC') ' = — (163)
=0 %k

3.3.5. Maximum Likelihood (ML) becsl6k

Mindenképpen problémat jelent, hogy MVU becslok esetlegesen Iéteznek vagy nem
talalhatok meg. A BLUE becsld linearis modellekre szoritkozik. A Maximum Likelihood
(ML) becslok determinisztikus modellel leirt paraméterek esetén is hasznalhatok, és
kovetkezd tulajdonsagaik vannak:
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- mindig hasznéalhatok, ha a valoszintiségsiiriség fiiggvény (csatornakarakterisztika) ismert;
- nagy adatméret esetén optimalisak (aszimptotikusan hatasosak, elérik a CRLB értéket);
- szamitastechnikailag komplexek, numerikus modszerek hasznalatat igénylik.

Likelihood fiiggvény: az f(z; a) siirliségfliggvény, ahol a valtozo (nem paraméter)

Az ML becslé: a azon értéke, amelyhez a likelihood fliggvény maximuma tartozik.

Eljarasa: képezziik a Inf(z; a) log-likelihood fliggvényt, és derivaljuk a szerint, majd ezt
nullaval egyenlévé téve megoldjuk a-ra. Eredményiil az @,,;, becslot kapjuk.

1. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérése ismeretlen zaj
variancia mellett: z, =A+Wn Tegyiik fel hogy A>0 és o2 =A. A valdszinliség

stirliségfliggvény: f(z; A) = 5 exp [ N (zy — A)Z].
(2mA)2

A likelihood fliggvény természetes alapi logaritmusanak derivaltjat képezve: % =

—%+ = YNz, — A) +—Z a(z, — A)?. Mi lesz a CRLB? Létezik MVU becslé? Az

242
ML becslét a derivalt egyenld nulla feltételbol kapjuk: Ay, = —2 + |=¥NZ3z2 4.

2. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérése ismert zaj variancia

mellett: z, = A + w,,. A siirliségfliiggvény: f(z; A) = —wexp [ - ZZ oz, — A)? ] Az
(2mo2)2
ML becslét a derivalt egyenld nulla feltételbél kapjuk: aleA) Z oz, — A) = 0.

1
Innen: A, =~ X0 Zn-

Megjegyzés: Az eredmény ugyanaz, mint a Gauss-Markov becslésnél, ami az ML becslés
specialis esete sztochasztikus paraméterek esetén.

3.3.6. Legkisebb négyzetes hibaju (LS) becslok

Nincs eldzetes ismeretiink sem a mérendd paraméterrdl, sem a csatorna karakterisztikarol (a
zajrol). Minden megfigyelést a kovetkezOképpen képzeliink el:

z, = sp(@) + ey, (164)

ahol e;, a mérési és a modellezési hiba. A cél az LS koltség minimalizalasa:

N-1
J@ =) (2 - se@)” (165)
k=0

Ennél a médszernél nem kell valosziniiségi feltételezés csak egy determinisztikus jelmodell.

Ha a megfigyelési egyenlet linedris: z = Ua + e, akkor explicit megoldas adhato.
Feltételezziik, hogy az a paraméter a értéket vesz fel, és felallitjuk a megfigyelés modelljét:
Ud. A megfigyelést ezzel dsszevetve keressiik @ legjobb beallitasat négyzetes hibafliggvény
feltételezésével:

J(aa)=(z-Ua)"(z—Ua)=2"z—z"Ua—a"U"z+a"U"Ua =

=zl'z-2a'U'z+a"U"Ua (166)

melynek szélséértékét (minimumat) keressiik:
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dJ(a, a)

04 la=ays

= 2UTz+2U0TU@=0 (167)

A (167) 6sszefliggésbol:

aLS = [UTU]_lUTZ (168)

A minimalis LS koltség a (168) 0sszefliggés (166) dsszefliggésbe helyettesitésével:

J(a,ds) = z"(z - Ua) (169)

Megjegyzések:

1. A derivalt helyességét egyszertien leellendrizhetjiik, ha a (166) O0sszefliggésben kijelolt

matrix-, ill. vektor-szorzasokat kifejtjiik, és azt kovetéen a derivalast komponensenként
veégezziik el.

. Altalanositott/stilyozott négyzetes kritériumot is hasznalhatunk, ha bevezetiink egy Q
négyzetes stlyoz6 matrixot, amivel:

J(a,@) = (z— Ua)TQ(z — Ua), d,5 = [UTQU]"*UTQz. (170)

. Ha Q = X3}, akkor a (68) osszefliggés szerinti Gauss-Markov becslét kapjuk, tehat a GM
becsld egy stulyozott legkisebb négyzetes hibaju becsld, ahol a stilyozast a megfigyelési zaj
kovariancia matrixanak inverze adja.

. A megfigyelés modelljének illesztése elvezet a modellillesztés altalanos feladatdhoz. Ennek
egyik legegyszeriibb esete a regresszios feladat, amikor egy fliggvényhez annak “fliggetlen
valtozo-fiiggvény érték” parjaira alapozva egy kozelitd fliggvényt alkotunk meg tipikusan
ugy, hogy fliggvény strukturajat elére rogzitjilk, és azon beliil valamilyen optimum-
kritérium felhasznalasaval allitjuk be a paramétereket. (Lasd példaul a linedris regresszid
modszerét.)

. Ezen a ponton formalisan befejezzilk a becsléselmélet alapjainak targyaldsat, de a
folytatas, mint latni fogjuk, rendre ,,mérésekr6l”, azaz jelenségek, ill. azok paramétereinek
¢s allapotainak megragadésarol szol, aminek konkrét eszkozei tipikusan becslési eljarasok
lesznek.
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4. Modellillesztés

A modellillesztés problémaja meglehetdsen szertedgazo. Célja a megismerendd kornyezet
tovabbi informdacidszerzést segitd leirdsa. A legkisebb négyzetes hibaju becslok esetén a
legjobb paraméterek meghatarozasaval valdéjaban modellt illesztettiink. A vizsgalt kornyezetet
a tovabbiakban a megadott modell-struktira és a hozzatartozd paraméterek segitségével
tudjuk jellemezni, tovabbi valtozésait becsiilni/kovetni. A modellillesztés egyik klasszikus
példéja a regresszid szamitas.

4.1. Regresszio-szamitas

Fliggo és fliggetlen valtozok kozotti kozvetlen, determinisztikus kapcsolat meghatarozasa, a
modellillesztés egy specidlis esete. A 17. abran lathato elrendezésben a modellezendd
y = g(u,w) figgvény kétfajta fliggetlen valtozoval rendelkezik: az egyiket u(n) jeldli,
amelyet ismeriink és ,kézben tudunk tartani”’, a masik, amelyiket w(n) jeloli, amely
ismeretlen, kézben nem tarthat6, tipikusan zajfolyamatnak elképzelt/modellezett folyamat.

w(n)
u(n
™ g(u,w) y(n)
v | Kritérium |
X 1“ "l fuggvény b
ijes) i A .
y(n) :
p Optimumkeresés i

17. abra. A regresszid-szamitas altalanos sémaja

2

Megjegyzés: A tovabbiakban az argumentumként vagy indexként megjelend kis ,n
tipikusan 1d6(1épés) index, €s iterativ eljarasok esetén sokszor egyidejlileg az iteracids lépést
is azonositja. Ennek megfeleléen a tovabbiakban u(n) = u,, ill. y(n) = y, egyenértékiiek.
Zajfolyamatok jelolésére a tovabbiakban — ezzel Osszhangban — a w(n) = w, jelolést
alkalmazzuk.

A modellezéshez egy altalunk kézben tartott, tipikusan paraméterek segitségével modosithato
(,,hangolhat6™) ¥ = g(u) fliggvényt hasznalunk. A cél egy olyan ,beallitds” elérése, amely
valamilyen értelemben optimalis. Tipikusan négyzetes kritériumot hasznalunk:

JO) =E{» -9 (171)

4.1.1. Regresszio-szamitas teljesen specifikalt statisztikai jellemzokkel

Ha ismerjiik u és y f(u,y) egyiittes valosziniliség slirliség fliggvényét, akkor a feladat Bayes
becslési probléma, melynek megoldasa az a posteriori varhato érték:

g = E{ylu} (172)

Az [u, §(u)] gorbe az y valtozd u-ra vonatkoztatott regresszios gorbéje. Ha a bemenet vektor,
akkor regresszios feliilet.
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4.1.2. Regresszio-szamitas részben specifikalt statisztikai jellemzdékkel

Nem ismerjiik az egyiittes eloszlast, csak véges szamu momentumat.

Linearis regresszio: A legegyszeriibb esetben az illesztendd fliggvény az

y=gw) =ay+a,u (173)

skalar lineédris fliggvény, melynek paraméterei ugy valasztandok meg, hogy J(§) =
E{(y — §(w))?} minimalis legyen. Minimalizaland6 a

J(ag,a1) = E{(y — ao — a,u)?} (174)

négyzetes kritériumfliggvény. Ennek derivaltjai a, és a, szerint:

TEo0) _ a(Ely) ~ ag ~ asETul) = 0
5 0 (175)
P00 - o(Eluy) — gk Tl - ay L) = 0
ahonnan
_E[w?]E[y]l —E[ulE[uy]  Eluy]— E[u]E[y] (176)
= TR — E2[u] Y T T E[w?] - E2[u]
Ehhez ismerni kell a kovetkez6 momentumokat:
Elul, E[y], E[uy], E[u?]. (177)

Polinomialis regresszio: A linedris regresszid feladatanak egyfajta altalanositasa. Ebben az
esetben az illesztett fliggvény:

N-1
9w = ) au, (178)
k=0

amelynek fontos tulajdonsadga, hogy paramétereiben linearis. A paramétereiben linearis
modelleket azért kedveljiik, mert négyzetes hibakritérium esetén a szélsoérték-keresés linearis
egyenletrendszer megoldasara vezet, mivel a négyzetes kifejezések paraméterek szerinti
derivalasa linedris Osszefliggést eredményez.

4.1.3. Linearis regresszio mérési adatok alapjan

A fentieket végig vihetjiik akkor is, ha nincsen eldzetes informacionk. Ilyenkor y, = ay +
au, +wy,, z = Ua + w, mint eddig.
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Yo 1 ug Wo
I ST I S TP L Wy
z= I [a1] + '
YN-1 1 uy_4 WN-1 (179)
) N N1 T
[UTU] — N ZN (iun UTz= Zn Oyn
n=0 un n=0 un n=0 unyn
1 oN— 1 opn— 1
[ao] _ 1 EZN=(} up - ;ZL(} Up W N=0 Yn (180)
Gl SoNpu-(Reziun) |-~ INZdu, 1 O ST
Megjegyzések:

1. Ebben az eredményben a (176) kifejezésben szerepld statisztikai jellemzOk becsldinek
OsszetevOit azonosithatjuk.

2. Ertelemszertien a polinomiélis regresszié is értelmezheté a legkisebb négyzetes becslés
keretei kozott.

4.1.4. Aregresszios séma altalanositasa

A 18. abran a modell-illesztést a regresszids sémat kovetdé modon mutatjuk be. Az
u bemenetre adott y valaszt szeretnénk valamilyen kritérium szerint (t6bbnyire négyzetes
értelemben) legjobban megkozeliteni a modell y valaszaval.

w(n)
u(n) i
Valésag y(n)
y__,| Kritérium |
~— 1 figgvény |
Modell H(n) i
pe Optimumkeresés |

18. abra. A modell-illesztés feladata

Erdekes 6sszevetni ezt a sémat a megfigyelé sémaval (lasd 2. abra). Ehhez rajzoljuk at a 19.
abra szerinti formara.

w(n)

1 4
Valésag —» If(.'_"ter',um -
y(n) uggvény | | /

u(n)

A 4

19. abra. A modell-illesztési feladat megfigyeloként abrazolva
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A nagyfoku hasonlosag egyértelmii: mindkét esetben modellillesztést végziink. A megfigyeld
séma esetén a paramétereket ismerjiik, €s az allapotokat becsiiljiik, mig a regresszios sémaban
a modelliink ,allapotat” kézben tartjuk, és a paramétereket keressiik. Mindkét séma
,parhuzamos” abban az értelemben, hogy a ,bemend jelet” illetben parhuzamosan
kapcsolodnak.

Megjegyzés: A modell-illesztési probléma megragadhato ,soros” formaban is, amikor
tulajdonképpen az un. inverz-modellt illesztjiik (1asd 20. abra), amikor a bemenetet az inverz-
modell altal becsiiljiik.
w(n)
,4
u(n) u(m) | kritérium

Valésag > InverzModell T | fiigave -
y(n) Z ) uggveny

P

20. abra. Inverz modell illesztése

Ennek a megkozelitésnek hatranya dinamikus rendszerek esetében a soros ,,kapcsolas” eredd
késleltetése, ezért az inverz-modellel ,,joslasra” kényszeriiliink, ami sok nehézséggel jar.

Adaptiv linearis kombinator

Az altalanositott regresszios séma kapcsan az egyik gyakran hasznalt modell-csaladot a 21.
abra mutatja be.

A 4

LI ORI o)

Optimumkeresés

21. abra. Az adaptiv linedris kombinator strukturaja

Ebben az wu(n) diszkrét értéksorozatbdl egy XT(n) = [xo(n) x1(n) ... xy_1 ()]
értéksorozatot allitunk eld eldszor, majd ezen értékek linedris kombindcidjaként allitjuk el az
y(n) értéket. Az optimumkeresés soran a WT(n) = [wo(n) wy(n) .. wy_(n)]

paraméterek legkedvezObb, minimalis négyzetes hibat eredményezd beallitdsara toreksziink.
Minimalizaljuk az

JWm) = E{[y(m) - X" (mWm]"[y(n) - X" (mWm]} =

181
= E{y"(my(m)} = 2W' (mEX()ym)} + W (MEX X" (n)}W (n). teh

Vezessik be a E{X(n)y(n)} =P, és a E{X(n)X"(n)} = R jelolést! Ezzel a szélséérték
keresés
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W) _
W —2P + 2RW(n) =0 (182)

amibdl az optimalis beallitas:
w* =Rlp (183)

A (183) osszefiiggés az tin. Wiener-Hopf egyenlet.

Megjegyzések:
1. A (183) 6sszefiiggést visszahelyettesitve a (181) kifejezésbe:

Jmin = EQy"(m)y(n)} = PTR™'P = E{y"(n)y(n)} — PTW* (184)
amivel
JW®)) = Jypin + W) = WHTRW ) — W*) = Jpuin + VI ()RV(n)  (185)

ahol V(n) = W(n) — W* az Gn. paraméterhiba vektora.

2. A (185) osszefiiggés egyértelmiien mutatja a négyzetes hiba alakulasat a paraméterek, ill. a
paraméterhiba fliggvényében. A viszonyok illusztralasara a 22. abra szolgal.

Hibafelilet

Paraméter ,,sik”

22. abra. A négyzetes hiba a paraméterek fliggvényében

A hibafeliilet tetszleges pontjaban a hiba csdkkenés fajlagos mértékét a feliilet
meredekségével (gradiensével) mérhetjiik:

_YWm) e _ B
V) = G 2R[W(n) — W*] = 2RV(n) = 2(RW(n) — P)  (186)

A (186) osszefiiggés kitiintetett szerepet kap az adaptiv eljarasoknal, ahol a hibafeliileten a
gradiens mentén ,,ereszkediink”.

Példa: Legyen X7(n) = [sin(2nn/N) sin(2m(n—1)/N)], azaz egy szinuszos
hullamforma két egymas utani mintaja. (Lasd 23. abra.)
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_________

(2T
> x,(n) = sin (Wn)

u(n) = xo(n) = sin (%Tn) :
i > x,(n) = sin <2Wn (n— 1))

23. abra. Az illesztett modell rogzitett része

A regresszios vektor €s a paraméter vektor ebben a példdban kétdimenzids. Itt most N azt
jeloli, hogy a szinuszos hullamforma egy periddusa hany mintabol all. A jel, amihez az
illesztést végezzik: y(n) = 2 cos(2nn/N). Hogyan valasszuk meg a

W' (n) = [wo(n) wi(n)] (187)

paramétereket ahhoz, hogy a kozelités négyzetes hibdja minimalis legyen? Az R ¢és a P
matrixok a szinuszos, ill. koszinuszos hulldimformak teljes (N > 2) periddusra torténd
atlagolasaval szarmaztathatok:

E{x¢(n)} = E{x}(n)} = E{sin?(2n/N)} = E{sin?(2nr(n — 1)/N)} = 0.5,
E{xo(n)x;(n)} = E{sin(2nn/N) sin(2r(n — 1)/N)} = 0.5 cos(zﬁn),

E{x,(n)y(n)} = E{2 sin(2nn/N) cos(2nn/N)} = 0, (188)
E{x;(n)y(n)} = E{2sin(2n(n — 1)/N) cos(2nn/N)} = —sin (ZWH) .
amivel:
0.5 0.5 cos (27‘[) 0
R= - N P=|_ . (2_n>l (189)
0.5 cos ( N ) 0.5 N
Képezve R inverzét:
2 [ = ]
1 0.5 —0.5cos |— /N
R = 5 sin? 2m 2m <N> w'=R"'P =| ran 72T/ ) i (190)
0.25 st (W) ~0:5cos (W) 05 175 sin( 27r/N)J

Ezzel a paraméter-beallitassal az illesztett modell kimenete:

sin(2nn/N) sin(2n(n —1)/N)

ym) =X"Tmw* = tan(2w/N) sin(2m/N)

= 2cos(2nn/N) (191)

Megjegyzések:

1. Mivel szinuszos mintak linearis kombinaciojaval hiba nélkil el6 lehet allitani koszinuszos
hulldimformék mintait, ezért a példa szerinti esetben J,,;, = 0, azaz a 22. abran a
paraboloid legals6 pontja érinti a paraméterek sikjat.

2. A példaban a (140) Osszefliggéssel adott mozgd atlagot szamitjuk ismert hulldimforma
mintdibdl, M = 2 esetet (azaz az ablak szélesség kettd) feltételezve. A teljes peridodusra
torténd atlagolas megfelel annak, hogy mozg6 éatlag paramétereinek becslésekor N — co.
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4.2. Ut az adaptiv eljarasokhoz
(183) és (186) alapjan: W* = R™1P, V(n) = 2(RW(n) — P). Ez utébbi mindkét oldalat
megszorozva az %R‘l matrixszal:

W* =W(n) — SRV (n). (192)

Feltételezve, hogy nincs tokéletes ismeretiink az R matrixrol, és ebbdl adoddan a gradiensrol,
(192) atirhato egy iterativ formara:

Wn+1) =Wmn) —~RWHn), (193)

N |-

illetve a konvergencia sebességet meghatarozo 0 < u < 1 ,,batorsagi” tényezé bevezetésével,
visszairva a ,,t0kéletes” R matrixot és gradienst

Wmn+1) =W(n)—uR 1V (n) (194)

Megjegyzések:

1.

2.

Ha pontosan ismerjiilk az R matrixot és gradienst, akkor yu = % egylépéses konvergenciat

biztosit tetsz6leges W(n) kezdépontbol.
Mivel V(n) = 2R[W(n) — W*], ezért ezt a (194) Gsszefiiggésbe behelyettesitve, és az
egyenlet mindkét oldalabol levonva W™ értékét:

Wh+1)—-W=0-20)(Wn) —W)=V(n+1)=(1-2u0)""1V(0), (195)
vagyis a kezdeti hiba exponencialis jelleggel csokken, ha u # % Ha 0 < u < 0.5, akkor

monoton csokkend hibaval, ellenkezd esetben pedig monoton csdkkend amplitadoja, de
lengd jelleghi hibaval kozelitjiikk meg.

A modell-illesztés gradiens modszereit a szerint kiilonboztetjiik meg, hogy a (194) szerinti
Osszefliggés (kozelitd) alkalmazasahoz milyen eldzetes ismeretek allnak rendelkezésiinkre.
Amennyiben az R és a P matrixok pontosan ismertek, akkor az adaptiv linearis kombinator
miikodését a (194) és (195) egyenletek irjak le.

4. A tovabbiakban sorra keriild vizsgalatok azt tarjak fel, hogy milyen lehetdségeink vannak

akkor, ha az R és P matrixokra vonatkozd el6zetes (a priori) ismereteink részlegesek,
esetleg teljes mértékben hidnyoznak, legfeljebb a folyamatban 1évé mérésekre alapozhatok.
Ez a gondolat végig jelen van a tovabbiakban, a megértéshez fontos, hogy ezt ne hagyjuk
figyelmen kiviil.

Figyeljiilk meg, hogy az R matrix ,,globalis” informaciot hordoz a hibafeliiletrdl, a V(n)
gradiens pedig az adott W(n) paraméterérték esetén a hibafeliilet ,lokalis” jellemzése.
Ezen lokélis ismeret alapjan ,ereszkediink” a hibafeliileten az Un. gradiens eljardsok
alkalmazasa esetén annak érdekében, hogy minél kozelebb keriiljiink az optimumot
(legkisebb négyzetes hibat) eredményezd paraméter beallitashoz.

4.2.1. Az R matrix vizsgalata

A (185) osszefiiggésbol jol lathatd modon az illesztésnél hasznalt négyzetes alaki, paraboloid
formaju, hibafeliilet az R matrixtol fiigg. Eloljaroban azt mutatjuk be, hogy milyen feltételek
esetén lehetséges az optimum-keresést gy megvalositani, ahogyan egy impedancia-mérd hid
esetében is szeretnénk: egyenként valtoztatjuk a valtoztathatdé paramétereket, mégpedig gy,
hogy mindig megkeressiik a lokalis minimumot, és ekdzben a hiba egyetlen 1épés soran sem
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nd. Ehhez egy olyan koordinatarendszerben torténd keresés tartozik, amelynek tengelyei a
paraboloid formaju hibafeliilet fotengelyeinek iranyaba mutatnak. Ezt a koordindtarendszert
az R matrix sajatvektorai jelolik ki, tehat a tovabbiakban fontos szerepet jatszik tehat az R
sajatérték/sajatvektor rendszere. Példaként a (189) szerinti esetben vizsgalddva:

0.5 0.5 cos%ﬂ (196)
R = 1
0.5 cos 2= 0.5
N
A det[AI — R] = 0 egyenlet gyokei adjak a sajatértékeket:
21 21
(1 —0.5)? — 0.25co0s? (W) =22 — 1+ 0.25sin? (W) =0 (197)
A keét gyok:
o =0.5+05 (2”) A =05-05 (2")
o =0. Scos|( o), A4 =0. S cos | (198)
A sajatvektorok az RQ, = 1,Q,, RQ, = 4,Q, egyenletekbdl szarmaztathatok.
0.5 0.5 (2”>_
. Scos|—
N /|14 AN
- [qg‘;] = (0.5 + cos (W)) qgﬂ = oo = Qo1 (199)
0.5cos (—) 0.5
: N
0.5 0.5 (2”>_
. S5cos|—
N /|[q10] _ _ 21\ 1410 _
. ) = 05— cos (P[] = g0 =~ (200)
0.5cos (—) 0.5
. N
A sajatvektorokat egységre normalva:
[V2] [ V2]
2| 0. =| 2| 201
QO_I\/EI’Q:L_I\/EI’ ( )
15| | 5 |
lasd 24. abra:
V2
Q1y 2 Qo
R
2 2

24. abra. A példa szerinti R matrix sajatvektorai
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A példa szerinti sajatvektorok tehat egymdasra merdleges, a koordindta rendszer tengelyeivel
45 fokos szoget bezard vektorok. Ezek adjak meg azokat az ereszkedési irdnyokat, amelyek
mentén torténd mozgas egyetlen paraméter valtoztatasaval lehetséges.

Altalaban
det(R _AI) = O = AO'AIF""AN—I' (R _ATII)QTI = 0, n= 0,1,...,N - 1. (202)

A sajatvektorokat matrixba rendezve:

R diagilo A - Ay_1) (203)

A

Qo Q1 QN—1]=[QO Q1 QN—1
Q Q

Ahonnan:
R = QAQ‘l, (204)

ami R Gn. normal forméja. Mivel az R definici6 szerint szimmetrikus matrix, ezért R = R”.
Fontos tulajdonség, hogy ilyenkor a sajatvektorok ortogonalisak: QT Q ; =0, ha Vi=#j,
egyébként QTQ; =¢; Vi. Ha QTQ; =1 Vi -re, akkor a sajatvektorok ortonormaltak, és
Q'Q=1azaz Q' = Q.

Az ortogonalitas bizonyitdsa: A definicio alapjan Q] R™ = 4,Q7, ill. RQ; = 1,Q;. Az elsd
egyenlet mindkét oldalat jobbrol szorozva @ -vel, a masodik egyenlet mindkét oldalat balrol
szorozva Q-vel: QTRTQ; =2,Q1Q;, ill. Q[RQ; =2,Q7Q,. Mivel R=R", ezért az
egyenletek baloldala egyenld, ezéltal 1;Q] Q; = 4;Q] Q;. Mivel 4; # ;, ezért az egyenl6ség
csak akkor allhat fenn, ha Q] Q; = 0.

Megjegyzések:

1. Mivel VT RV pozitiv szemidefinit, ezért R sajatértékei nem negativak.
2. Az R korrelacios matrix sajatvektorai a hibafeliilet fotengelyeit jelolik ki.

JW@) = Jmin + Wn) = WHTRW () = W) = [y + VT (WRV(n) =
= Jmin + VT (M)QAQ™V (1) = Jinin + [QTV()]"A[QTV ()] = (205)
= Jmin + VT (W) AV'(n)
ahol
V'(n) = Q"V(n). (206)
Ezzel (186) megfeleldje (itt V'(n) szerint derivalunk):

V(n) =24V'(n) = 2[Agvy Av; - Ay_1vy_q)” (207)

A viszonyokat a 25. abra illusztralja: a sajatvektorok matrixaval transzformalt paraméter-hiba
vektorok koordinatai a paraboloid fétengelyei mentén értelmezhetdk.
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v
vy L ,
leL 170
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Wo

\ 4

25. abra

A fotengelyek irdnydban mozogva az optimalizalas egyvaltozos optimalizalasok sorozataként
is végrehajthatd. Ezt mutatja be a kdvetkezo példa, amelyben az optimum megkdzelitését a
gradiens mentén torténd ereszkedéssel oldjuk meg:

Példa:
Egyvaltozos eset: w(n + 1) = w(n) + u(=Vn)), V(n) = 2A4(w(n) — w*), amivel

wn+1)—w*=(1-2u)(wn) —w"),

ill. r=1-2ul, v(n+1) =wn+1)—w* jeldléssel v(n+ 1) =rv(n) =r"*1v(0).
Ahhoz, hogy az eljaras konvergaljon |r| = |1 — 2uld| < 1 sziikséges. Ebbdl a sajatérték és a
batorsagi tényezd megkivant viszonyara a:

1
0<p<y (208)

Osszefliggést kapjuk. Ha 0 < pu <%, akkor tulcsillapitott, ha u =%, akkor kritikusan

csillapitott, ha % <u< %, akkor alulcsillapitott az iteracios eljaras.

Toébbvaltozés eset: V'(n + 1) = (I — 2uA)™* V' (0). Ahhoz, hogy az eljaras konvergaljon

0<pu< (209)

/1?’71 ax

szikkséges. Vegyilk észre, hogy ilyenkor N egyvaltozds esettel van dolgunk, ahol a
legmeredekebb ereszkedés azon tengely mentén torténik, amelyikhez a legnagyobb sajatérték
tartozik. Ha a sajatértékek nem ismertek, akkor a A4, < XNt A, = tr[A] = tr[R] alapjin

1

valasztassal élhetiink.

Megjegyzés: Ha ismernénk A -t, azaz lenne ,globalis” informacionk a hibafeliiletrl akkor
nyilvanvaldan a skalar u helyett u = %A_l matrixot alkalmazndnk, hiszen ezzel egylépéses

konvergenciat tudnank biztositani. Ehelyett a ,,lokélis” informaciora, a gradiensre alapozva,
annak irdnyaban igyeksziink a hibafeliilet minimumat elérni.

4.3. Iterativ modellillesztési modszerek

Az alabbiakban néhany klasszikus szélsdérték keresési eljarast foglalunk Gssze, amelyeket
négyzetes kritériumok, és paramétereiben linedris modellek esetén négyzetes hibafeliiletek
esetén eldszeretettel alkalmazunk. Ezek tekinthetd tanuld eljardsoknak is, mert minden
lépésben ,,informdlodnak™ az aktudlis viszonyokrdl, esetlinkben a hibafeliilet gradiensérdl, és
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annak fliggvényében 1épnek tovabb. Természetesen alkalmazhatunk masfajta modszereket is,
ahol példaul a W(n) értékeket véletlen modon vagy mas stratégiaval valasztjuk ki, és ezt
kovetden vizsgaljuk a hibat. Ha a korabbinal kisebb hibat kapunk, akkor a kivalasztott érték
lesz az 1) javaslat, ellenkezd esetben elvetjik azt (Monte-Carlo modszerek, genetikus
algoritmusok). Az ilyen modszerek azonban inkabb akkor meriilnek fel, ha (1) nem négyzetes
hibakritériumot hasznalunk, illetve, ha (2) a modelliink paramétereiben nemlinearis. Ezekben
a helyzetekben ugyanis a hibafeliilet nem paraboloid, lokalis minimumai lehetnek, amelyek
esetén a ,lokalis” informaciora épitd gradiens eljarasok konnyen leallhatnak a lokalis
minimumok valamelyikében.

4.3.1. Iterativ modellillesztés Newton modszerrel

Erre a Wiener-Hopf egyenletbdl kiindulva jutunk, a korabbiakban megismertiik, itt csak a
felsorolas teljessége érdekében szerepel. Feltételezziik, hogy ismerjiik az R és a P matrixot.
Ebbdl adéddan a mddszer inkabb csak elvi jelentdségli, mert a gyakorlatban nem elvarhat6
elozetes ismereteket tételez fel. Mégis ki kell emelni, mert iranyt mutat a kozelitd eljarasok
megtervezéséhez. Rendre két 6sszefliggést adunk meg. Az elsd a paraméter vektort adja meg
kovetkezd iteracios Iépésben, mig a mdasodik a paraméter-hiba alakuldsat a kiindulési
paraméter-hibabol.

Wn+1)=W(mn)—uR 1V (n
( ) (n) —u (n) (211)
Vin+1)=(1-2u)™V(0)
Jol lathatd, hogy u = 0.5 esetén egylépéses a konvergencia.

4.3.2. Iterativ modellillesztés a legmeredekebb lejt6 modszerével

Ez mar egy praktikus modszer, amelyik nem feltételezi az R és a P matrixok ismeretét, de azt
igen, hogy a gradienst ,,lokalis” informaciok alapjan meg tudjuk hatarozni:

_gWm) AWwm) o
V(n) = W) S awm) V(n) (212)

Ez praktikusan azt igényli, hogy az n-edik iteracios 1épéshez elvégziink egy olyan mérési
sorozatot, hogy W(n) kis megvaltozasa kiilonboz6é bemendjel-értékek mellett J(W(n))
mekkora megvaltozasat eredményezi, majd ezeket a megvaltozasokat atlagoljuk (amivel
kozelitjik a varhato-érték képzést), és ezzel V(n) egy (reményeink szerint igen jo) becslését
kapjuk.

Wnh+1)=Wmn)—uv(n)

, , (213)
Vin+1) = (I — 2ud)™1V'(0)

Megjegyzések:

1. A gradiens mentén torténd ereszkedés eredményét a fOtengely irdanyu koordinata-
rendszereben ,,latvanyosabban” tudjuk érzékeltetni.

2. A gradiens mentén torténd ereszkedés eredménye természetesen nem fligg attol, hogy
milyen vonatkoztatasi (koordinata) rendszert alkalmazunk.

4.3.3. Iterativ modellillesztés a pillanatnyi derivaltra alapozva (LMS mddszer)
(LMS: Least-Mean-Square). A hiba pillanatértékébdl indulunk ki:
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JWm) = [y(m) - X" mWm] [y(n) - X" (mWm)] =e’(me(m)  (214)
Ennek derivalasaval becsiiljiik a gradienst:

—~ aJw
V(n) = ]6(W—((:))) = =2X(M)y(n) + 2X(M)XT(n)W(n) = —2X(n)e(n) (215)

Amivel
Wn+1)=Wmn)+2uX(n)e(n). (216)

Ez egy nagyon széles korben hasznélt 6sszefliggés, kiilondsen nagyobb méretli paraméter-
vektorok esetén. A p batorsagi tényezd azonban nagy koriiltekintéssel, €s tipikusan kis értékre
valasztando, hiszen a (215) szerinti gradiens igencsak kozelitd: az aktualis y(n) és X(n)
fliggvénye, mikdzben a tényleges gradiens a (215) kifejezés varhato értéke. A kis batorsagi
tényezOvel egyiitt jar a sok (,,aprd”) iteracios 1épés, ami lehetéséget ad sok {y(n), X(n)} érték
,megismerésére”, és ezzel az elmaradt varhato érték képzés , kivaltasara”.

Megjegyzések:

1. A neurdlis halozatok térhoditasdnak kezdetén az LMS eljarast nagyon széles korben
hasznaltak nagyméretii adaptiv linearis kombinatorokat hasznald haldzatok tanitasara.

2. Altalanos tapasztalat, hogy ha eléggé kis u értékkel dolgozunk, akkor elég jol
megkozelithetjik az optimalis paraméter-vektort, nagyobb u esetén a megmarado
paraméter-hiba nagyobb lesz. Ennek az az oka, hogy ilyenkor a paraboloid legals6 pontja
kornyezetében ide-oda ugralunk a pillanatnyi derivalt szerint, és a nem eléggé kis u miatt
képtelenek vagyunk még lejjebb ereszkedni. Mindenképpen célszerii tehat a minimum
kornyezetében a u érték tovabbi csokkentése.

A paraméter-hiba kifejezését a (216) Osszefliggésbdl gy szarmaztatjuk, hogy mindkeét
oldalabol levonjuk W* értékét, ill. y(n) = XT (n)W* feltételezéssel/kdzelitéssel éliink. Ez
utobbival azt feltételezziik, hogy a modell ,,tokéletesen” illeszthetd.

Wh+1)—-W =Wn) — W+ 2uX(n)[XT(m)W* — XT(m)W(n)] =

= [I - 2pX(M)XT ()] [W(n) — W] (217)
amibdl:
Vin+1) = [1_[(1 — 2uX (DX ()IV(0) (218)

A (218) Gsszefiiggés arra mutat ra, hogy a paraméter-hiba csokkenéséhez hogyan jarul hozza
a u batorsagi tényezd és az X(n) un. regresszids vektor. Nyilvanvaldan a matrix szorzatnak
kontraktivnak, azaz a paraméter-hiba vektor hosszat csokkentd hatastinak kell lennie.
Célszert, ha ez a hatas minden 1épésben érvényesiil.

4.3.4. Iterativ modell-illesztés a -LMS modszerrel

A (216) 6sszefliggésben célszer( lehet az X(n) regresszios vektor normalasa, hiszen enélkiil a
paraméter vektor korrekcioja nagymértékben fligg a ,,jelszintt61”. (216), ill. (218) megfeleldje:
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Whn+1)=Wmn)+ X(m)e(n)

a
XT(m)X(n)
(219)

1 — - a . T 7+
V(n+1) = [L_O[(I R XOX VO

4.3.5. Iterativ modell-illesztés LMS-Newton modszerrel

A (216) Osszefiiggésben az X(n) regresszios vektor normalasa elvileg az R matrixszal is
lehetséges. Ha tehat abban a kiilonds helyzetben lennénk, hogy ismerjiik az R matrixot, és a
gradienst pedig pillanatnyi értékével becsiiljiik, akkor

Wmn+1)=W(n)+ 2uR 1 X(n)e(n)

= 220
v+ 1) = [ |- 26RXOXT@)IV(0) 20
i=0

Ennek a gondolatnak akkor van gyakorlati jelentdsége, ha az R matrixot a megfigyeléseinkbdl

iterativ uton ugyancsak eldallitjuk.

4.3.6. Iterativ modell-illesztés LMS-Newton moddszerrel, Riterativ becslésével

Wmn+1)=W(n)+2uR (n+ 1)X(n)e(n) (221)

ahol R(n+1) =AR(n) +vX(n)XT(n), 0<A<1, 0<v<l, A=1-v, (1=
0.9...0.99). R(n+ 1) inverzét az iterativ szamitast nagymértékben konnyitd, (in. matrix
inverzios lemma felhaszndlasaval irtuk fel.

-1 T -1
Rn+1) =% R '(n) - RA (XX R () (222)
5T XTM)R1(m)X(n)

Megjegyzések:

1. A matrix inverzios lemma: [A+ BC]™* = A1 — A"'B[I+ CA"*B]"1CA™'. Figyeljik
meg, hogy amennyiben, mint esetiinkben, BC didd, akkor a jobboldali zardjeles inverz
skalar érték lesz. Most A = AR(n), BC = vX(n)XT (n).

2. Az iteraciot célszerlien R(0) = el értékkel inditjuk, ahol 0 < € << 1.
3. A modellillesztés feladatat alapvetden kétféle modszerrel oldhatjuk meg:

- ,batch” vagy ,,0ff-line” jelleggel, amikor felvett regisztratumot utélag dolgozunk fel.
- iterativ, rekurziv, ,,on-line” jelleggel, amikor a felvétellel parhuzamos a feldolgozas.

4. A modellillesztés céljat illetden is alapvetden két nagy csoportot kiilonboztetiink meg:
- identifikacio: a lehetd legpontosabban szeretnénk megragadni a valdsagot,
- adaptacio: a lehetd legjobban szeretnénk kovetni a valosagot, a valosag valtozasait.

5. Az adaptaciot megvaldsitd Un. adaptiv rendszerek esetében tobbnyire iterativ/rekurziv
eljarasokat alkalmazunk, az identifikacid esetében a kétféle megkozelités lényegében
egyenértékii.
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4.3.7. Iterativ modellillesztés a kritériumfiiggvény Taylor sorfejtése alapjan

Ha valamilyen oknal fogva a kritérium fliggvény nem négyzetes, akkor egy adott W(n)
paraméter érték kornyezetében mindig megkisérelhetjilk Taylor sorba fejteni:

1
JW) = (W) + [T (W)W = W] +5 W - W] HW @)W - Wm)l+...  (223)
ahol
ovj(W)
HW =
W) == o (224)

a hibakritérium masodik derivaltja, ami megfeleltethetd az R matrixnak.

Ha a sorba fejtett /(W) minimumat derivalassal keressiik, és ehhez a sorfejtésnek csak elsé

harom tagjat vessziik figyelembe, akkor a
ViWn+1)=V/(Wn)+HWn)(Wh+1)—-Wh))=0 (225)

feltételt kapjuk, amibdl a Newton modszer adodik:

Wn+1)=W(mn) —H '(Wn)V](W(n)) (226)

Megjegyzés: Az '2-es szorzO a korrekcios tagbdl most hidnyzik, mert a Taylor sorban
szerepel, ellentétben az eddigi négyzetes 0sszefliggésekkel.

4.4. Adaptiv IIR rendszerek

Hatékonyabb, de sok szempontbdl problematikusabb a modellillesztés/adaptacio, ha tun.
végtelen impulzusvalaszi (infinite impulse response: IIR) rendszereket alkalmazunk. Ezek
sokféle (realizalasi/kiszamitasi) struktura szerint megvaldsithatok, az alabbiakban csak az tn.
direkt struktira szerinti valtozatot targyaljuk. Formadlisan tovabbra is adaptiv linearis
kombinatort alkalmazunk, de az aktualis becslo-érték kiszamitasaban korabbi becslo értékek
is szerepet jatszanak (n a diszkrét id6 index):

M-1 N-1
y(n) = Z a, (m)x(n—k) + Z b, (n)y(n — k), (227)
k=0 k=1
azaz
WT(n) = [ag(n),a;(n),...,ay_1(n); b;(n),b,(n),...,by_1 ()], (228)
illetve

X'(n) =[x(n),x(n—=1),....x(n—=M+1);5(n—1),§(n—2),...,y(n—=N+1)].  (229)

Ha ezekre alapozva hasznaljuk az eddig megismert szadmitasi eljarasokat, akkor un.
pszeudolinedris regressziot (PLR) hajtunk végre. Ennek sordn formalisan nem vesziink
tudomast arrél, hogy a regresszios vektor az illesztendd modell (azaz az adaptiv sziird)
korabbi kimendjel-mintditol is fligg (un. implicit fliggés), aminek kozvetlen kovetkezménye,
hogy a hibafeliilet mar nem paraboloid, és eldfordulhat, hogy lokalis minimumai vannak.
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4.4.1. Visszavezetés véges impulzusvalaszu (FIR) problémara (Equation-Error
Formulation)

Az alabbiakban az adaptiv sziir6 H(z) atviteli fiiggvényének:

N(z) T(2)
D(z)  X(2)

H(z) = (230)

N(z) szamlalojaval és D(z) nevezdjével, mint ,,operatorokkal” fogunk eldhozakodni, amivel
egyiitt jar, hogy latszolag keveredik a diszkrét idd, és a diszkrét frekvenciatartomany.

Célszertien az e(n) = y(n) — y(n) kozelitési hiba helyett annak egy sziirt valtozatat, az
e.(n) = D(z)e(n) hibat minimalizaljuk, mert ez a hiba fiiggetlen lesz y(n) értékétol
Bevezetve ugyanis az

N(z) = A(n,z) = XXt ar(m)z 7%, B(n,z) = XNZ1 by n)z7%,D(z) =1 — B(n, z) (231)

jeloléseket, €s felhasznalva a (230) 0sszefliggést:

ee(n) =D(2)e(n) =ym) —Bm,2)y(n) — A, 2)x(n) = y(n) - Ye(n) ' (232)
D(2)y(n) D(2)y(n) B(nz)y(n)+A(n,z)x(n)

ahol (228) felhasznalasaval y,(n) = WT(n)X,(n). Itt (v.6. a (229) 6sszefliggéssel)
XT(n) =[x(n),x(n—1),....x(n—M+1);y(n—1),y(n—2),...,y(n—N+1)].  (233)

Innentdl batran alkalmazhaté minden olyan modszer, ami az adaptiv linearis kombinator
megkozelitésben megfeleldnek bizonyult. A modszer ,,blokkvézlata™ a 26. abran lathato.

Pal o
x(n) 1 ym)
—» AN, z) > >
1—-B(n,z)
/ paraméterek atmasolva
}((z) »_ e =yn)—y.(n)
—
+

y(m)
26. abra. Az Equation-Error Formulation médszer

Megjegyzés: zajos megfigyelés esetén torzitds 1ép(het) fel a paraméterbecslés soran, azaz a
becsld varhato értéke nem fog megegyezni a paraméter ,,idealis” értékével.

4.4.2. A Kkimeneten értelmezett hiban alapul6é modellillesztések (Output-Error
Formulation)

1. Gradiens alapu eljarasok: pillanatnyi gradiens (tehat LMS jellegii) esetben az e?(n) =
e2(n) ,,minimalizalasara” toreksziink. Ilyenkor

ayn) _

V(n) = —2e(n) W)

—2e(m)Vy(n) (234)

ahol
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oo [0 990 _99m) a9 a9 a9
VM) = |Gt Bay ) Fa () 9bs ) Dby () By )| )
ill. ezen beliil:
ay(n) ay(n —1i)
by @ _k)+zb( ) Garm)
(236)
ay(n) ay(n—1i)
RO NEA% _k”zb()ab()

A (236) Osszefliggések alapjan jol lathatdo az implicit fliggés mibenléte: Az IIR szlir6k
végtelen memoridgja miatt az aktualis ,,paraméter-érzékenységre” valamennyi korabbi
bemendjel-minta kihat. Ha elegendden kis 1épéskozzel dolgozunk az iteraciok soran (azaz
Kicsi a u batorsagi tényez6), akkor alkalmazhat6 a kdvetkez6 kozelités:

0y(n—i) 0y(n—1i) 0y(n—1i) 0y(n—i)
dap(n) ~ dax(n—1i)’ dby(n) ~ dby(n—1i)

(237)

A (237) kozelités azért eldnyos, mert a kozelité gradiens szilirészerlien szamithato: a sziir6k
9y(m) . 9¥(m)

dar(n)’ " aby(ny
szlrd kell, ahdny bedllitand6 paraméter. A szlir6k blokkvazlata a 27. abran lathato.

bemendjele x(n — k), ill. y(n — k), kimendjele pedig és Osszesen annyi

9 (n) 9y (n)
1 day(n) 1 dby(n)
x(n—k| L~ BOW2) (-l L7 B2

27. abra. Gradiens szurok

Az igy megvalositott eljards Recursive Prediction Error (RPE) néven talalhaté az
irodalomban. Az elnevezés arra utal, hogy az n+1 indexl, ,josolt” paraméter
szamitasanal a korrekcios tagot rekurziv sziirOvel szamitjuk. A moddszer nyilvanvalo
hatranya, hogy annyi egyforma szliré kell, ahany paramétert allitunk. Egy tovabbi
kozelitést alkalmazd egyszerlsitést a 28. abran lathatunk. Ez az egyszerisitett RPE

eljaras. ()

x(n) 1 day(n) y(n) 1
—> > —> >
1—B(n,z) 1—-B(n,z)

z 1 z7!

9y (n) ay(n)

da,(n) TN
41 z71

a9 (n) 99 (n)

- 3y (n) \_'abzv_l(n)

28. abra. EgyszerUsitett gradiens sziir6k
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2. Még inkabb kozelité gradiens eljarasok allithatok elé ugy, hogy (236) ,,visszacsatolt”
tagjait elhagyjuk, ezzel lényegében visszajutunk a pszeudolinedris regresszid6 (PLR)
eljarashoz. Formailag ebben az esetben is tipikusan az LMS, ill. az LMS/Newton eljarast
alkalmazzuk.

3. A kimeneti hibara alapozott adaptiv IIR eljardsok esetén a paraméter-sik felett
értelmezhetd hibafelillet nem paraboloid, és nem feltétleniil egyetlen minimumhellyel
rendelkezik. llyenkor a gradiens modszerek konnyen juttatnak lokalis minimumba. A
hibafeliiletet egyetlen minimumhelytivé transzformalhatjuk egy masfajta hibadefinicioval:

4.4.3. Szurt-hiba eljaras (Filtered-error (FE) Algorithm

Ebben az esetben is szlirjiik a kimeneti hibat:
e(n) = em) =[1+Cn,2z)]e(n), (238)
ahol C(n, z) -t Ggy valasztjuk, hogy az

1+C(n,z2)

50 (239)

atviteli fliggvény szigortian pozitiv valos részii (Strictly Positive Real: SPR) legyen, mert
ebben az esetben — a rendszer disszipativitasa révén — a globalis konvergencia biztosithato.
B.(z) az idealis W*-hoz tartozo B(n, z) polinom.

Megjegyzés: Az SPR tulajdonsdg mibenlétét jol illusztralja példaul egy soros RC tag
impedancidjanak fliggvénye: Z(jw) = R + 1/jwC. Ebbdl jol lathatd, hogy pozitiv a valds
rész, aminek kdvetkezménye zart aramkorben a kondenzatoron tarolt energia disszipacidja, és
ezzel az aramkor minimalis energiadllapotanak elérése, azaz a konvergencia.

4.4.4. Az adaptiv IIR algoritmusok altalanos formaja

Wn+1) =Wn) + 2uR™*(n + 1)X(n)es(n), (240)
ahol X((n) a “sziirt” informacios (vagy regresszios) vektor, ef(n) pedig a “sziirt” hiba vektor.

Ha X;(n) = X.(n) (lasd (233)), és es(n) = e.(n) (lasd (232)), akkor Recursive Least
Square (RLS) algoritmusrol, ha raadasul R(n+ 1) = I, akkor Least Mean Square (LMS)
algoritmusrol beszéliink.

4.4.5. Stabilitaselméleti megkozelités
A megkozelités alapgondolatat az LMS eljarason keresztiil mutatjuk be, 1asd (216) és (218):
Wn+1)=Wmn) +2ue(n)X(n), V(n+1)=[I-2uXn)XT"(n)]V(n). (241)
Ez utébbi egy autondm rendszer, amely globalisan aszimptotikusan stabil esetben:
V(n) = 0, amivel W(n) = W*. (242)
Ljapunov médszerével keresiink egy alkalmas energiafliggvényt. Esetiinkben erre alkalmas:

G(n) =V MV (). (243)
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Azt keressiik, hogy ez miként csdkkenthetd:
AG(n+1)=Gn+1)—G(n) <0, (244)

minden n-re. Ha G (0) véges, akkor AG (n) = 0.

AG(n+ 1) =Vitn+ D)V(n+ 1) —-VI(n)V(n) =
= VIl — 2uX()X" (M)]"[I — 2uX()X" MV () =V ()V(n) = (245)
= —4pe*(n)(1 — uX" ()X (n)).

Mivel u > 0, ezért ha

oO<u< (246)

X"(m)X(n)
vn-re, akkor AG = 0 magaval vonja ue?(n) - 0, illetve V7 (n)X(n) - 0.
Megjegyzések:

1. A (246) feltétel implicit modon azt is tartalmazza, hogy az X(n) korlatos, és 1/[1 —
B(n, z)] stabil. (Az atviteli figgvény polusai az egységsugari koron beliil helyezkednek
el.)

2. Az e(n) = (W(n) —W*)TX(n) hiba lehet azért nulla, mert a két vektor ortogonalis. Ezt
nyilvan keriilni kell.
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5. Sziiréselmélet alapjai

5.1. Optimalis nemrekurziv becslé (skalar Wiener sziiré)

Az alabbiakban ismételten a linedris kombinator strukturaval foglalkozunk, és természetesen
ugyanarra az eredményre jutunk, mindossze a kiindulas némileg eltérd, és a menet kdzbeni
interpretacioban fedezhetdk fel uj elemek. Keressiik x legjobb becsldjét

N-1

X = Z Ak Yk (247)

k=0

un. linedris batch processzorral, ahol yg, vy, ..., yy_1 jelolik a megfigyelési adatokat, a {a;},
k=0,1,...,N — 1 pedig ismeretlen stlytényezok. A 29. dbra azt illusztralja, hogy a tér x
elemét/vektorat az {y,} elemek altal kifeszitett altérben, azok linearis kombinaciojaval
létrehozott X elemmel/vektorral igyeksziink kdzeliteni. Legjobbnak azt a becslést tekintjiik,
amelyik legkisebb hibaval jar: ez az x vektor altérre torténé merdleges vetitésével all eld.

//Te

V1 X

» »
Ll »

Yo
29. abra. A legjobb becslés geometriai interpretacioja

Megmutatjuk, hogy ez ekvivalens azzal a megoldassal, amelyet a négyzetes hibakritérium
minimalizalasaval kaptunk:

=

-1

e=x—-%  E{e}}=E{(x—%)*}=E {(x — akyk)z} (248)

=
1]

0

Elvégezve a derivalast:

2 N-1
aE{e } = 2F {(x — Z akyk) y]} =0, E{ey]} = O,VJ — re. (249)

Jda;
J k=0

Ez utobbit ortogonalitasi egyenletnek nevezziik, mert a vektorokkal torténé geometriai
interpretacioban éppen azt fejezi ki, hogy az optimalis beallitas esetén az e hibavektor
merdleges valamennyi y; vektorra. A (249) 6sszefliggés atrendezésével:

N-1

ax E{vey;} = E{xy;}, j=012,...,N—1. (250)
k=0 Ryy (k) Pxy(J)

ahol R,,(k,j) az R,, autokorrelaci6 matrix (k,j) index{i eleme, P, (j) a Py,
keresztkorrelacio vektor j-edik eleme, ahol most (a korabbiakkal ellentétben) a matrix, ill.
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vektor indexében kiilon jeleztiik, hogy mely mennyiségek auto-, ill. keresztkorrelacidjarol van
sz6. Az optimalis esetben megmarado hiba:

E{e*}min = E {e (x - z ak)’k)}

k=0

= Ef{ex} = E{(x —X)x} =
min N1 (251)
= E{x?} - kz axElxy) = E{x?) - Z ayPey (K)

Mindez matrix formaban (ahol W = [@9 a1 ... ay—1]7):

RyyW = Py, W = RyjP,y, E{e*}imin = E{x?} — PLyRyyPyy = E{x*} =P, W (25))

Ezeket Osszevetve a (183) és (184) oOsszefliggésekkel jol lathatd, hogy a két megkozelités
ugyanarra az eredményre vezet.

1. Példa: Zajos megfigyeléseink vannak x-r6l: y, = x + wy. A zaj tulajdonsagai: E {ij} =
0Vj—re E{W-W }={O j#k

S g j =
matrixok: Ry (k,j) = E{yk,yj} = E{(x + wi)(x + Wj)} = 07 + 070kj, Py() = E{xyj} =
a2. A (250) szerinti dsszefiiggés részletesen kifejtve:

. A jel tulajdonsagai: E{x} = 0, E{x?} = g2. A korrelacid

(62 +02)ag+ o2a,+- + oclay_, =0}
ofag+ (of+o2)a;+- + ofay_, =0} (253)
o?ay+ oZa,+- + (02+02)ay_, =02

Osszeadva a N egyenletet:

N-1 N-
No}?
(o + Na?) Z a, = Nog, Z - (254)
"~ 02+ No?
k=0 k=0
amit soronként visszahelyettesitve:
N_
ag = aq —...—aN_l—m,amlve X—N+(O-_W)2 4 Vi, (255)
Oy k=0
ill. a négyzetes hiba varhat6 értéke:
N o2
E{e?}|pin = 02 — 02 =
{ }lmm x x N+ ( W)z N+ ( W)z (256)

azaz az additiv zaj hatdsa jelentdsen csokkenthetd.
Megjegyzés: Erdemes a fenti osszefiiggéseket y = (Z—W)2 fiiggvényében vizsgalni. Lathato,
X

hogy az (egyforma) stlytényezOk a zajfolyamatok teljesitményének aranyatol és a figyelembe
vett mintak szdmatol fligg.
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Rekurziv becslo az optimalis nemrekurziv becslobol

Bevezeté példa: az egyszerii linearis atlagolas rekurziv formaban. Elsé 1épésben n értéket
adunk Ossze, és az Osszeget osztjuk n-nel. A kovetkezd lépésben n + 1 értéket atlagolunk,
aminek a kiszamolasahoz felhasznaljuk az elézdekben megkapott részosszeget. Az iteracids
indexhez asszocialhatjuk a diszkrét id6t (n = 1,2, ...).

HOEE Zy(k)
5 _ 1N _ 257
x(n+1)_n+1; +1Zy(k)Jr +1y(”)_ (257)
1

= Tt () = R+ /() ~ ()

Megjegyzés: A rekurziv eljards nagy eldnye, hogy nem kell megvarni az Osszes adatot:
folyamatosan szamolhaté az egyre jobb mindségli becsld. Az 10j atlagértéket az elozd atlag
felhasznalasaval szamitjuk. Ezt a format keressiik az optimalis becsld esetére is.

Visszatérve az optimalis becsl6hdz, N helyett n-t irva (y = (Z—W)Z):
X

n-1 2

1 i
2 = ) ay®), @) =, EE ) in = 1y (258)
k=0

Mindezeket megismételve n + 1-re:

Rn+1) = Z an+ DY), ant1) = 5
k=0 (259)

2
o
E{e?(n + D}min = ﬁ

Kovetve (257) 1épéseit:

1 n+y
x(n+1) = ntlty Z)’( )+ J’( ) = mx(n)'i'
(260)
+m)’(n) =tM+ 7 ” (y(n) —x(n)),
A késdbbiek szempontjabdl érdekes még a négyzetes hiba alakuladsa. A fentiek alapjan:
E{e?(n+ D}Hmin _ar(n+1)  n+y 1 1
E{e2(m)}min  ax(n) n+1+y 14 1 1 E{e?2(M)}|min  (261)
1+y 2
14 0%
A (260) osszefliggeés egylitthatoit atnevezve 6sszefoglaloan:
Tn+ 1) =an+1Dx(n)+b(n+1yn) =x(n) +bn+1)(y(n) —x(n)), (262)

korrekcios tag
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A (262) 0Osszefliggés az optimalis nemrekurziv becslé rekurziv formdja, amely minden
Iépésben - egy ujabb mérés révén - egy ujabb dimenzidval boviti azt az alteret, amelyre
vetitjiikk az x vektort.

2. Példa: Legyen y = 2, 2 adott. (260) és (259) alapjan:

R 1= n+2 _ 1 R 1 R
x(n+1) = —ry 3x(n) + n—_|_3y(n) =x(n) + m(y(n) — x(n)),
o2 (263)
E{e?(n + D}pmin = peneYi 0,1,...

5.2. Optimalis rekurziv becslé (skalar Kalman sziiro és prediktor)
Az optimalis rekurziv becsld egy az eddigihez képest gazdagabb modellre épit.

A modell, amit alkalmazunk a legegyszeriibb allapotvaltozos modell, amelynek gerjesztését
egy Gauss eloszlast fehér-zaj folyamat adja. Determinisztikus gerjesztést is kaphat, de a
linearitas miatt érvényes szuperpozicio tétele folytan az kiilon targyalhato:

x(n) =ax(n—-1) + w(n). (264)
Itt {w(n)} Gauss eloszlast, nulla varhato érték(i fehér-zaj folyamat, melyet rendszer zajnak
neveziink, és melyre
0 n#j x(n)=0

o2 n=j' W(n)=0}ha n<0 (265)

E{w(n)} = 0, E{w(m)w())} = {

Megjegyzés: A (264) egy un. elsérendli autoregressziv folyamat: elsé rendben fligg az értéke
az elozé ,,idopillanatbeli” értéktdl. Négyzetes varhatd értéke kifejezheté a zajfolyamat
négyzetes varhat6 értékével:

E{x(n)} =0, E{x?(n)}=R,,(0)=02=
= E{a*x*(n — 1) + w?(n) + 2ax(n — Dw(n)} = (266)

= a’R,,(0) + R,,,,(0) = a0 + 02,
ahonnan

(267)
ill.
Rex (1) = Elx(m)x(n + 1)} = E{x(n)(ax(n) + w(n + 1))} = aRy(0),
Rex(2) = Ex(mx(n + 2)} = Ex(m)(ax(n + 1) + w(n +2))} = a®Rex(0),  (268)
Rex () = EQx(m)x(n + )} = Rex () = @V R (0).

mert E{x(n)w(n + 1)} = 0,Vn — re. A megfigyelés linearis modelljét a 30. abran lathatjuk.
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> :I n(n)
W(Tl;A > 71 x(n—l)i 1 c i’y(n)
|
|

a

30. abra. A megfigyelés linearis modellje

A megfigyelés additiv zajjal, az n(n) un. megfigyelési zajjal terhelt. Erre a zajra vonatkozdan
ugyanolyan feltételezésekkel éliink, mint w(n) esetében. E{n?(n)} =oc2. A két
zajfolyamatnak egymashoz nincsen koze, korrelalatlanok. Az optimalis rekurziv becslot az 1;
megfigyelés és a korabbi becslés linearis kombinaciojaként keressiik (lasd 31. abra):

—»X(n)

y(n)

—>1b(n) [ -

Z T )?(Tl - 1)
a(n)

31. abra. A rekurziv becslé blokksémaja

Ll
A 4

x(n) = a(m)x(n—1) + b(n)y(n) (269)
Megjegyzés: Létezik az un. prediktor-séma is:
xX(n+1) =amx(n) +Bm)yn). (270)

Keressiik a (269) Osszefliggés optimalis stlytényez6it a 29. abran szerepld illusztracid
szellemében. Ehhez:

e(n) = x(n) — (), E{e?(m)} = E{(x(n) —a(mx(n—1) —b(m)y(m)*} (271)

Az optimalis beallitas feltételei:

0E{e? 0E{e?
% = —2E{e(n)x(n—1)} = O'G{Z—(? —2E{e(m)y(n)} =0 (272)
vagyis az aktualis ortogonalitasi egyenletek:
Efemx(n—1)} =0, E{fe(my(m)}=0 (273)

Az egyenletek elnevezésének hatterében az all, hogy - a 29. abra segitségével - szavakban: az
e(n) hibavektor meréleges az X(n — 1) és az y(n) vektorokra, ill. az altaluk kifeszitett sikra.

a(n) meghatarozasa:

(273) alapjan
E{[x(n) —a(mx(n—1) — b(n)y(m)]x(n — 1)} = 0. (274)
Ha ebbe beleirjuk:
amMxn—1)—am)x(n—1) =0, yn) =cx(n)+nn), (275)
azaz
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E{flam)(x(n—1) —2(n—1)) —a(m)x(n — D]g(n — 1)
+ [x(n) — b(n)cx(n) — b(m)n(m)]2(n — 1)} =0 (276)

atrendezve:
amME{—-eln—1Di(n—-1D+x(n—1Dx(n—-1)} =
= E{[[(1 — b(n)c)]x(n) — b(m)n(n)|&(n — 1)}
It Efe(n—1Dx(n—1}=0, mert ¥x(n—1)=an—Dx(n—-2)+b(n—Dy(n-1)

tagjai ortogondlisak e(n — 1)-re. Hasonloképpen a megfigyelési zaj n(n) mintdja
korrelalatlan X(n — 1) értékével. Ezzel (277) az alabbi formaban irhato:

(277)

a(mE{x(n — 1)2(n — 1)} = [(1 = b(n))]E{x(n)%(n — 1)} (278)
Behelyettesitve, hogy x(n) = ax(n — 1) + w(n — 1), és E{w(n — 1)&(n — 1)} = 0, kapjuk:
a(ME{x(n — D2(n— 1)} = a[(1 - b(W))]E{x(n — D(n — 1)}, (279)
azaz
a(m) = al[(1 = b(n)c)], (280)
amivel
X(n) = at(n—1) + b(n)(y(n) — caX(n— 1)) (281)

Megjegyzés: Lathatd, hogy a megfigyelt rendszer modellje beépiilt a megfigyelésbe. (281)
jobboldalanak masodik tagja pedig egy korrekcid, amely a mért érték y(n) = acx(n — 1)
becslését veszi alapul. A (281) Osszefliggésnek megfeleld becsld blokkvazlata a 32. abran

lathato.
— > X(n)

y(n) 1

b(n) —>, En—-1)
ol I
C [« a

32. abra. A skalar Kalman sziir6 blokkvazlata

Ll
A 4

b(n) meghatarozasa:

Kiindulva a (271) 6sszefliggésbol, és (264) valamint (281) behelyettesitésével

E{e*()} = E {[ae(n — 1) + w(n) — b(w)(ace(n — 1) + cw(n) + n(m)]’} =

— E{la[1 — b()cle(n — 1) + [1 - b clw(m) — bn()]?) (282)

Mivel a négyzetre emelésnél a keresztszorzatok varhato értékei nullak, mert a zajfolyamatok
fiiggetlenek egymastol, illetve az allapotvaltozok korabbi értékeitdl:

Efe(n — Dw(n)} = E{e(n — Dn(n)} = Efw(m)n(n)} = 0, (283)
ezért a négyzetre emelést kovetden csak a négyzetes tagok maradnak meg:
E{e?(n)} = a®[1 — b(n)c]?E{e*(n— D} + [1 — b(m)c]?E{w?(n)} + b2(n)E{n?*(n)}. (284)

Bevezetve a
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E{e?(n)} = p(n); E{w?(n)} = 03; E{n?(n)} = 0?2 (285)
jeloléseket, keressiik (284) minimumat b(n) fiiggvényében:
gz—gg = —2a?[1 = b(n)clep(n — 1) — 2[1 — b(n)c]ca + 2b(n)a? = 0, (286)

ahonnan a keresett optimalis sulytényezd

a’cp(n—1) + co?
b(n)lopt = =

= ? 2171, ahol
2p(n—1) + 2ol + a2 Tt (M)[e*p1(n) + o717, aho (287

p1(M) = a’p(n—1) + o},

Megjegyzés: Ha o,, = 0, akkor b(n) = 1/c. Ezzel E{e?(n)} = 0.
Osszefoglalva:
A rendszer- és a megfigyelési modell:

x(n)=ax(n—1) +w(n)
y(n) = cx(n) + n(n). (288)

Az optimalis rekurziv szlird:

i(m)y=ax(n—1)+bn)(y(n) —ack(n—1))

y(n) =ack(n—1) (289)

ahol az E{e?(n)} = p(n) négyzetes hiba minimumat a kdvetkez6 iterativ szamitassal beallitott
b(n) stlyozassal kapjuk:

p1(n) = a’p(n—1) + g},
b(n) = cp;(M)[c*p;(n) + 7] 7" (290)
p(n) = [1— b(n)c]p;(n)

Optimalis rekurziv becslo (skalar Kalman prediktor)

A becsl6 kifejezése (lasd (270)): X(n + 1) = a(n)x(n) + f(n)y(n), ami hasonlo atirasokkal

X(n+1)=ax(n) + p(m)(y(n) — cx(n)) (291)
formara hozhato. A levezetés hasonld Iépésekbdl all, mint a sziird esetében, azzal, hogy

p(n + 1) = E{e?(n + 1)} minimalizaldsat frjuk el6. A levezetést majd a vektoros esetre
mutatjuk be.

Osszefoglalva:
A rendszer- és a megfigyelési modell:

x(n+1) =ax(n) + wn)
y(n) = cx(n) + n(n). (292)

Az optimalis rekurziv prediktor:

X(n+1) =ax(m) +B(n)(y(n) — cx(n))
R - (293)
y(n) = cx(n)
ahol az E{e?(n + 1)} = p(n + 1) négyzetes hiba minimumat a kovetkezd iterativ szamitéssal
beallitott 5 (n) sulyozéssal kapjuk:

B) = acp(m)[c*p(n) + o7] ™" (294)
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p(n+1) =a(a—BMmc)p®) +a;

Megjegyzés: A 33. abra az optimalis, egylépéses prediktor blokkvazlatat mutatja be.
Figyeljik meg, hogy ez az elrendezés megfeleltethetd a kordbban megismert megfigyeld
sémanak.

-1
v

B %—}_ 1) 1 Jx(n)‘

A 4

y(n)

a

33. abra. Az egylépéses Kalman prediktor blokkvazlata (skalar eset)

Példa: Skalar Kalman szlir6 a (264) 0sszefliggés szerint. Tegyiik fel, hogy: E{x(n)} = 0. A
¢ = 1 vélasztassal ¢liink. Mivel ¥(0) = 0:

x(1) = b(1)y(1). (295)
A b(1) értéket az ortogonalitasi 6sszefliggésbdl kapjuk:
E{[x(1) — x(1)]y(1)} = 0,ahol y(1) = x(1) + n(1). (296)
Ezzel
x(1) = b(1)[x(1) + n(1)] (297)

Mindezeket behelyettesitve az ortogonalitasi 6sszefliggésbe:
E{[(1 = b(1)x(1) — b(Dn(D][x(1) + n(D]} = (1 = b(1))aZ + b(1)a2 = 0. (298)

Ebbsl
0%

b(1) = (299)

0% + o

Ha példaul o2 = 632, és a® = 1/2, akkor (267) alapjan o2 = :‘%' = 202. Ezzel b(1) = 2/3.

a2

Ezeket visszahelyettesitve a négyzetes hiba kifejezésébe: E{e?(1)} = p(1) = ga,%. Ezek utan
mar tudjuk hasznalni a (287) és a (290) Osszefliggést:

1
a’p(1) + o2 3+1 4
b(2) = — f( )+ o ;=3 — =2~ 057
a?p(1) + o2 + o 3+2 (300)
4
E{e?(2)} =p(2) = 70,% =~ 0.570?
Igy folytatva:
9
b(3) =—,
- (301)
E{e?(3)} =p(3) = Eaﬁ = 0.562507
Az iteraciot folytatva elériink egy allandosult allapotot, amikor
E{fe?(k+ 1)} =E{e?(k)}=p (302)
Ezt behelyettesitve (290) dsszefliggéseibe, majd kifejezve p-re:
p% + 3paz — 205 =0, (303)
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amib6l p = 0.5602. Lathatd, hogy a harmadik iteraciés 1épés mar elég kozel vitt az
allandosult allapothoz.

5.3. Optimalis rekurziv becsl6 (vektor Kalman prediktor és sziiro)

Az alabbiakban az optimalis rekurziv becsld vektoros valtozatat mutatjuk be. A skaldr esettel
ellentétben a Kalman prediktor dsszefliggéseivel kezdiink, mert ez illeszkedik ahhoz a képhez,
amellyel az (1) - (10) Osszefiiggésekhez kapcsoloddan a mérési eljarasok egy lehetséges
keretét megrajzoltuk. Maga a levezetés is némileg egyszeriibb, mint a sziird esetében.
Kiinduldsunk az allapotvaltozos leiras, €s a kapcsolodd megfigyeld:

x(n+1) = Ax(n) + w(n) (304)

y(n) = Cx(n) + n(n), (305)

ahol az A allapotatmenet matrixot, és a € megfigyelési matrixot tovabbra is ismertnek
tételezziik fel, w(n) az Un. rendszer-zaj, n(n) pedig az Gn. megfigyelési-zaj, amikrél a
kovetkezoket feltételezziik: mind a rendszer-, mind a megfigyelési-zaj vektor egymastol és a
rendszer allapotatol fiiggetlen nulla vérhatd értékii fehér Gauss folyamat. Kovariancia
matrixaik:

Q(n) = E{w(m)w' (W)}, R(n) = E{n(m)n" (n)}. (306)

Az alabbiakban megismételjiik a 2. abrat, és jelezziik a modell eltéréseit (lasd 34. abra).
Formalisan csak annyi a valtozas, hogy a megfigyelt rendszer gerjesztetté valt a rendszer-zaj
altal, a megfigyelt értéket pedig perturbalja az additiv megfigyelési za;.

n(n) l
-1

x(n+1) = Ax(n) + w(n) _l\ x(n+ 1) = Ax(n) + G(n)e(n)
y(n) = Cx(n) + n(n) ( );V e(n) > Korrekcid y(n) = Cx(n) >
yn /

e(n) =yn) —yn)

34. abra. Mérés Kalman prediktorral

A mérési eljaras, amit a kiegészitett modellhez rendeliink egy megfigyeld:

X(n+1) =Ax(n) + G(n)e(n) = AXx(n) + G(n)(y(n) — Cx(n)), (307)
ami csak abban tér el a (3) Osszefliggéstdl, hogy most a G matrixot is a diszkrét id6
fliggvényeként képzeljiik el (1asd 35. abra).

Megjegyzések:

1. A skalar esetben G(n) szerepét B(n) toltdtte be.
2. A skalar esetben a rendszer és a megfigyeld allapotvaltozdjanak kiilonbségét e(n) jeldlte.
A vektoros esetben az allapotvektorok kiilonbségét €(n) = x(n) — x(n) jeloli.
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3. A vektoros esethen e(n) = y(n) —y(n) a rendszer és a megfigyeld kimenetének
kiilonbségét jeloli.
4. A vektoros esetben a hibaviszonyok leirdsara a (10) 6sszefliggést hasznaljuk.

-1

X(n+1)
G(n) 7 -

x(n
1 ()# c )

)l
A 4

y(n) 3

A

35. abra. A Kalman prediktor, mint megfigyeld

Keressiik azt a G(n) matrixot (az Gn. prediktor erdsitést), amely mellett a becslési hiba

Pn+1)=E{xn+1)-2(n+D]lx(n+1)—-x(n+1)]"} =

= E{e(n + De™(n + 1)} (308)

kovariancia matrixdnak nyoma minimalis. Ez felel meg a négyzetes hiba minimalizalasanak,
mivel a kovariancia matrix nyoma ¢éppen az allapotvaltozd vektorok kiilonbségének
komponensenkénti négyzetosszegét adja. Ennek megtalalasa érdekében képezziik (308)
nyomanak, azaz a trP(n+ 1) = E[eT(n+ 1)e(n + 1)] skalar értéknek a derivaltjat G(n)
szerint. A G(n) optimalis értékét akkor kapjuk, ha ez a derivalt nullaval egyenld.

Ha a (308) Osszefiiggésbe behelyettesitjiik a rendszermodell [(304) - (305)] és a rekurziv
prediktor (307) sszefiiggéseit, akkor G(n) optimalis értékét a kovetkezd egyenlet adja:
otrP(n+ 1) B
aG(n)
_otr[(A- G(M)OP(M)(A - 6)O)" + Q(n) + G(M)R(N)G" (n)]
B 0G(n)

(309)

=0.

Az (309) osszefiiggés felirasakor felhasznaltuk a fliggetlenségre vonatkozo, alabbi elézetes
ismereteinket:

E{e(m)nT(n)} = 0, E{e(m)wT (n)} = 0, E{w(n)nT(n)} =0, (310)

azaz a zajhatasok n-edik értékeinek korrelalatlansagat/fliggetlenségét egymastol és a
befolyasolt jellemzék (x(n) és x(n)) n-edik értékét6l. (A zajhatasok csak a befolyasolt
jellemzok kovetkezd, (n + 1)-edik értékére hatnak.)

Elvégezve az (309) Osszefliggésben kijelolt derivaldsokat a keresett prediktor erdsités
kifejezhetd:

otrP(n+1) : )
e —2[4 - 6(n)C]P(n)CT + 26(n)R(n) = 0.

G(n) = AP(n)CT[CP(n)CT + R(n)]™?

(311)

A derivalasnal a kovetkezd szabalyokat alkalmaztuk:
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otr[XWXT]
X

T
oulxw] _ . owrwxT)_ (312

= XWT + XW:
AW —ox P Tox

ahol a W matrix az X matrixtol fliggetlen.
A becslési hiba (308) szerinti kovariancia matrixa F(n) = A — G(n)C jeloléssel:
Pn+1)=
= E{[F)e(n) + w(n) — 6(m)n(m)][F(m)e(n) + w(n) — 6(n)n(n)]"} = (313)
= F(n)P(M)F"(n) + Q(n) + G(M)R(M)G™ (n)
Megjegyzés:

Az (313) Osszefliggés alapjan lathat6, hogy a becslés kovariancia matrixa harom hatas
eredményeképpen modosul:

e A megfigyeld targyalasakor megismert hibacsokkenté hatas az F(n) = A — G(n)C matrix
kontraktivitasdnak kdszonhetden, de most — a négyzetes kritériumnak betudhaté modon —
négyzetes formaban.

e A rendszerzaj kovariancia matrixa altal kozvetitett, statisztikai értelemben vett hibandveld
hatas, amely annak tudhatd be, hogy a w(n) diszkrét érték ,,perturbalja” x(n + 1) — az
el6z6 allapota alapjan — josolt értékét.

e A megfigyelési zaj kovariancia matrixa pedig ugyancsak ndveli a hibat statisztikai
értelemben, ami annak tudhaté be, hogy az n(n) diszkrét érték ,,perturbalja” X(n + 1) —
az el6zo6 allapota alapjan — josolt értékét.

Az (313) Osszefliggés irhatd kompaktabb formaban, mert visszairva F(n) = A — G(n)C
kifejezését, és elso tagjat kifejtve:

P(n+1) =APm)AT — AP(n)CTG" (n) — G(n)CP(n)AT +

+6(M)CP(M)CTG™ (n) + G(M)R(M)G™ (n) + Q(n) (3149

A negyedik ¢és az 6todik tag 6sszevonasaval, és (311) masodik sordnak felhasznalasaval:

G(n)[CP(n)CT + R(n)]G"(n) = AP(n)CTG™ (n), ami viszont kiejti (314) masodik tagjat.
Marad az els6, harmadik és hatodik tag, amibdl:

P(n+1)=[A-Gn)CIP(n)AT + Q(n) (315)

Osszefoglalva:

A rendszermodell: x(n + 1) = Ax(n) + w(n), a megfigyelés: y(n) = Cx(n) + n(n). Az
optimalis rekurziv (un. Kalman) prediktor 6sszefliggései:

x(n+1) =Ax(n) + G(n)[y(n) — €x(n)] = AXx(n) + G(n)e(n)
G(n) = AP(n)CT[CP(n)CT + R(n)]™? (316)
Pn+1) =[A—-Gn)CIP(n)AT + Q(n)

Megjegyzések:
1. Haa zajfolyamatok stacionariusak, akkor Q(n) = Q, R(n) = R.
2. Figyeljiik meg, hogy a megfigyelt rendszer modellje hogyan épiil be a megfigyeldbe.
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3. A fentiek szerinti gondolatmenet segitségével eljuthatunk az optimalis rekurziv (Un.
Kalman) sziir6 6sszefliggéseihez is. Ebben az esetben (304) és (305) megfeleldi:

x(n) =Ax(n—1) + w(n) (317)
y(n) = Cx(n) + n(n). (318)

Itt a zajfolyamatokkal kapcsolatos feltételezéseink valtozatlanok, kovariancia matrixaik az
(306) szerintiek. Az (307) osszefliggés szerinti megfigyelé megfeleldje:

x(n) =Ax(n—1) + K(n)e(n) = Ax(n— 1) + K(n)(y(n) — CAx(n — 1)), (319)

ahol K(n) az un. Kalman erdsités. A Kalman sziirével torténé mérést a 36. abra, az ennek
megfeleld megfigyelot a 37. abra mutatja be.

nn) l
w(n) -1

x(n) = Ax(n—1) + w(n)

x(n) = Ax(n—1) + K(n)e(n)
—»  yn) =Cx(n) +n(n)

e(n); Korrekcid ) y(n) = CAx(n — 1)

ya)

e(n) =yn) —y(n)

36. abra. Mérés Kalman sztirovel

x(n)

Z_1 ! A c | :/y\(n)

A 4

y(n) > K(n) (5

X(n—1)

37. abra. A Kalman szliré, mint megfigyeld

Az optimalis eredmény elérése érdekében keressiik azt a K(n) matrixot (az an. Kalman
erdsitést), amely mellett a becslési hiba

P(n) = E{[x(n) — 2()][x(n) — 2(n)]"} = E{e(m)&" ()} (320)

kovariancia matrixanak nyoma minimalis. Ennek megtalalasa érdekében képezziik (320)
nyoménak, azaz a trP(n) = E[eT(n)e(n)] skalar értéknek a derivaltjat K(n) szerint.
Megismételve az (309) — (315) dsszefliggésekkel jellemezhetd eljarast, az optimalis rekurziv
(Gn. Kalman) szliré osszefliggései:

x(n) =Ax(n—1) + K(n)[y(n) — CAX(n — 1)] = AX(n — 1) + K(n)e(n)
K(n) = [AP(n — 1)AT + Q(n)]CT[C[AP(n — 1)AT + Q(n)]CT + R(n)]? (321)
P(n) = [I — K(n)Cl[AP(n — 1)AT + Q(n)]
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Bevezetve a P;(n) = [AP(n — 1)AT + Q(n)] jelolést megkapjuk a Kalman sziiré szokésos
formaju kifejezéseit:

x(n) =Ax(n—1) + K(n)[y(n) — CAx(n — 1)] = AX(n — 1) + K(n)e(n)
P,(n) = [AP(n — DA" + Q(n)]
K(n) = P,(n)C"[CP,(n)C" + R(n)] ™"
P(n) = [I - K(n)C]P,(n)

(322)

. Amennyiben az alkalmazott rendszermodellek rendszerzajt becsatold matrixa nem az
egységmatrix, hanem egy alkalmas B matrix, akkor a fenti 6sszefliggésekben Q(n) helyére
BQ(n)BT irando.

. Determinisztikus gerjesztés hatasa az 6sszefliggések lineéris voltabol fakadoan a szuperpozicid
elvének alkalmazasaval érvényesitheto.

. A Kalman prediktor és szliré kozotti hasonlosagok és kiilonbségek az 34. — 37. abrak ¢és a
kapcsolodd osszefliggések alapjan lathatok. Az optimalis szliréshez kapcsolodé mondanivald
kifejtésére mindkét struktura alkalmas. A kettd kozotti kiilonbség 1ényege az, hogy a Kalman
szurd a megfigyelt értéket a megfigyelés idopontjadhoz rendelhetd allapotvaltozo értek
becslésére hasznalja, mig a Kalman prediktor annak kovetkezd idOpontbeli értékét
becsli/josolja. Az eljarasok eredményességét ez a kiilonbség nem befolydsolja. A prediktor
esetében “latvanyosabb” a mérés modelljének beépiilése a megfigyeldbe.
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6. LS becslok rekurziv szamitasa
6.1. A linearis megfigyelési modellt alkalmazé LS becslok rekurziv
szamitasa

z=Ua+w (323)

A tovéabbiakban is n két dolgot jelol: (1) az eddig figyelembe vett mintdk szamat (az egyes
mintak indexelhetok példaul k = 0,1, ..., n — 1 jeloléssel); (2) Az n-edik ,,id6pillanatban” vett
mintat, ami mar az n + 1-edik mintavett adat. Ezzel a fenti Osszefiiggés n minta
feltételezéseével:

z(n) = U(m)a(n) + w(n), (324)
amihez tartozoan
a(n) = [UT(mUm)] 10" (m)z(n) = PUT (n)z(n). (325)

Ha vesziink egy 0jabb mintat, akkor

zn+1D)=Un+1Dan+1)+whn+1)=
[z(n)] _ [U (n) (n) (326)
z(n) u(n) )/

ahol z(n) skalar, az n + 1-edik megfigyelési érték, u(n) sorvektor, a regresszids vektor
n + 1-edik sora, és végiil w(n) skalar, az n + 1-edik zajkomponens. Ezekkel a jelolésekkel:

]a(n+1)+[::

-1
an+ 1) = |0 wol S]] wrw wenlf] e

illetve a miveletek elvégzésével
atn+ 1) = [UT UG + u um)]| U7 2(n) +uT ()z(n)] = -
=P(n+ D[UT(n)z(n) + u (n)z(n)]. (329)
Az ebben szerepld matrix invertalast az Un. matrix inverzidos lemma felhasznalasaval
veégezziik:
[A+BCD]* =A"'-A"'B[C'+DA'B] DA™}, (329)
aholmost A = P~*(n); B = uT'(n); D = u(n); C = 1, ezért

Pn+1)=Pn) —Pmu'm)[1+u@)PMu’ )] un)Pn) =
Pm)u'(m)un)P(n) (330)
1+um)Pm)ul(n)’

= P(n) —

Ennek felhasznalasaval:
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dn+1)=Pn+ DU n)zn) +uT(n)z(n)] =an) + Pm)u’(n)z(n) —

Pmu'(m)u(n) _ P(mu’ (Mun)P(n) ) (331)
1+ umPmu’ (n) a(n) - 1+ u(n)P(m)u’ (n) u' (n)z(n).

Itt a masodik és a negyedik tagot kdzos nevezdre hozva:

P(mu’ (m)z(n) + PMu’ (mu@)Pmu’ (Wz®) — PMu’ (mu@)Pm)u’ (Wzm) _
1+ u(m)P(mut (n) (332
_ Pmu'()z(n) G
C1+umPmu’(n) ()

A bevezetett jelolésekkel:

ain+1)=an) + 6n)[zn) —un)an)]
P(m)u’ (n)
60 = Tt Pt () (333)
Pn+1) =[I-G6Mn)uln)]P(n)

Osszefliiggések adjak a rekurziv szamitdshoz sziikséges képleteket. Ezek hasznalatahoz
sziikség van még az d@(0) és P(0) kiindulasi értékre. Ezeket vagy meg tudjuk becsiilni, vagy
megoldjuk az LS becslést a paraméter vektor dimenzidjanak megfelelé mérési adat alapjan, €s
annak eredményét hasznaljuk az iterativ megoldas kiindulopontjaként.

Ha az LS kritériumot kiegészitjik egy Q(n) = diag{(qo, g1, ---»qn—1) Sulyozd matrixszal,
akkor a kovetkezé iteracios 1épésben Q(n + 1) = diag{qe,q1, > qQn-1,9n) Sulyozas
érvényesitendd. Ehhez a matrix inverziés lemma € matrixat € = 1 helyett € = q,, skalar
értékre kell allitanunk, aminek kdvetkeztében — a tobbi 6sszefliggés valtozatlansaga mellett:

P(m)u’ (n)
1 +u@P@ul (n)

Ezzel teljes 6sszhangban, ha stulyozé matrix egy diagonalis kovariancia-matrix inverze, azaz
s 1 1 1 . .
Q(n) = diag ( /ag’ /012, . /07%_1), akkor a fenti 6sszefliggések

G(n) = (334)

P(m)u(n)
a2 + u(n)P(n)u’ (n)
modositassal hasznalhatok. Ha a kovariancia matrix nem lenne diagonalis, akkor a megismert
fehéritési eljaras alkalmazasaval, azaz egy transzformacio kozbeiktatasaval juthatunk el a

rekurziv forma alkalmazhat6sdgdhoz. Mindezekkel egyiitt rekurziv megoldast tudunk adni a
Gauss-Markov, a BLUE és a sulyozott LS becslések esetére.

G(n) = (335)

Egy tovabbi hasznos sulyozasi forma lehet a Q(n) = diag(f™ 1, "2, ...,1) stlyozomatrix
alkalmazasa, ahol 0 < f < 1. Ekkor a kovetkezd iterdcios 1épésében Q(n+ 1) =
diag(p™ ™1, B"72,...,1), vagyis a legutolsé mérési adattal képzett négyzetes hiba 1 sullyal
szerepel, mig a korabbiak rendre kisebbel. Egy ilyen sulyozé matrix esetén

P (n) .
FrumPuwy’ POt D =gl - Gmumlp@) (336

Ezzel egy felejtd hatast érvényesitiink, ami nemstacionarius folyamatok esetén eldnyos lehet,
hiszen a korabbi méréseket egyre kisebb sullyal érvényesitjiik a szamitds soran.

G(n) =
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Megjegyzés: Ilyen jellegli hatast érvényesit az un. exponencialis atlagold is, amelynél az
egyszerl vagy linearis atlagolasnal szerepld egyre csokkend sulytényezo helyett egy konstans
salyt (0 < b < 1) szerepeltetiink:

Tn+1)=x(n)+ nlﬁ [y(n) —x(n)] »x(n+1) (337)

= x(n) + b[y(n) — x(n)]
Ekkor, £(0) = 0 feltételezésével, X(1) = by(0),

x(2) = by(0) + b[y(1) — by(0)] = by(1) + b(1 — b)y(0)
£(3) =by(2) + b(1 — b)y(1) + b(1 — b)?y(0) (338)
(n+1)=by(n)+b(1—-b)y(n—1)+ -+ b(1 — b)"y(0)

Az exponencialis atlagold konstans egylitthatos, igy fel tudjuk irni az atviteli fliggvényét:
X(2) B bzt
Y(z) 1-(1-b)z7V
ami egy rogzitett savszélességli alulateresztd sziirdnek felel meg. Az egyszerli atlagolast

ebben a megkozelitésben egy Iépésrol-lépésre csokkend savszélességli  szliroként
interpretalhato.

(339)

Megjegyzés: A felejtés egy drasztikusabb formajat valositjak meg az un. cstuszo-ablakos
jelfeldolgozasi modszerek, amelyek rendre a legutols6 N mérési adatra alapozva adjak a
feldolgozas eredményét. Ezekkel a késdbbi fejezetekben foglalkozunk.

6.2. LS becslok szamitasa kényszerfeltétel esetén

Tételezziik fel, hogy a becsiilend6 a paraméter kielégiti az Aa = b kényszerfeltételt. Ekkor
feltételes szeélsdértéket keresiink a Lagrange multiplikatoros technika segitségével:

J(a) = (z—Ua)"(z—Ua) + AT(Aa — b),

d](a 340
J(a) =-20T(z—Ua) + ATA=0. (340)
Jda
Ebbdl a kényszerfeltételt kielégité a, megoldas:
A
ac = [UTU]7'U"z - [UTU] AT (341)

2
Mivel ez kielégiti a kényszerfeltételt (@ a kényszer nélkiili becslbt jeloli):

A A
Ad, = A[UTUI"'UTz - A[UTU]'AT = = Aa— A[UTU]'AT==b. (342

2 2
Ebbol
A —~
> = laluTu] AT (4a - b), (343)
amivel
. =a- [UTU) AT [A[UTU]*AT]"1(4a - b). (344)
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6.3. Nemlinearis megfigyelési modellt alkalmazod LS becslok szamitasa
A megfigyelési modell s(a) # Ua. A kritériumfiiggvény derivaltja:

0 T ds” (a)
7a (z-s(@) (z—s(a)) = -2 7a

A Newton modszer szerint a g(a) = 0 egyenlet iterativ megoldasa:

(z-s(a)) =-2g(a)=0. (345

dg(a) 9(a,)
oa ama, B0~ a,’
g 8@ ga) (346)
1= %0 ag(a) ) 2 — ag(a) T
da a=ay da a=a,
De kiindulhatunk s(a) Taylor sorabol is:
ds(a) 1 »0%s(a)
S(a)—s(ao)‘kw i (a—a0)+§(a—a0) %a | (a—ayp) (347)
a=ay a=ap
% = U(a,) jeloléssel, és a masodik derivaltat tartalmazo tag elhanyagolasaval:
a=ag
: s(a) = s(ag) + U(a,)(a — ay),
s’ (a)
: (z - s(@) = UT(ay)[z~ [s(ap) + U(a)(@—ap)]] =0, %)
a a=ag
ahonnan
a=ay+[U"(a)U(a))] U (ay)(z — s(ay)]. (349)

De kiindulhatunk J(a) Taylor sorabol is:

0/ (a) 1 0%)(a)
J(a) = J(ay) + “a (a—ay) + E(a —ay)T 97g (a—ap) +-+ (350)
a=ag, a=agp
Ha J(a)|nin = 0, akkor kiindulhatunk az elsd két tagbol, és a tobbit elhanyagoljuk, akkor
V@I = y(ay) jeloléssel:
da a=ag

VT (ag)Vj(ap)a = V" (ay)V](ap)ay — V" (ay)] (ay),
a=ay—[V]"(ay)V/(ay)] (ay).

Ha J(a)|nin # 0, akkor a VJ(a) = 0 feltétel teljesiilését keressiik, példaul az elsé és a
masodrendii tag figyelembevételével, azaz a tobbi elhanyagolasaval:

(351)

0 0%
Vj(a) =0= % + alz(;) (a—ay), (352)
ahonnan:
-1 -1
~ 0%J(a) d/(a) 0%J(a)
T [ 0%a a=a ] da a=a B [ 0%a a=a ] vj(aO), (353)
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amit Gauss-Newton mddszernek is neveziink.

Megjegyzés: Egyes feladatok alkalmas transzformaciéval visszavezethetok linearis
paraméter-fliggésre. Példaul a kovetkezd hullimforma ismeretlen A és ¢ paramétereinek
meghatdrozasa nemlinearis LS probléma.

s(n) = AcosQ2ufyn + @), n=01,..,N—1 (354)
Ha azonban az ezzel ekvivalens feliras
s(n) = Acos(2nfyn + @) = Bcos(2nfyn) + Csin(2mfyn) (355)

B és C paramétereit becsiiljiik, akkor a sokkal egyszeriibb linearis LS problémat kell
megoldanunk, és a keresett jellemzoket pedig transzformacidval kapjuk:

—C
A =+/B?+(C? ¢ =arctan (?) (356)
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7. Modellalapu jelfeldolgozas

A fejezet keretében a modellalapt jel-reprezentacio kérdéseivel foglalkozunk. Az alkalmazott
megkozelités 1ényege, hogy a jeleket az dket generdlni képes modellekkel reprezentaljuk, €s
ezeknek a modelleknek a feltételezésével megfigyeloket készitliink. A keresett jel-jellemzok a
megfigyeld jellemzdibdl kiolvashatok.

7.1. Az alapok felidézése

Eloljaréban a digitalis jelfeldolgozas legalapvetobb modszereit tekintjiik at. Ezek kozott
kiemelt szerepet kapnak a rekurziv atlagolasok.

- Egyszeri atlagolas (lasd 38. abra):

n-1 n
) 1 ) 1 n o 1 ~
20 =) Y00 = 20+ D =g ) y00 = g 4y =
k=0 1 k=0 ( )
= 2 + — y(m) — 2]
_1v - ’ f(n+‘1) — 2(n) - R
ORI EEES I I 5

38. abra. Az egyszerli atlagolas blokkvazlata

Vegyiik észre, hogyitt A =C =1, G(n) = ﬁ G(n) - 0,han - .
- Exponencidlis atlagolas (lasd 39. abra):

(Ezzel mar az el6z6 fejezetben talalkoztunk, lasd (337) — (339) Osszefiiggések.)
Idétartomanybeli leirasa:

X(n+1) =axX(n) + by(n), (358)

ahol a és b konstansok. A frekvenciatartomanybeli viselkedés leirasara hasznalhatdé a z-
transzformacié: zX(z) = aX(z) + bY(z), amibdl kifejezheté az exponencialis atlagold
atviteli fliggvénye:
X(2) b bz7!
Yz z—a 1-—azV

Ez egy alul-atereszté sziird, amely, ha konstans jelet kap, akkor a tranziens lejatszodasa
kimenetén ugyanez a konstans jelenik meg. Ehhez pedig az kell, hogy (359) ennek

megfelelden legyen normalva, vagyis H(z) = 1, ha z = 1. Ezzel (359) behelyettesitési értéke

2 =1, vagyis a = 1 — b. Ezzel a (358) 6sszefiiggés:

1-a

(359)

£n+1) =2+ b(y(n) —z(n)). (360)
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-1 X(n+1) .
A 4 > ; -1 x(n) »

Z >

y
(sl

v 5t

39. abra. Az exponencialis atlagol6 blokkvazlata

Vegylik észre, hogy itt is A = € = 1, tovabba G(n) = b. Ennek megfeleléen ilyenkor a
megfigyelt Oj értéket egy konstanssal szorozzuk, ellentétben a linearis atlagolassal.

Megjegyzések:
1. A (360) 6sszefiiggés felhasznalasaval (v.6. (338)):
X(0) =0, x(1) = by(0),
2(2) = 2(1) + b(y(1) = 2(1) = by(1) + (1 — b)by(0),
2(3) = 2(2) + b(y(2) — 2(2)) = by(2) + b(1 — b)y(1) + b(1 — b)?y(0),
x(n+1)=by(n)+b(1—-b)y(n—1)+ -+ b(1 — b)"y(0)

2. A (361) osszefiiggés alapjan jol lathatd, hogy mivel 0 < b < 1, a régebbi mintakat egyre
kisebb sullyal vessziik figyelembe. A (361) Osszefliggés gy is szarmaztathatd, hogy a
(359) Osszefliggést mértani sor alakba rendezziik.

(361)

3. Az exponencialis atlagolas egy rogzitett savszélességli alulateresztd sziirésnek felel meg.
Hozzéd képest az egyszerti atlagolas ugy illusztralhatd, mint folyamatosan egyre kisebb
savszélességli alulateresztd szlird.

- Csuszoé-ablakos (sliding window, moving average) atlagolas (lasd 40. abra):

1 n—1 1 n
g =z ) YIS+ =5 )yl =

k=n-N 1 k=n-N+1 (362)
=x(m)+5bm) —ymn-N)]

Itt is A =C =1, de a becsatolas mddja mas. Itt is tudjuk értelmezni az atlagold atviteli
fliggvényét, mert (362) z-transzformaltja:

. " 1
2X(2) = X(2) + 5 (1= 277 (2), (363)
amibdl:
Xz z'1-2z7V
= = 364
HO) =y = N 1= (364)
x(n+1)
ym)| 1 x(n)
—» —(1-zN) ¥ z ! >
N
40. abra. A csuszo6-ablakos atlagolas blokkvazlata
Megjegyzések:

1. 1 —z7N oszthaté az 1 — z~! tényezdvel, az eredmény: 1+ z~ + z72+... 4z~ N-D ami
azt fejezi ki, hogy N egymast kdveté mintat adjunk Gssze.
2. A1 —z7V tényezd gyokei az N-edik egységgyokok: N1 =z

77



Méréselmélet: 7. Modellalapu jelfeldolgozas

1. Példa: Két érték egyszert atlaga, frekvenciatartomanybeli viselkedés:

e 1) = 2T 32’ (n-1D (365)
illetve a z-transzformacioval:

R(2) = - +ZZ_1 Y(2), (366)

ebbdl az atviteli fliggvény:
H(z)=z71 1 +ZZ_1. (367)

z = eJ°T helyettesitéssel:

. 14 eJeT 3 eijT + e_ijT 3 wT

H(e/oT) = e~JoT — = e /2T —y = e 2T cos —. (368)

Ebbs1 az amplitado-karakterisztika: |H(e/)| = |cos“T]|, a fizis-karakterisztika: ¢(w) =
—sz, az wT = km helyen (k = +1, £3,...) (az el6jelvaltas miatt) w fazisugrassal. Lasd 41.
abra.

2. Példa: Két érték kiilonbsége, egyszerii differencialas, frekvenciatartomanybeli viselkedés:

n)—ymn-1
2+ 1) = 2 ";( ) (369)
illetve a z-transzformacioval:
R _ -1
zX(z) = > Y(2), (370)
Az atviteli fliggvény:
—_ Z_l
H(z)=z"1 5 (371)
z = eJ®T helyettesitéssel:
. . — e JoT 3 eijT — e_ijT 3 wT
H(eJoT) = e~joT . = je J2¢T — = je72¢T sin - (372)

Ebbdl az amplitado-karakterisztika: |H(e/T)| = |sin“’7T|, a fazis-karakterisztika: ¢(w) =
T 3

P Ea)T, az wT = k2mhelyen, (k =0,%+1,%2,...) (az el6jelvaltas miatt) m fazisugrassal.

Lasd 42. abra.
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IH(ejmT)I |H(eij)|

v

v

__________

41. abra. Egyszert atlag karakterisztikai ~ 42. abra. Egyszert differencialas karakterisztikai

3. Példa: Cstszo-ablakos atlagolas, frekvenciatartomanybeli viselkedés:

A (364) osszefiiggés szerint az atviteli fiiggvény z = e/“T helyettesitéssel:

i e_ij 1 - e_ijT _JE Tejg—e_‘lg _JNg—le SlnN;)T
H(e]wT) = N 1 — e JwT = N .wT ol N wT (373)
e el 2 —e l 2 SlTlT
Ebbdl az amplitado-karakterisztika:
jwT in 2
|H(e1“’ )| =~—ar | (374)
SiNn——
2
(lasd 43. abra), a fazis-karakterisztika:
N+1
Pp(w) = —T(uT (375)

az wT =k %ﬂ helyen, (k = +1,+2,...) (az clbjelvaltas miatt) w fazisugrassal, kivéve azokat a

helyeket, ahol sin “’TT is el6jelet valt.

{AwaANARERGR)

43. abra. A csuszo6-ablakos atlagold amplitado karakterisztikaja
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7.2. Jelek reprezentacioja jelterekben

Jelterek: az euklideszi tér altalanositasai
- éaltalanositott tavolsag— metrikus tér
- algebrai alapmiiveletek + linearitds — linedris tér
- norma (kapcsolat a metrikaval) — normalt lineéris tér
- skalar v. belsd szorzat —» (a,b) = a’b = b a.

Linearis vektortér:

Bazisvektorok: ¢p,,,, m = 0,1,..., N — 1. Ezekkel az x vektor reprezentacioja:
N-1

x= Z @ bor, (376)

m=0
ahol {a,,}, m = 0,1, ..., N — 1, a baziselemekbdl készitett linearis kombinacio sulytényezdje.
Meghatarozasa:

N-1

) = ) (S bn), (377

m=0
n=0,1,..,N — 1, egyenletrendszer megoldasaval.

Hasznos az un. reciprok bazis alkalmazasa: 6,,,, m = 0,1, ..., N — 1, ahol

_ (1, ha m=n
(@ 02) = S S = (g et (379)
Ezzel:
(x,0,) = ivn_:%) Om (¢m,0n)! Om = (x, em)' (379)
vagyis
N-1 N-1
x= ) @0 bn = ) (% bm) O (380)
m=0 m=0

A bazis ortonormalt, ha (¢, ) = Snn, amivel

N-1
x= ) (%bn) b (381)

Megjegyzés: ¢, = [P (0), P (1),..., ¢ (N — 1)]7, ahol a zardjelben megadott indexek
értelmezhetdk diszkrét idgindexként.

Linearis tér:

A bazisok folytonos fliggvények (végtelen dimenzids ,vektorok™), azaz ¢, — ¢, (t),
0., — 0,,(t). Ezzel az x(t) jel reprezentacioja:

oo

X() = ) andm(t),ahol ay = (x(), 6 (1) (382)

(=)
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Példa:
Fourier sorfejtés: ¢, (t) = exp(j2nmt), 6,,(t) = exp( — j2mrmt), m=0,1,...,N — 1.
Integral-transzformacio:

a bazisoknal m szerint is végtelen finom felbontds, ill. végtelen dimenzi6: a bazisokbol
Osszeall egy kétvaltozos fliggvény, a sulyozd egylitthatd helyére pedig egy egyvaltozods
fliggvény 1ép. m — s, ilyenkor

x(t) = ja(s)qb(t, s)ds a(s) = fx(t)@(s, t)dt (383)
s T

integral-transzformaci6 parok.
Példa: Fourier integral: ¢p(t,s) = 1/6(s,t) = exp(j2nst).
Megjegyzések:

1. Diszkrét integrator: a 44. abran lathat6 rendszer id6tartomanyi leirasa:
tn+1) =x(n) +yn), (384)

atviteli fliggvénye:

=z 14272 4. (385)

v

Y
>
N

44, abra. A diszkrét integrator blokkvazlata

Egy ilyen rendszer a bemenetére adott értékeket az el6z6 6sszeghez adja. Figyeljiik meg,
hogy az atviteli fliggvény atirdsakor felhasznaltuk a mértani sor 6sszegképletét.

2. A Fourier integral hatasa: Az x(t) jelet szorozzuk az exp(—j2nf,t) komplex
exponencialissal, aminek hatasara a jel spektruma balra tolodik f;-val. (Lasd 45. abra.) Az
integralas végtelen keskeny alul-atereszt6 sziirének felel meg, amelynek kimenetén az f
frekvencianal érvényes spektrum-értéket kapjuk.

*f\a
i /\ > f
0 fo

45, abra. Frekvencia transzpozicid
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7.3. Megfigyelo jelfeldolgozasi feladatokra

Jelolés: {c,y(n)}, {gm(n)} jeloli a bazis/reciprok bazis rendszereket, m,n = 0,1,...,N — 1.
A mérendd jelrdl azt tételezziik fel, hogy a bazis-rendszer elemek linearis kombinacidjaként
all el6, és a bazisvektorok dimenzidjanak megfeleld mintabol all6 diszkrét jel. A stlyozod
egylitthatokat bemenet nélkiili, diszkrét integratorokban tarolt értékek adjak. (lasd 46. abra.)

Co(m) go(n) co(n)

0 z7! £
1—2z1

g1(n)

H
I~
NIL
iR
=
ie)
K3
~
3
—
|
-

N
1
A
=
<

1—2z1

Y
1—-z1 —1>®—>

cyo1(n) In-1(n) : ey-1(n)

-1 -1 ~
z XN-1 z Xy
1—2z1 1-—2z1

46. abra. Megfigyelo jelreprezentacio céljara

Ezek az értékek a jelet generald hipotetikus rendszer
x(n) = [xo(n) x:(n) -+ xy_1(n)]7 allapotvaltozoi.
Ezek X(n) = [Ro(n) X, (n) - Xy_1(M)]T becsldjét megfigyeldvel Aallitjuk els. A

hipotetikus jelgenerald rendszert leird egyenletek:
x(n+1) =x(n); ym) =" (n)x(n), (386)
a megfigyelot leir6 egyenletek pedig:
X(n+ 1) =%x(n) + gn)c’ (n)[x(n) — x(n)] (387)
A hibarendszer:
x(n+1)—2m+1) =T - gn)c"®)xn) — M), (388)

illetve a kezdeti értékek eltérésébdl inditva:

n

x(n+1)—-x(n+1)= 1_[(1 — g(k)cT (k))[x(0) — x(0)] (389)

k=0
N 1épéses konvergenciat akkor kapunk, ha:
N-1
| [a-9t0era =o. (390)
k=0
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Ez viszont teljesiil, ha {c,,(n)}, és {gnm(n)} bazis/reciprok bazis part alkotnak (m,n =
0,1,...,N — 1), ugyanis minden olyan tag, melyben szerepel g(i)c” ()g()cT (j), és i # j:
nullat ad a bazis/reciprok bazis elemek ortogonalitasanak kdszonhetden, tovabba

[[0-9wew)=1-3 goe'w =o0. (391)
k=0 i=0

Megjegyzések:

1. A diszkrét Fourier transzformacié (DFT) esetén:

1 2
(6n(m) = exp(j T mm)}, (g () =y exp(— oM} (392)

2. AYN-2 g(k)cT (k) = I bizonyitasa: Irjuk fel a g(k)c” (k) diadikus szorzatot:

90(k)
D) e el ena ()] =
-1 (k)
go(k)co(k) go(k)cq (k) o go(K)ey—1 (k) (393)

70k g(e® = glden (k)

Inr (Do) guoa(R)er(k) g1 (k)ey—1 (k)

Ha ezek utan, k-t futtatva, minden matrix elemre végrehajtjuk az 6sszegzést, akkor minden
elem helyén egy-egy bazis-reciprok bazis vektor skalar-szorzatat szamitjuk ki, aminek
eredményeképpen a féatloban 1-esek, az 6sszes tobbi helyen pedig 0-ak fognak allni.

3. Az x = Ty jeltranszformaci6 értelmezése a bazis/reciprok bazis rendszerrel: Eloszor irjuk
fel, hogyan képzeljiik el a jel 1étrejottét. (Lasd ehhez a 46. abrat is.)

¥(0) o0 o) o cya(0) 1] x(0)
y(l) — Cogl) Clgl) CN—.l(]-) X(l) (394)
yn -] leeW-1) -1 -« cv-llw-1

ahol az x vektor elemei a matrix oszlopaiként megjelené bazis vektorok sulytényezéi. A
jel-transzformacio célja a jelbdl (y vektor) kinyerni ezeket a sulytényezbéket. Ennek médja
az y vektor szorzasa a

[ g5 | 90(0) go(1) - go(N—-1)
T:| g1 |: 9150) glgl) gl(NE—l) (395)
lg? ) lov1(0) gy - gy a(N—-1)

matrixszal. Az eredmény — (394) és (395) Osszevetésével — éppen az x vektor. A jel-
transzformacié matrixanak sorai tehat a reciprok-bazis vektorok.

4. A 46. abran szerepld megfigyeldvel a ,,megfigyelés” az elsé N 1épés utan folytathato, a
kapott eredmény mindig az utols6 N mintira vonatkozik (Csuszd-ablakos feldolgozas).
Ehhez
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c(N) =¢(0) . (k) = e(kmod N)

gN) =g(0) " g(k) = g(kmod Ny (396)

5. Az abra szerinti sémaban tetszéleges diszkrét transzformacio megvaldsithatd csuszo-ablak
(rekurziv) jelleggel. A szamitasigény N hosszll blokkra ~N?-tel ardnyos, egy ujabb 1épés
szamitasigénye pedig ~N -tel.

6. Gyakran hasznaljuk a diszkrét Fourier transzformaci6 part, amelynek 0sszefliggései:

= e

x(m) = Nz y(m)e? ™™ m=0,1,...,N—1,
-1 . (397)

y(n) = Z x(m)e "™ n =0,1,...,N — 1.

m=0
Itt y(n) a feldolgozandd diszkrét id6éfliggvény mintait jeloli, x(m) pedig a harmonikus
komponensek sulytényezdit. A megfigyeld sémaval megvalosithatd rekurziv diszkrét
Fourier transzformaciot RDFT = Rekurziv DFT modon hivatkozzuk.

7. A késleltetd elembdl, konstanssal torténd szorzasbol és az Gsszeadasbol felépiild, idoben
diszkrét haldzatok sajatfliggvénye a komplex exponencidlis. Ebbdl fakadéan az RDFT
masképpen is megvalosithato.

8. A folytathatosag értelmezhetd altalanosabban: az elsé N 1épés utan a bazis/reciprok bazis
vektorok elsd elemét olyan értékekkel helyettesitjiik, hogy megmaradjanak a bazis/reciprok
bazis rendszerckre vonatkozd tulajdonsagok. Példa: nem-harmonikus  sin/cos
komponensekre bontas.

Keverés-integralas-keverés helyett savsziirés: Rajzoljuk at a 46. abra bels6 részegységét a

47. abran lathaté modon. In(Mcp(n+1)
m(n) Cm (1) z”!
»é >z 1 >é—>
cn(n+1)
o . SO . ) o
47. abra. Diszkrét integrator keverdk kozott 48. abra. Rezonator kialakitasa (1. Iépés)

Toljuk be a bazisvektor-elemmel torténd szorzast a késleltetd elem visszacsatoldo hurkdba
(lasd 48. abra). Egy tovabbi 1épésként toljuk tovabb ezt a szorzast a hurokban, amivel a DFT
esetén olyan elrendezést kapunk, amely tobb elonyos tulajdonsdggal rendelkezik (lasd 49.
abra).

cp(n+1)
Im(MW)cm (M) cm ()

NN

49. abra. Rezonator kialakitdsa (2. Iépés)

v

Vegyiik észre, hogy ezzel az atalakitassal az elrendezés fliggetlen lett az n diszkrét
1dovaltozotol, mert a DFT esetében
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cm(n+1) Al _ _1
=T =g guMen() = (398)

Az atalakitassal 1étrejott részegységet rezonatornak nevezziik, mert egyetlen (komplex) polusa
az egységsugari koron, és ezzel a stabilitas hataran helyezkedik el. Egy ilyennek az atviteli
fliggvénye az m-edik csatorna esetében:

Hp(z) = ————. (399)

Kitéré: A valés egyiitthatos és a komplex egyiitthatés diszkrét Fourier sorfejtés
kapcsolata

Ha a jel egy periddusa N mintabol all, és idotartama N/f,,, ahol f,,, a mintavételi frekvencia,
akkor a valos egyiitthatos diszkrét Fourier sorfejtés:

N paros esetén: O,%,Z%’l,...,% frekvenciaji  komponensekbdl, N pdaratlan esetén

pedig: O,%", 2%’1, v, (N — 1)5—"}; frekvenciaji komponensekbdl fog allni. Egy y(n) diszkrét
jel sorfejtett alakja:

N paros esetén:

N
71

21 21
y(n) = A, + [Akcos(ﬁ kn) + Bksin(ﬁkn)] + Ancos(nn) =
k=1 2

N
2! o JE 4 e—j%ﬂkn o 2Fn _ e—j%”kn
= Ay + z A +B
ejﬂn + e_jﬂn (400)
+Ay————— =
5 2
N-2
2
A — jBe\ 2 A, + jB 2 ,
k=1 2
N paratlan esetén pedig:
N-1
2
21 . 2m
y(n) = Ay + Z [Akcos(ﬁ kn) + Bksm(ﬁkn)] =
k=1
N-1
2 ejzwnkn + e—jzwnkn ejzwnkn _ e—jzﬁnkn
= Ao+ ) |4 + By . = (401)
& 2 2j

N-1
2
A, —jB 2 A B 2
o () ()
k=1

A diszkrét Fourier transzformacio (mar korabban is szerepeltetett) osszefliggései:
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N-1 -1
1 2T n ;2R n
v(o) = anoy(n)e‘f T, y(n) = kZ Ok (402)

A kétfajta jelolés 6sszekapcesolasaval N paros esetén:

A, —jB N N
A=Y, 215 oY) k=1, ..~ —1,Ay = Y(—),
2 2 3 2
heg i S Y k=N 41, N1 o
2 - k—% - ) - 2 )y
A kétfajta jelolés 6sszekapcesolasaval N paratlan esetén:
A, —jB N-1
Ay = Y(O),kT]k = Ce = Y(), k= 1,0,
A, N2—1 +JB, N2—1 ) Na+1 (404)
5 =Ck_E=Y(k)'k:T""'N_1'

2

Lathato, hogy a komplex forma sokkal tomorebb irdsmodot tesz lehetdvé. A tovabbiakban a
komplex format hasznaljuk. (Kitérd vége.)

Keverés-integralas-keverés helyett savsziirés (folytatas):

A megfigyel6 egyetlen csatornajanak atviteli fliggvénye:

1 z,z?t
Hpn(2) N 1—2z,z1
T, = m 405
S Y. T S S (40
N ~n= 0 1—-2z,z71
Fontos tulajdonsag, hogy Tp,(2)|;=;, = 1, ill. Ty (2)|,=7, 222, = 0. A rezonator pdlusnak

megfeleld frekvencian a hurokerdsités végtelen. Az atvitelt a visszacsatold halozat atvitele
hatarozza meg, ami a jelen esetben 1. Ebb6l adoddan ezeken a frekvencidkon kedvezd az
elrendezés paraméterérzékenysége.

A megfigyeld csatorndinak 0sszegzésével 1étrejovo kimenetre vonatkozo atviteli fiiggvény:

-1

nZ

_ Ynzo Hn(2) Nzn OTnZl 406

Hp(2) = 1+YN-3H (Z) Z,z 1 (406)
I

Fontos tulajdonsag, hogy Hp(z)|,=,, = 1. Mivel ez a megfigyeld N Iépésben konvergalt, és
utdna mér hibétlanul el8allitja a bemendjelet, ezért Hp(z) = z~V kell, hogy legyen. A (406)
Osszefliggés szamlalojat és nevezdjét is szorozva [[NZ2(1 — z,z71) = 1 — z7V tényezdvel

-1

- ZnZ
oy Do WOTTOEEG
P - - o - 407
1+ 271\1]:(} Hy(2) 11—z ++ (1 —z7N) Zn i1 inZZ — (407)

A bizonyitashoz felhasznaljuk, hogy
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N-—
z b 2z + (227 D)3+ =

-N

(408)

=N+ +@E")3+.)= NT— =%

mivel az N-edik egységgyokok (€s hatvanyaik) dsszege a N-edik hatvany kivételével nulla.

A (407) osszefliggés vizsgalata azt mutatja, hogy Hp(z) alternativ megvalositasa a 50. abran
lathat6 elrendezés, ahol az m-edik csatorna atviteli fliggvénye:
1 Zz7 1
Tu(2) = 3 (1 =27 2, (409)

_ -1
1—-2z,2z

¢s amelynek Osszegzett atviteli fliggvénye:

_ zZnz”! _
HP(Z)——(l—Z A PXit o#=z N, (410)
| 2z
1—2z4z71 —
-1
1 P i —»
_’ﬁ(l—z—"’) > 1—2zz71
Zy_127 1
>

>
1—2zy_qz71

50. abra. Alternativ megvalositas
Megjegyzések:

1. A (409) osszefliggés m = 0 esetén (z, = 1) megegyezik a csisz6 ablakos atlagolo atviteli
figgvényével. Impulzusvalasza/sulyfliiggvénye az m-edik bazisvektor, amely N mintabol
all.

2. A (409) Osszefiiggés a 43. abran lathaté amplitado-karakterisztikaja sziir6t eredményez
azzal a kiilonbséggel, hogy a savkdzepe nem nulla frekvencian, hanem a z,, gyoktényezd
altal kijelolt frekvencian van. Ez a frekvencia a mintavételi frekvencia m/N-szeresénél
van. A sziir6 a N szélességli ablakra nézve periodikus jelek komponenseit, a m-edik
kivételével, tokéletesen kiszlrik, mert a harmonikus frekvencia poziciokban a szamlalo
atvitele nulla.

3. A (409) osszefiiggés véges impulzusvalaszii sziir6t (cstszo ablakos sziir6t) ir le, mert
szamlaloja oszthatd a nevezdjével. Szamlaldja az un. féslis szlir6t valdsitja meg,
amelynek m indexti fogat a polus ,kitori”. A szamlald6 megvaldsitasa nagyon egyszert,
amit koran felismertek.

4. Az 50. abran lathatd strukturat Lagrange struktirdnak nevezik, mert a Lagrange
interpolaci6 frekvenciatartomanybeli megvalositasara alkalmas. Az egyes csatorndk
atviteli  figgvényei a  Lagrange  polinomoknak  feleltetheték meg, a

87



Méréselmélet: 7. Modellalapu jelfeldolgozas

10.

11.

12.

frekvenciatartomanyban értelmezhetd interpolacié pedig ezek linearis kombinacidja révén
jon létre.

Ennek megfeleléen a Lagrange struktarat véges impulzusvalaszii (FIR) sziirdk
megvaldsitasara (is) hasznaljak az alabbi 6sszefliggés szerint:

HE) = ) waTy(2) (411)
n=0

azaz az egyes csatornakimenetek linedris kombinaciojat képezziik. Mivel w,, = H(z,)
modon hatarozhaté meg, az eljarasat frekvencia-mintavételi eljarasnak nevezik.

A (409) Osszefliggés a stabilitas hataran 1évé rendszert ir le, mert rezonatort tartalmaz,
amely bemeneti jel nélkiil is képes kimeneti jelet produkalni, ha nullatol kiilonbozo
kezdeti értékrdl inditjuk a miikodését. A polus pozicid pontos beallitdsa numerikus
problémakat vet iitkozik: a polus-zérus kiejtés nem lesz tokéletes.

A numerikus/stabilitasi problémak csokkentése érdekében felvetheté megoldasok: (a) az
1 —zN polinom helyett [I¥Z3(1 — z,z~1) valdsitandd meg, mégpedig azonos modon,
mint a polusokat. A nemidedlis polusok kiejtésére egy hasonléan nemidealis zérus
alkalmazasaval kerithetiink sort; (b) Megfigyel6é elrendezést alkalmazunk, ahol az
egymast kiejté zérust €s polust ugyanaz a hardver valdsitja meg.

A megfigyel6 alapu struktura kedvezobb tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint a Lagrange
struktira. Mint a késObbiekben latni fogjuk, mikézben minden olyan feladat ellatdsra
alkalmas, amire a Lagrange strukturat kitalaltdk, szamos egyéb lehetdséget is kinal: (a)
Lagrange interpolaci6é tetszOleges (de kiilonb6zé) rezonator pdlusok esetében; (b)
tetszOleges atviteli fliggvény polus megvaldsitasa.

Az eddigiekben targyalt atviteli fliggvények mind valds egylitthatosak, ill. valos
egylitthatdos formara hozhatok. Ezzel egyiitt jar, hogy a gyokok vagy valdsak, vagy
konjugalt komplex parban jelentkeznek. A z,, komplex rezonator polusnak a z, =
1/z,, = z;;! konjugaltja mindig fellehetd. Ezzel az jar, hogy a fiiggvényeket a —m <
%ﬂm < m tartomanyban, illetve a —f;,/2 S% fu < fu/2 értelmezziik, ahol f;, a
mintavételi frekvencia, m pedig a rezonator pozicidok azonositdja: —N/2 <m < N/2.

A valosagban masodfoku, valos egyiitthatds rezonatorokkal érdemes dolgozni,
amelyekhez ugy jutunk el, hogy a konjugdlt komplex polusparokkal rendelkezd
csatornafliggvényeket (a) Osszeadjuk, ekkor mindkét csatorna atvitele (egymassal
megegyez0) realis részének kétszeresét kapjuk az Osszegzett csatorna kimenetén; (b)
kivonjuk, ekkor mindkét csatorna atvitele (egymastol csak eldjelben kiilonb6z6) képzetes
részének kétszeresét kapjuk a két csatorna kiilonbségeként.

A (409) 6sszefliggéssel leirt elrendezésbe nem épiil be a jelet generalo rendszer modellje,
ilyen értelemben az evvel torténd feldolgozéas nem tekinthetd modell alapunak.

A 100%-ban negativ visszacsatolasi rezonator-struktira kedvezd tulajdonsdgai
analogiaba hozhatoak a hasonloképpen visszacsatolt miiveleti erdsitd tulajdonsagaival: az
igen nagy hurokerdsités nagy pontossagot tesz lehetdve.

A rekurziv jelreprezentacié sajatossagai:

(1) soros-parhuzamos atalakité: az id6tartomanyban értelmezhetd N mintabol, az N minta

beérkezését kovetden eldall a parhuzamos csatorndkon N adat, amely egyértelmiien
reprezentalja az N id6tartomanybeli mintat.
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(2) A szamitast folytatva tovabbi N mintara ismét eléall a transzformalt tartomanybeli
reprezentacio. Igy folytatva, rendre az N mintabol all6 adatblokk egyértelmii
reprezentaciojat kapjuk a blokkméretnek megfeleld mértékii mintavételi-frekvencia
csOkkentéssel (un. decimacidval.)

(3) Az ilyen el6allitas minden 1épésben a legutols6 N minta transzformaltjat adja, azaz
csuszo-ablakos/rekurziv transzformaciot valdsit meg.

A megvaldsitott transzformaciok a (395) szerint feléplildé matrixok, amelyek a rekurziv
eléallitas kovetkeztében interpretalhatok N csatornds szlirOkként, ahol a szlirok kimenete
kétféleképpen képezhetd:

(@) A 46. abran lathato diszkrét integratorok kimenete, mint sziir6 kimenet, amely
folyamatosan az n = 0 idépontban inditott, majd periodikusan folytatott bazis-vektorok
sulytényezdit becsiili (Fourier esetben ezek a diszkrét ,,Fourier-sorfejtés” egyiitthatoi).
Idedlis esetben (N-re periodikus, megfeleléen savkorlatozott jel), miutan a megfigyeld az
els6 N Iépésben konvergalt, a bemendjel tulajdonsagaibol fakadoan a diszkrét
integratorok kimenete 4llandé marad;

(b) A 46. abran lathato, diszkrét integratorok utani keverok, ill. az 50. abra szerinti diszkrét
rezonatorok kimenetei, amely a legutolsé N minta Fourier transzformaltjat szolgaltatjak,
amelyek megegyeznek a folyamatosan a feldolgozott jel komponenseinek aktualis
mintaival (Fourier esetben ezek az Gn. ,,Fourier komponensek™). Ezek a komponensek
minden N periddus kezdetén megegyeznek a bazis-vektorok el6zéekben értelmezett
sulytényezdivel.

A rezonator alapu rekurziv diszkrét Fourier transzformator (RDFT)

Az eddigiek részbeni Osszefoglalasaként tekintsiik at a rezonator alapu rekurziv Fourier
transzformator jellemz6it! Az 51. abra az egyes rezonatorokat mutatja be. A 52. abra a teljes
struktarat illusztralja. Egyes csatornainak atviteli fiiggvényét a (409), az Osszegzett atviteli
fliggvényt pedig a (410) dsszefliggeés irja le.

—»{ REZONATOR —»

)
>
A\ 4
N

51. abra. Rezonatorok alternativ megjelenitései
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A A A 1‘; N=6
“1 5 Hy(2) > Y(0) - d >
T
1
» Y (1

y(n) y ;—’ H,(2) ) — —_— —

1 1
N = —>

—» Hy_1(2) » Y(N-1)

52. abra. A rezonator alapu visszacsatolt struktura
Megjegyzések:

1. A rezonator alapu rekurziv diszkrét Fourier transzformator jelutjainak megforditasaval -
ezzel az Un. transzpondlt struktirdhoz jutunk - egy N bemenetli és egyetlen kimenetli
szirét kapunk. Ez egy parhuzamos-soros atalakitd, amelynek bemenetére N lépésenként
elhelyezett bemeneti érték (,,impulzus™) sulyozza az adott bemenethez tartozé komplex
exponencialis bazisfiiggvényeket: ezek linedris kombindcidjaként jon létre a generalt jel. A
transzponalt struktura tehat egy jelgeneratort valosit meg. Az ebben megvalosulo
visszacsatolds biztositja, hogy az egyes rezonatorok ne ¢&ljenek ,,0nallo életet”,
pontatlansagaik a miikddés soran ne akkumuldldodjanak, mint a visszacsatolds mentes
rezonatorok esetében.

2. Csak paratlan harmonikus komponenst tartalmazo jelek esetén érdekes lehet a —1
egységgyokeire alapozott bazis/reciprok bazis készlet, ill. transzforméacio. Ilyenkor az elsé
bazisvektor egy félperiodust komplex exponencialis, a masodik egy masfél periodusu, stb.
Ilyenkor Hp(z) = —z~V, azaz a N 1épésnyi késleltetés mellett fazist is fordit.

3. Ha a (406) 6sszefliggésben az 1/N tényez0 helyett /N szerepel, ahol 0 < a < 1, akkor a
csuszo ablakos transzformaciot kombinalni tudjuk az exponencidlis atlagolassal. Ez azt
jelenti, hogy az egymast kovetd, N hosszisagu blokkokat felejté hatassal atlagoljuk.
Ilyenkor (406)

Qyn-1_ZnZ”
N

n=07— , ;-1 az™N az N
H = z = = 412
»(2) 14 Eyn-1 znz~ ! 1-zN+az?¥ 1-(1—-a)zV (412)
N&n=01 — 7z 771
forméban irhatd, ami a mértani sor 8sszegképletével
Ho@)=az " +a(l—-a)z7?" + a(1 —a)?z73N + .-, (413)

vagyis az egymastdl N tavolsagra lév0 mintakat egyre csokkend sullyal vesszik az
atlagolasnal figyelembe. Ugyanez a hatds az egyes csatorna kimenetek esetében a
N hosszisagi blokkok alapjan kiszdmitott komponens-mintdk exponencidlis 4atlagolasat
eredményezi. Lasd 53. abra.
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a(l—a)

!

T

a(l —a)?

v

I

53. abra. Illusztraci6 a blokkos felejtéshez
7.3.1. Arezonator alapu megfigyeld, mint univerzalis jelfeldolgozo eszko6z

Altalanositsuk a (399) osszefliggést az alabbi modon:

Z—1

Hp(2) = +——= (414)

— Zpz 1
frjuk fel ezzel a Hp(2) atviteli fiiggvényt:

N1 N-1 gnz_l
Zn:O Hn(Z) _ n=0 1-— ZnZ_1

N-1 —1
R e
n

Hp(2) = (415)

Ha véges impulzusvalaszi (FIR) viselkedést akarunk biztositani, akkor a (415) Gsszefiiggés
nevezdjének az alabbi kotést kell teljesiteni:

1
1 Z , 416
* 1_Zn (}(1 _ZnZ_l) ( )

mert ebben az esetben lesz a (415) 6sszefliggés z~1 polinomja, azaz véges impulzusvalaszi.
Ehhez a {g,,} és az {1y, = gm/Zm} stlytényezdket

_ Zm 1
Im TN (A 20z T (= znz (417)
n+m n*m

alapjan tudjuk meghatarozni. FIR sziir6t a frekvencia-mintavételi eljaras szabalyai szerint, az
egyes csatorndk kimeneteinek linearis kombinaciojaként valdsitunk meg. Lasd (411)
Osszefliggés.

Megjegyzések:

1. A rezonator p6lus pozicidk szabadon megvalaszthatok (de legyenek kiilonbozok).

2. Ha a rezonator polus poziciok az N-edik egységgyokok, akkor r,, = 1/N minden m-re.

Ha végtelen impulzusvalaszi (IIR) viselkedést akarunk, és adottak a megvalositando p,,,
m=0,1,..,N — 1, akkor (416) és (417) megfelel6je:

1 1 _ -1
1+ Z 01( Pnz_) (418)
1_Zn noo(1—z,z71)

H (1 PnZm ) Ty H (1 PnZm )
Nl —zyzp)' ™ TINZE (= z,270) (419)

n+m n+m

Im = Zm
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A sziir6 kimendjelét ebben az esetben is az egyes csatornak kimeneteinek linearis
kombinacidjaként kapjuk.

Megjegyzés: A rekurziv jeltranszformator, tovabba FIR és IIR sziird megvaldsitasara
egyarant alkalmas rezonator-alapt jelfeldolgozé struktura fontos tulajdonséagai:

(@) A jelet komponensekre bontja, majd (sziikség szerint) linearis kombinacio képzéssel
szintetizalja.

(b) A rezonancia frekvencidkon a hurokerdsités végtelen, ezért az atvitel paraméter-
érzékenysége — a kimeneti linearis kombinacidé sulytényez6it leszamitva — ezeken a
frekvenciakon nulla, az atvitel pontossagat kizarolag ezek a sulytényezok befolyasoljak.

(c) A rezonator polus poziciok szisztematikus megvalasztasaval stabilitasi és numerikus
szempontbdl egyarant kedvezd szamitasi elrendezéshez jutunk.

Kapcsolat a Lagrange interpolacios polinommal:

Adott {x,, x4, ..., Xy_1 } Gn. alappontok felett egy fliggvény értékei: vy = y(xo), Y1 = y(x1),--.
Yn-1 = Y(xn_1)- Az ezeken a pontokon “athalad6” Lagrange interpolacids polinom

N-1
Y(x) = H(x — Xp) Z X —x (420)
n=0
ahol
@ = Ym
" I;I’l;%) (xm - xn) (421)
nEm

Az Osszefiiggések egybevetésével lathatd, hogy a frekvencia-mintavételi eljaras (lasd (411)
Osszefliggés) a Lagrange interpolacionak felel meg, és az is, hogy nem csak az N-edik
egységgyokok esetében hasznalhato.

Megjegyzés:

Hermite interpolacio: (tobbszorés rezonator polusok esete). Ha az x,, alappontban egy
fliggvénybol Ny(m) szamua adat (érték, elsé derivalt értéke, masodik derivalt értéke, stb.) all
rendelkezésre, akkor az un. Hermite interpolacios polinom

No (m) 1

Qi X
V() = ﬂ(x — xp)o® Z PR (422)
ill. a megfeleld digitalis szlird-készlet
N-1 No(m) 1 i
H(z) = 1_[“ — zaz Y™ Z -z Z—l’)“&o(m (423)

amelynek ko6zO0s zérusai, a Lagrange interpolaciohoz hasonléan eldallithatok a kozos
visszacsatolas segitségével. A kiilonbség csak annyi, hogy a multiplicitdsnak megfelelé szdmu
rezonator sorosan kapcsolodik.
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7.3.2. A passzivitas feltétele rezonator alapi megfigyel6knél

Kedvezdek azok a szamitasi eljarasok, amelyek passzivnak tekinthetok. Ezek tipikusan - a
strukturajukbol adédoan - a paramétereik értékétdl fiiggetleniil nem novelik a jelszintet egy
bizonyos érték folé. A rezonatoros struktura esetében

Hp(z) = 21 (424)
P& =T+ b
alaku, ahol a és b valos. Annak feltétele, hogy |Hp(z)| < 1 legyen: a = —0.5. Mivel
@ = Re Z H,, (2) (425)
n=0
illetve
N-1 1 . .
20 = InZ Z gnZ gnZn + 9nZ — GnZn _
a= =
1—an1 1—Zn 2—z,z7' —z;1z
n=0
N-1_Re [‘g—”] 2—zpzt=—z;'2)+jIm [‘g—"] (2,27t — z712) (426)
— n n > _1
(2 —2z,z71 — z712) -
n=0
ami z értékétol fiiggetlentil teljesiil, ha
[g"] =0, n=01,..,N—1 (427)
Ekkor
Z ] Z r < (428)
Megjegyzések:

1. Stabil sziir6k esetén mindig 1étezik olyan rezondtor-pdlus készlet, amelyre (428) teljesiil.

2. Stabil szlir6k eseténazr,,, m = 0,1,...,N — 1 pozitiv szam.

3. A jelenséget strukturdlis stabilitasnak nevezziik, mert a (428) ,globalis” feltételtdl
eltekintve a paraméterektdl fliggetlen a ,,passzivitds” tulajdonsag.

4. A (419) 6sszefiiggés alapjan

H (1 - anml)
fm = n= (1 - Zanl) (429)

nm

5. A tervezés menete: (1) a polusok ismeretében a rezonator-polus poziciok meghatarozasa
ugy, hogy 1y, valos legyen; (2) a (429) alapjan az r,, értékek kiszamitasa; (3) a rezonator-
polus poziciok altal kijeldlt frekvencidkon az atviteli fliggvény ,,mintavételezése”, és ezzel
a stlyozo egyiitthatok meghatarozasa.

Példa: Masodfoku, végtelen impulzusvalaszii szlird megvaldsitasa. Elsé Iépésként
megvalasztjuk a rezonator poziciokat:
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-1 1
N=2 2zy,=1 2z =-1, Hy(2)=r, 1,1 Hi(z) =n 1121 (430)
Megvalositando:
1—-7)z71
Hzy = &=D7
1=z (431)
H(z) = Hy (z)wy H,(z)w,
14+ Hy(z)+ H(z) 1+ Hy(z)+ H;(2)
A frekvencia-mintavétel eredménye:
Wo = H(Z)|z=1 =1lLw, = H(Z)|Z=_1 =-1 (432)
Amivel
1+z Y1zt +(1 -z Yzt
H(Z) = — — — — — =
1—-z24+A+zYVryz ' -1 -z YHryz?
B (ro+r)z 1+ (rg—1)z7? _(1=n)z! (433)
1+ (y—r)z 4+ (gt — 1)z 1—1z72
ahonnan:
1—7r
To=1y = (434)
2
Megjegyzések:
1. Ha
(1-r)z71t
= 435
H(z) 1+rz=2' (433)
akkor
1l=r  1-r
Wo_1+1"Wl_ 1+7 (436)

azaz a rezondtor kimeneteket leosztjuk, ami fixpontos szdmitdsok esetén numerikusan
elénytelen lehet.

2. Ha z, = j, z; = —J, akkor ugyanerre az atviteli fliggvényre w, = —j, w; = j, tehat nincs

leosztas, minddssze a kicsatolas ,.képzetes”. Ilyenkor:

jZ—l -1

Hy(z) =1, 1——jz‘1H1 (2)

=T T+ 7 (437)

amivel a fenti 6sszefliggések:
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N R Vi | i LU
ST (A +jz Drgjzt = (1 — jz Yrjzt
(ro+1r)z~t +j(ry—r)z™2 _ (1-r)z1 (438)

1 +j(ro—r)z = (rg+1r—1)z2 1+rz2

ahonnan:

(439)

Ha Hy(z) és H,(z) konjugalt komplex parok, akkor rq = 1y, azaz H(z) valos egylitthatos
lesz.

3. A 2. pont szerinti rezonator polus poziciok az 1 + z2 polinom gydkei, tehat -1 gyokei.
Vegyiik észre, hogy (1 + z2)(1 — z?) = 1 — z*, tehat +1 negyedik gyodkei.

7.3.3. Tovabbi transzformaciok megvaldsitasa

A ,jelcsatornak” parhuzamos kimeneteinek linearis kombinaciojaval Gjabb transzformaciok
hozhatok létre. Azt, hogy ezzel a lehetdséggel ¢liink-e, leginkdbb aszerint hatarozzuk meg,
hogy szdmitastechnikailag mi eldnydsebb:

(a) Elképzelhetd, hogy a rekurziv Fourier transzformacié (F) eredménye mindenképpen kell,
akkor egy altalanos transzformaciot, kiilonosképp, ha annak csak részhalmaza sziikséges,
az alabbi 0sszefliggéssel szamolunk:

x =Ty =V,Fy, (440)

ahol V; négyzetes matrix.

(b) Elképzelhetd, hogy a transzformaci6 megvalasztasanak szempontja a hatékony
kiszamithatosag. Erre nagyon jo példa a Walsh transzformacio (W), amelynek
bazis/reciprok bazis vektorai — a k6z6s normald tényez6tdl eltekintve — csak +1 és —1
értékeket vesznek fel. Lasd az 54. abrat N = 8 esetére.

Egy ilyen transzformdci6 haszndlhatdo adattomoritésre (ilyenkor az N iddtartomanyi
mintait M transzformalt tartomanybeli mintaval reprezentaljuk) vagy a (430)
Osszefliggéshez hasonloan tovabbi transzformaciok eldallitasanal hasznaljuk:

x=Ty=V,Wy, (441)

ahol V, négyzetes matrix.

(c) Kimutattak, hogy a Fourier transzformacié el6allitasa a Walsh transzformacié
kozbeiktatasaval N = 64 pontig szamitastechnikailag elénydsebb, mint kozvetleniil:

x=Fy=V.Wy (442)

ahol V5 négyzetes matrix.
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A N=8
1 wal(0,t)
1 wal(1,t)
-1
1 wal(2,t)
1 wal(3,t)
1 wal(4,t)
1 wal(5,t)
1 waI(ﬁ,t)
1 waL(7,t)

54. abra. A Walsh transzformaci6 bazisfiiggvényei N = 8 esetére

7.3.4. Masodfoku, valds egyiitthatds rezonator alaptagok

Valos egyiitthatds polinomok gydkei vagy valdsak vagy konjugalt komplex parok. Ugyanez
igaz a beldliik szarmaztatott rezonatoros alaptagokra. A parok Osszevondsaval masodfoku,
valds egyiitthatds rezonator alaptagokhoz jutunk. Valos aritmetikat alkalmazé jelfeldolgozo
processzorokban ez utobbiak alkalmazéasa életszeribb. Elsé lépésként a konjugalt komplex-
par alaptagok Osszegét képezziik, ezzel az atvitel valds részének kétszeresét kapjuk. Itt
felhasznaljuk, hogy z,, konjugaltja z,,;1, és r;, valds.

-1 2

TmZmZ TmZm'Z 5 z7lcos b, —z~
= 2r
1—2z,z7t 1-—z;1z71 ™1 —2z"1cos ¢, + 272

= 2Re[csatorna,,] (443)

A kiilonbséget képezve az atvitel képzetes részének kétszeresét kapjuk:

TmZmZ 1 TmZmiz 1 z7lsin ¢,

_ =2
1—2z,z7t 1-—z;1z71 JeTm T 2771 cos m + 2~

> = 2jIm|[csatornay,] (444)
Megjegyzés:

1. A (443)-(444) 6sszefliggésekbodl kozvetleniil szarmaztathatd valds egyiitthatos rezonator
alaptag blokkvazlata az 55. abran lathato. Ezt direkt struktaranak nevezziik.
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i Wl — > 2Im
21, ! ,
»—» 2Re
. z71 sin(@,,) cos(an)
znﬁ Yy, St L1 =1
2cos(pm) -
-1 cos(Pm)
Z | -

S > 2Im

4$—ﬂ'—> 2Re

55. abra. Direkt struktiraji masodfoku rezonator

Az 4bra bal oldalan j61 azonosithatd a nevezd polinom megvaldsitasa, €s a valos, valamint
a képzetes rész szamitdsa. A jobboldali valtozat — kis atalakitassal — a szorzas-miiveletek
minimalizalasara torekszik.

2. A koz0s visszacsatolasos struktiraban a valos egyiitthatds rezonatorok szama legfeljebb
N/2.

3. A visszacsatolasos struktiraban csak a (443) Osszefliggés szerinti kimeneteket kell
0sszegezni, mert a képzetes részek 6sszege nulla.

4. A frekvencia-mintavételi eljaras alkalmazasa esetén a csatorna kimeneteket az ugyancsak
konjugalt komplex moédon megjelend w,, sulytényezdvel kell megszorozni. Kénnyen
belathato, hogy a gyakorlati megvalositas soran az m indexti valos kimenet Re w,,-mel, az
m indext képzetes kimenet (— Imw,,) értékkel szorzandd. A direkt struktira alkalmazasa
esetén ez utdbbi tényezd dsszevonhato a sin ¢, tényezdvel.

Ortogonalis struktirak altalaban:

Az n. ortogonalis strukturak esetén belathatd, hogy ha a szamitasok eredményének
memériéba helyezést mege1626 praktikusan elkeriilhetetlen kvantélését az un. abszohit érték

crer

crer

vezetnek oszcillaciohoz, a belso energia felemesztodlk. Az ortogonalis strukturdkat azzal
definidljuk, hogy az

x(n+1)] . [x(n)
I B

formaju rendszerleirasban, ahol most y(n) és u(n) jelolje a skalar kimenet és a skalar kimenet
diszkrét id6fliggvényét, x(n) pedig allapotvektorat: a TTT =1, azaz TF =T !, azaz T
ortogonalis matrix, hiszen oszlopai egymasra merdleges vektorok. Képezziik (445) mindkét
oldalanak 6nmagaval vett skalar-szorzatat

(445)

xT(n+1) y(n)] [;EZ;_ D =[xT(n) um)IT'T [x(n) (446)
amit kifejtve
z xt(m+1)+y2i(n) = Z xz (n) + u?(n). (447)
k=0 k=0
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Ebben az esetben, ha feltételezziik, hogy a bemenet nulla, azaz u(n)=0, akkor (232)

Dk D= Y xEm) = i) (448)
k=0 k=0

alakban irhat6, amelynek értelmében, ha van nem nulla kimendjel, akkor az allapotvaltozok
altal hordozott belsé energianak csokkennie kell. Ezt a tulajdonsagot kiegészitve az abszolut-

crer

magara hagyott rendszer belsé energidjat disszipalni fogja, un. hatarciklus oszcillaiciok nem
alakulnak ki.

Megjegyzés:

Ha a (428) Osszefiiggésben az egyenléség teljesiil, akkor a rezonatoros struktira, amit az
RDFT, és tetszOleges FIR és IIR sziird realizdlasara hasznalhatunk, teljesiti az ortogonalitas
feltételét, ha az allapotvaltozo ,,becsatolds” €s a ,kicsatolds” vektora:

G" = [z0/T0 ZzVTL o Zy_1iNTn-1], €= [\/r_o Vi e TN (449)
Figyeljiik meg, hogy az eddig hasznalt
G = [2o70 Zi71 - ZN—1TN-1], c=[1 1 .. 1] (450)

csak annyiban kiilonbozik, hogy az egyes rezonatorokon beliili szamitdsok ,jelszintjét”
masképpen allitjuk be.

A hatarciklus oszcillaciok elkeriilésére az abszolut-érték csonkitast az allapotvaltozo értékek
,tarolasat” megeldzden kell elvégezni.

Masodfoki, valds egyiitthatés rezonator alaptagok (folytatas)

Az 56. abran ismét lerajzoltuk a (443)-(444) 6sszefliggések alapjan szarmaztatott szamitasi
vazlatot, az Un. direkt struktira szerinti rezonatort. Tekintsiik a tarolo-elemek tartalmat
allapotvaltozoknak, €s adjuk meg a struktira allapotvaltozds leirasat.

2

@ > > ZRE},/\m

»

cos(@m)
e(n) 21y, R x(n+ ll I A (n) o -1 -1
A " x,(n + 1)' x,(n)

sin(@n)
56. abra. A direkt struktura az allapotvaltozok feltlintetésével

Ekkor a szamitas 6sszefiiggései a rezonator bemeneti jelét e(n)-nel jeldlve:

it B ek | i RN G s

illetve a kimenetek:
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2RePp () = [cos . —1] xl(”)] 2Im9,(n) = [sin ¢y, 0] [;Clgg (452)

Megjegyzés: A szamitasok konkrét formaja nem kozombos, ha fixpontos (jelfeldolgozo)
processzorral vagy mikrovezérlovel valdsitjuk meg. Gondot okoz (1) a szamitdsok un.
dinamikatartomanya, és (2) a véges szamabrazolasi pontossag. Ez utébbi — bar a kozos,
100%-o0s negativ visszacsatolds ez ellen dolgozik — rezonatorok esetén akar avval is jarhat,
hogy megvaldsuld polus az egységsugarti koron kiviilre kertil, amivel nulla bemenet esetén is
novekvd kimendjel jar. A dinamikatartomany problémajat jo illusztralja a (451) szerinti
allapotatmenet matrix, mert ha a fixpontos szamabrazolast 1-re normaljuk, azaz az
abrazolhatd legnagyobb érték egységnyi abszolut értékili, és feltételezziik példaul, hogy
cos p, = 1, x;(n) = 0.5, x,(n) = —0.5, akkor azonnal lathatd, hogy a szamabrazolasi
tartomanybol jelentdsen kilépd eredmény kapunk, mikdzben az allapotvaltozok a
szamabrazolasi tartomany kdzepén 1€vo értékek voltak.

Ortogonalis rezonator:

Hasonlosagi transzformacioval a (451)-(452) szerinti szamitas a dinamikatartomanyt illetéen
kedvezObb alakra hozhato:

[xl(n + 1)] _ [cos ¢om —Sin (l)m] [xl(n)] + [Zrm cos ¢,

x,(n+ 1) [sing,, cosep, |lx,(n) 21, Sin ¢,

] e(n) (453)

x1(n)

2Re§, (n) =[1 0] [ Lo )] 2imy,,(m) = [0 1] [xl(n)

X ()] (454

Ezt a szamitasi modot az 57. abra illusztralja. Az igy kiszdmolt rezonatort ortogonalis
rezonatornak nevezziik.

2T, l coSQ, +1 N
oy 2 O, T M EAC) l 2Ref,

—Ssing,

P
A
N

singy, -1 “
> > I »@—» 2Im
3 x,(n+1) x,(n) m

cosQ,,

57. abra. Az ortogonalis rezonator blokkvazlata

Azt, hogy ez megfelel a (443)-(444) 6sszefliggéseknek célszertien ugy ellendrizhetjiik, hogy
(453) z-transzformaltjat képezziik:

ZX4 (Z)] _ [cos ¢om —Sin ¢m] [xl (Z)] [Zrm cos (,bm]
[zx2 ()] Ising, cospy, 1lx(2) + 2Ty, SIN Py (2), (455)
majd eldszor x,(z), utdobb x;(z) eliminaldsaval szarmaztatjuk az 0@ o5 20 4viteli

és
e(z) e(2)
fiiggvényeket. A (453) Osszefliggés alapjan jol latszik, hogy az allapotvaltozod vektorokat az
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allapotatmenet matrix csak elforgatja, végpontjuk mértani helye kor. A (454) Gsszefliggés
alapjan pedig az latszik, hogy a valds-rész és a képzetes-rész kimeneteket maguk az
allapotvaltozok adjak.

Megjegyzések:

1. A struktira egyértelmi elénye a kedvezo viselkedés a dinamikatartomany szempontjabol.
Hatranya, hogy a rezonator polus pozicidé origotdl valo tavolsagat — a (453) Osszefliggés
vizsgalataval belathatd6 médon — a sin? ¢ + cos? p = 1 Osszefiiggés felhasznalésaval
allitja be, ami a valosagban, a véges szamabrazolasi pontossag kovetkeztében [sin? ¢], +
[cos? p], =1 formaban valésul meg. Itt [..], a kvantalds miiveletét szimbolizalja.

Tovéabbi hatrany, hogy a (nem-elfajuld) szorzotényezdk szama nagyobb, mint a direkt
struktara esetében.

2. A dinamikatartomany probléma egy masik vonatkozasa, hogy milyen kdvetkezménnyel jar
a tulcsordulds fixpontos aritmetika esetén. A hatas mindenképpen nemlineéris, de nem
mindegy, hogy ennek kdvetkeztében a rezonator belsé energidja nd vagy csokken. Az 58.
abra ezt illusztralja a (451) szerinti allapotvaltozos leirds esetére. A ferde ellipszis lenne az
azonos energidju pontok mértani helye, ha nem lenne tulcsordulas.

Xy A
/7

AT

58. abra. Rezonator energiaviszonyai fixpontos szamabrazolas esetén

Ha attériink fixpontos abrazoldsra, akkor ez a ferde ellipszis metszi a szamdbrazolasi
tartomanyt, amire reagalni kell. Szokasos megoldasok a kovetkezok:

- kettes komplemens érték érvényesitése,
- a maximalis érték helyettesitése,
- nulla helyettesitése.

Mindhéarom stratégia esetén eldfordulhat, hogy a ferde ellipszisen kiviili pontba keriiliink,
esetén az oszcillator a belsd energidjanak/kezdeti értékének megfeleléen produkal kimend
jelet.) Ugyanez nem alakul ki az ortogonalis rezonator esctében, mert a talcsordulas utan
alkalmazott stratégidk mindegyike kisebb energiaju pontba viszi a rezonatort, hiszen az
allapotvaltozok vektoranak végpontja ferde ellipszis helyett kor.

Az 58. abran az is lathatd, hogy a korabban hivatkozott abszolut-érték csonkitas — ferde
ellipszis esetén — ugyancsak eredményezhet nagyobb belsé energiat, ami nem kivanatos.
Ertelemszerlien az ortogondlis rezonator megoldést jelent, mert abszolut-érték csonkitas

cres

3. A dinamika-tartomany, a szorzas-szam és tulcsordulas esetén mutatott tulajdonsagok
egyiittes kompromisszuma az Gn. hullim-digitalis rezonator (Lasd 59. abra), amelynél a
dinamika viszonyok alakulasat fekvo, ill. allo ellipszisek jellemzik, igy a ttlcsordulas
esetén mindig alacsonyabb energidji pontba keriiliink. A szamitdsi Osszefliggések
allapotvaltozos formaja

100



Méréselmélet: 7. Modellalapu jelfeldolgozas

[xl(n + 1)] _ [ cos ¢, coS oy, — 1] [xl(n)

rm
x,(n+ 1) cos¢p, +1  cose,, |lx, (n)] + [Tm] e(n) (456)

x1(n)
xo(m)I’

2ImP(n) = [Sin G SIN ] [jﬁ

2ReP,,(n) = [cosp, +1 cos P, — 1] [
(457)

ahol az Gsszefliggések helyessége a fentiekhez hasonléan bizonyithato.

x,(n+ 1)
x,(n cos ~
;‘ ' Z_1 1 () ;“ (Om) > » » 2Ref,,
-1
r
e(n) ——— F |sinton)
»2Im7,,
VA »
" " x,(n) -1
x,(n+1)

59. abra. A hullamdigitalis rezonator blokkvazlata

7.4. A rekurziv DFT és az LMS eljaras kapcsolata

Az LMS eljaras (lasd (216)) lerajzolhato (lasd 60. abra) ugyanolyan formaban, mint a
rekurziv jelreprezentacidé (lasd 46. abra). A (216) Osszefliggés komplex regresszios vektor
eseteén:

Wn+1) =Whn)+ 2uX*(n)e(n), (458)

azaz a bazisvektor az X(n) vektornak, a reciprok bazis vektor pedig az 2uX*(n) vektornak,
azaz a komplex konjugalt konstans szorosanak felel meg. Ha X(n) a harmonikus komplex
exponencialisokat tartalmazza, és 2u = 1/N, akkor az LMS eljaras éppen a rekurziv DFT-t
irja le.

Wo(n+1) wy(n)

1 @ i =@

Xo(n) Xo(n)

»@ > 21 >@

Wy—1(n +1) WNil (n)

@ >z (o )—>

Xn-1(n) Xn-1(n)

v

v

\/
A 4

2p

60. abra. Az LMS eljaras szamitési vazlata
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7.5. Transzponalt struktura

A 61. abra a linedris kombinatorral megvalositott FIR sziir6t, ill. transzponalt valtozatat
mutatja be. Ez utobbi a nyiliranyok megforditasaval allithatd eld. (A transzponalt struktira
kedvez6bb lehet, ha a két-bemenetii Osszeadokat parhuzamosan akarjuk megvaldsitani
sebességi megfontolasok alapjan.) Ugyanez a transzponaldsi miivelet a rezonatoros struktura
esetén szimmetrikus felépitésii “generator-analizator” part eredményez, ezzel az analizator
struktura kedvezdé (mdasodlagos) tulajdonsdgai a jelgeneratorra is érvényesithetd. A
,jelgenerator” hasznalhatd parhuzamos-soros atalakitoként, amikor elegendd a bemeneti
csatorndkra csak minden N-edik lépésben nullatol kiilonbozd bemeneti értékeket juttatni,
mivel azok erre N hosszusagu valaszt képesek generalni.

x(n) > z71 ¥ z7? > z1 > 71
Wo Wy W3 W3 Wy
» » . » > y(n)
x(n) —» > >
Wy w3 wr Wy Wo
z1 z7l I 271 I g1 » y(n)

6.1. abra. Egyszerli transzverzalis szlir§ és transzponaltja
7.6. Ortogonalis transzformacio adatredukcios céllal

Fékomponens analizis/Karhunen-Loéve transzformacio

Az eddigi jeloléseket alkalmazzuk. A reprezentalando jel mintait az y a reprezentalo értékeket
pedig az x vektorba rendezziik. Célunk az utdbbi dimenzidjanak csokkentése atlagos
négyzetes kritérium szerint optimalisan. Ehhez egy ortogonalis bazis-reciprok bazis rendszert
kereslink a jelhez:

x=Ty, T"=[¢o ¢1 .. Pyl ¢[p; =6 (459)

Az y reprezentécioja a teljes, ill. a redukalt rendszerben:

N-1 -1 N-1
y=T'x= Z xip;, Y= Z xi¢p; + Z bi¢; (460)
i=0 = i=m

Lathato, hogy M < N szamu egylitthatoval akarjuk reprezentalni a jelet, a maradék N — M
bazisvektor stulytényezdjét pedig hibaminimalizalassal hatarozzuk meg. A kozelités hibdja:

N-1
Ay=y-3= (i~ b)o; (461)

=M

~.

Az atlagos négyzetes hiba:
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e = E{l4yI*} = B{(4y) 4y} = ) E{(x;— b)?) (462)

Elsé Iépésben keressilkk a minimalis hibat okozd b; tényezdket. A (462) 0Osszefliggés
derivalasaval b; = E{x;}, i = M,M + 1, ...,N — 1. Mivel x; = ¢!y, ezért

bi = [ E{y} = $]¥, (463)

amit behelyettesitve a (462) dsszefliggésbe:

e= ) SIE(O-NO-NIi= ) &1 Cpydy (464)

=M

~

ahol C,, a reprezentaland6 jel kovariancia matrixa. Masodik 1épésként keressiik azt a ¢,
i=0,1,..,N—1 bazisrendszert, amelyre ¢’ ¢, =1, és a hibat minimalizalja. Ehhez a
feltételes szeélsdérték kereséshez a Lagrange multiplikdtoros modszert alkalmazzuk:

N-1 N-1
£=e- Z bildid:i—1] = Z (@] Cyy i — Bi[PT b: — 11, (465)
=M i=M
pi,i=M,M+1,..,N—1, a Lagrange multiplikator. Derivalunk ¢;szerint:
0é
¢, =2Cyyd; — 20 ¢;. (466)

A (466) 6sszefliggés egyenld nulla feltételbol:

Cyydi = Bid: (467)

azaz a Lagrange multiplikitorok az y vektor C,, kovariancia matrixanak alkalmas
sajatértékei. Ezt visszahelyettesitve a (464) kifejezésbe:

Emin = ZM B, (468)

azaz az atlagos négyzetes értelemben legkisebb kozelitési hiba elérésé¢hez bazisvektorokként
az y kovariancia matrixanak sajatvektorai koziil azt a M darabot kell kivalasztani, amelyhez
az M legnagyobb sajatérték tartozik. (Ezek az un. fékomponensek.) A (468) Osszefliggés
szerint ugyanis a kozelités atlagos négyzetes hibajat a legkisebb M — N darab sajatérték
Osszege adja. (Korabban mar lattuk, hogy a kovariancia matrix tulajdonsaga, hogy sajatértékei
pozitiv szdmok.)

Megjegyzés: Ugyancsak koradbban targyaltak felhasznalasaval:

Cox =TC,,T' =TC,,T" =diag <y b1 - Bn-1> (469)
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8. A nemlinearis jelfeldolgozas alapjai

Jellemzés: (1) A szuperpozici6 hianya; (2) Az altalanos elmélet hianya.

Probalkozasok: (1) specialis bemendjelek, (2) specidlis struktardk, (3) sorfejtések
alkalmazasa, (4) nemlinearis sziirok.

Az elsO harom esetben sok vonatkozas a linearis elméletbdl.

8.1. Specialis bemendjelek

Szinuszos bemendjel, leird fliggvény mddszer: a kimendjel Fourier komponenseire szinuszos
analizis. Hagyomanyosan igy kezeljik a klasszikus nemlinedris aramkoroket, mint az
egyeniranyitokat, oszcillatorokat, tapegységeket.

8.2. Specialis strukturak

a dinamikus rész linedris, és kiegésziil statikus nem-linearitdsokkal. A linearis rész kezelhet6
frekvenciatartomanybeli modszerekkel, a nemlinearis marad az idétartomanyban. Periodikus
bemenet esetén iterativ megoldas (pl. harmonic balance technique.)

Homomorf jelfeldolgozas: a szuperpozici6 altalanositisa. A szuperpozicid6 az alabbi
tulajdonsag:

Tlx,(n) + x2(M)] = T[x, ()] + Tx2(n)]

(470)
Tex (n)] = cT[x1(n)]
ahol T egy rendszer transzformacio.
Altalanositas: ) jeloli a ,,+” miiveletet a bemeneten,
o jeloli a ,,+” miiveletet a kimeneten,
: jeloli a ,,c”-vel valo szorzast a bemeneten,
= jeloli a ,,c”-vel valo szorzast a kimeneten.
H[x;(n) @ x,(n)] = H[x1(n)] o H[x2(n)] (471)
H[c:x;(n)] = c—H[x;(n)],
ahol H egy rendszer transzformacio.
Példa: multiplikativ homomorf rendszerek: — szorzas, : = hatvanyozas.
x(n) = [x,(W)]*[x(W)]F (472)

1. Iépés:
2(n) = log[x(n)] = alog[x1(W)] + B log[ x,(M)] = loglx(n)| + j arg[x(n)] (473)
2. lépés: feldolgozas linedris halozattal:

x(n) = y(n) (474)
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3. Iépés:
y(’n) = ey(n) = elf/(n)lejarg[f/(n)] (475)

Lasd 62. abra. Az eljaras multiplikativ jellegli zavarok elnyomasara jol hasznalhato.

Szorzas Osszeadas Szorzas

x(n) komplex | x(n) linedris y(n) komplex y(n)
— > log rendszer exp [

\ 4

A 4

62. abra. Multiplikativ zajok elnyoméasa

8.3. Sorfejtések alkalmazasa

- munkaponti linearizalés: ,kicsiben” minden linearis.
- nemlinearis allapot- és megfigyelési egyenlet

x(k + 1) = ®[x(k), u(k), k]
y(k) = P[x(k), k]

Az allapotegyenletet az x = x, €s u = u, pontban “linearizalva” (Taylor sorba fejtve) a
kovetkez6 alakot kapjuk:

(476)

0P P
Ax(k+1) =— Ax(k) + —

0X | g ugk u Au(k) = A(k)Ax(k) + B(k)Au(k)

xo,uo,k

(477)

Ax(k) = C(k)Ax(k)

xo,k

oV
Ay(k) = M

Ezzel egy kis kornyezetben linearis egyenletrendszerre visszavezetve oldjuk meg a problémat.
A kovetkezO 1épésben “kicsit” tovabblépve ujbol linearizalunk, és igy haladunk tovabb.
Fogalmazhatunk ugy, hogy szakaszonként linearizalunk.

- Volterra sorok alkalmazasa: A konvolucios integral altalanositasa. Egyvaltozos esetben a
rendszer leirédsa:

y(t) = Flu(®);ity < 7 < t] +y(t) (478)

F egy funkciondl (fliggvény fliggvénye), amelyet funkcionalok sorozataval kozelitiink:

Fy :t ho(t)

A= ho() + [ b Grutrdn,

to

t t ot
F, = ho(t) +f hy (t, t)u(ry)dry +f f hy (t, 71, T2)u(t1)u(r2)d7,dT; 479
to to Jto (479)
N ot ot t '
Fy = ho(t) + Zf f f hi (t, T1, 72, -, T)U(TU(TR) .o u(T)dT1dT, ... AT}
k=1"%to to to
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Ezek felhasznalasaval: Flu(t);t, <t <t] = \lgﬁ Fy, és ebbdl a Volterra-sor (funkcional

k— oo
hatvanysor):
C y(t) =
ho(t) + Z?(Ozl ftO ftO ftO h’k (t, Tl' Tz, ey Tk)u(fl)u(fz) u(Tk)dTldTZ di + (480)
y(to)
Linearis rendszermodell esetén:
¢
Y = ho() + [ by (G ruEdr + y(8) (481)
to

Ha a rendszernek nincsen dinamikus eleme, azaz a rendszer egy statikus nemlinearitast valosit
meg, akkor a vazolt médszer kozonséges hatvanysorra vezet: hy(t) = ¢y, h,(7) = ¢,6(7),
h,(t4,T,) = ¢, 8(11)8(13), ..., amivel (cy, ¢4, C5,..., alkalmas konstansok):

y(t) = ¢y + cru(t) + cu?(t)+. .. (482)

Megjegyzés:

A fenti megfontolasok id6ben diszkrét esetben is hasznalhatok. Ha a nemlinearitds polinom
révén valosul meg, akkor Un. polinomialis szlirkrdl beszéliink. Egy masodfokt polinomialis
sziir6 blokkvazlatat mutatja a 63. abra. Itt x(n) és korabbi mintai mellett ezen mintak
négyzete €s szorzataik is részt vesznek a kimenet meghatarozdsaban linedris kombinaciéd
segitségével. Az ilyen rendszereknél az adaptivitast/tanulast az eddigiek szerinti iterativ
eljarasok felhasznalasaval is megkisérelhetjiik. (Lasd adaptiv linearis kombinator.)

hy (0
x(n) e—— 1@ > (1)
Z—l
M
Z‘il
[ h.(2) >

C 1,(0,0)
hy(0,1)

S O———

—.(\ > h2(0,2)

': : hy(1,1)

C hy(12)

1:: hy(2,2)

63. abra. Egyszer(i polinomialis sz{ird

I8

T
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. Gyakorl¢ feladatok

. Két konstans érték kdzott ugrasszeriien valtakozo jelet detektalunk két zajos megfigyelésre
alapozva. A megfigyelések fliggetlen, Gauss eloszlasu valdszinliségi valtozok a és 7a
(a = 3) varhato6 értékkel, g, = 0.5 szorassal. H, jelzi azt a hipotézist, hogy a jel a értékd.
Ennek a priori valoszintisége Py=0.9. H; jelzi az a hipotézist, hogy a jel 7a értéki. Ennek
a priori valoszintisége P1=0.1. A feltételes stiriiségfliggvények:

L1 _(z-a)? L1 _(z-7a)?
——¢ 2% jll. —=—e 2%
V2T oy V2T op

A koltségek: C;9 = Cy1 = 10; Cypo = C;; = 0. Hatarozza meg a dontési kiiszob értékeét!
Mi a feltétele annak, hogy a dontési kiiszob 4a legyen?

. Mutassa be a minimalis atlagos négyzetes hibaju becsld, a minimalis atlagos abszolut
hibaja becsld, és a maximum a posteriori becsld kritérium fiiggvényét! Adja meg ezen
becslok szarmaztatasi modjat abban az esetben, ha ismert a megfigyelés a posteriori
striségfliggvénye!

. Egy megfigyelés aposteriori siirliségfliggvénye csak a [0,4] intervallumban kiilonbozik
nullatol. [0,1] kozott 0.125, majd (1,3) kozott linearisan n6é 0.125-r61 0.625-re, végiil [3,4]
kozott konstans. Hatarozza meg a minimalis atlagos négyzetes hibaju becsld, a minimalis
atlagos abszolut hibaju becsld, €és a maximum a posteriori becslo értékét!

. Mérendd egy ismert jel ismeretlen amplitiddja N megfigyelésre alapozva: z, = as, + ny,
k =0,1,..N — 1. Az ismeretlen a paraméter és az ny zaj Gauss eloszlasu, ismert varhato
értékkel ¢és varianciaval. E{a} = p,, var{a} =02, E{n,} =0, cov{nn;}= a8,
cov(a, nj) =0, Vi-re, Vj-re. Haszndlja a maximum a posteriori (MAP) becslés
technikajat, és adja meg a paraméter legjobb MAP (@, 4p) becslését! Bizonyara ismeri,
hogy:

9f(alz)

_ __ fzla)f(a)
o =0, f(alz) =—F—"—

a=dMAp f(Z)

Hatarozza meg a minimalis atlagos négyzetes hibaju becsld (ays) értékét is!

. Mérendd egy ismeretlen paraméter N megfigyelésre alapozva: z, =a+n,, k=
0,1,..N — 1. Az n zaj Gauss eloszlasu, ismert varhato értékkel és varianciaval. E{n,} =
0, cov(ni,n]-) = 0,%61-]-, cov(a, nj) = 0, Vi-re, Vj-re. Az a paraméterrdl nincsen eldzetes
informacionk. Adja meg a csatorna-karakterisztika Osszefliggését! Vezesse le az a
paraméter maximum likelihood (@) és Gauss-Markov (dgy) becsléjét! Hatarozza meg
mindkét becsld variancidjat! Vezesse le a Cramer-Rao alsé korlat kifejezését, és
ellendrizze, hogy a becslok varianciaja eléri-e a Cramer-Rao als6 korlatot, azaz minimalis
varianciaju becslok-e? Vizsgalja meg mindkét becsld torzitott vagy torzitatlan voltat!
Hatérozza meg mindkét becsld esetére az 4tlagos négyzetes hibat!

. Zajjal terhelt megfigyeléseink vannak. Milyen mérési modell és milyen zaj modell esetén
lesz optimalis az idedlis atlagolas?

. A mért adatainkrol feltételezziik, hogy felirhatok: y,, = ay + aqu, +w,,n=0,1,...,N —
1; ill. vektorokkal-matrixokkal z = Ua + w formdaban, azaz modellt illesztiink. Hatarozza
meg a paraméterek legkisebb négyzetes hibaju (LS) becsléjét ha YN u, = 0, XN u2 =

100, XNy, =5, 3Nt u,y, = 100, N = 10!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

E{(y — 9)?} kritérium alkalmazasaval illesztjik az § = a, + a,u? fliggvényt az y(u)
fiiggvényt. Adja meg, hogy u és y mely momentumainak ismerete sziikséges az ismeretlen
paraméterek meghatarozhatosagahoz!

Vezesse le az adaptiv linearis kombinator esetére érvényes Wiener-Hopf egyenletet!
Hatarozza meg a stlytényezdket arra az esetre, amikor PT = [0 — 0.5 * sin(47/N)], R
els6 sora = [0.5 0.5 * cos(47/N)], R masodik sora =[0.5* cos(4z/N) 0.5], ahol
N =12! A linedris kombinator bemeneteire egységnyi amplitidéju, szinuszos
hullamformaju jelek mintait vezetjilk. Hatarozza meg ezen jelek egymdashoz viszonyitott
fazishelyzetét! Hatarozza meg a linedris kombinator kimenetén megjelend hullimformat!

Vezesse le, hogyan vezetjiik vissza az adaptiv [IR szlir6k probléméajat adaptiv FIR szlirési
problémara €s rajzolja fel a megvalositand6 sziird blokkvazlatat!

Az LMS eljaras példajan keresztiil mutassa be a stabilitaselméleti megkozelités lényegét,
¢s hatarozza meg a batorsagi tényez0 célszerl, konvergenciat biztositd értéktartomanyat!

Rajzolja le a skalar Kalman szlird blokkvazlatat, és vezesse le a szlird optimalis
paramétereit megado ortogonalitasi feltételeket!

Egy autonom diszkrét idejii rendszer allapotatmenet matrixa: A = diag < 0.9,—0.9 >,
megfigyelési matrixa € = [1,1]. Hatdrozza meg a rendszerhez illesztett megfigyelé G
erOsités matrixanak elemeit gy, hogy a megfigyeld véges 1€épésben konvergaljon!

Adja meg N=4 esetére a diszkrét Fourier és a diszkrét Walsh transzformacié matrixait!
Hatarozza meg azt a 4*4-es matrixot, amely a diszkrét Fourier transzformalt matrixabol
kiindulva el6allitja a diszkrét Walsh transzformacidé matrixat (W = VF)!

Adja meg annak a jelnek a diszkrét idéfliggvényét, amelyet az (1, 1-j, 1, 1+j) értéka
Fourier transzformalt jellemez!

-p)z~

1
Valositsa meg a H(z) = (1_1'? atviteli fliggvényt rezonator alapu strukturaval! Rajzolja

le a szlré blokkvazlatat! Hatdrozza meg a szlird atvitelét nulla frekvencian, és a
mintavételi frekvencia felénél! Hova célszerti helyezni a rezonator polust?

A megfeleld els6foku, komplex egyiitthatds rezonatorok atviteli fiiggvényébdl kiindulva
vezesse le egy masodfoku, valos egyiitthatdos diszkrét rezonator atviteli fliggvényét!
Rajzoljon fel egy olyan szamitasi vazlatot, amely ezt az atviteli fliggvényt valdsitja meg!
Adja meg a struktura transzponaltjat, és bizonyitsa be, hogy ennek az atvitele ugyanaz!

Vezesse le annak feltételét, hogy a visszacsatolt rezondtoros struktira eredd atvitele ne
haladja meg az egyet!

Rajzolja fel a masodfokl polinomidlis sziird blokkvazlatat!

N=5 esetére tervezzen véges impulzusvalaszia sziir6t a frekvencia-mintavételi eljaras
segitségével! A sziir6 atvitele nulla frekvencian egységnyi, 0.2*f, és 0.4*f,, frekvencian
(fn a mintavételi frekvencia) pedig nulla. Rajzolja fel a sziir6t magvalositd szamitas
blokkvazlatat, és vezesse le az amplitidé karakterisztikdjat megadd Osszefliggést!
Mekkora a szlir6 atvitelének abszolut értéke 0.1*fy, frekvencian?
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10. Irodalmak

[1]

[2]

[3]
[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

[10]

D.G. Luenberger, An Introduction to Observers, IEEE Trans. on Automatic Control,
Vol. AC-16, No.6, pp. 596-602, Dec. 1971. DOI: 10.1109/TAC.1971.1099826

Schnell Laszl6 (fészerk.), Jelek és rendszerek méréstechnikaja, Miiszaki Konyvkiado,
1985.

Roézsa Pal, Linearis algebra és alkalmazasai, Miiszaki Konyvkiado, 1974.

S. M. Kay, Fundamentals of Statistical Signal Processing, Volume 1: Estimation
Theory, Prentice-Hall, Inc. Englewood Cliffs, N.J., 1993.

M.A. Woodbury, Inverting modified matrices, Memorandum Rept. 42, Statistical
Research Group, Princeton University, Princeton, NJ, 1950, 4pp MR38136

B. Widrow, S. D. Stearns, Adaptive Signal Processing, Prentice-Hall, Inc. Englewood
Cliffs, N.J., 1985.

W.L. Mills, C.T. Mullis, R.A. Roberts, Digital Filter Realizations Without Overflow
Oscillations, IEEE Trans. Acoust., Speech, Signal Processing, Vol. ASSP-26, No.4,
pp. 334-338, August 1978. DOI: 10.1109/TASSP.1978.1163114

P.P. Vaidyanathan, The Discrete-Time Bounded-Real Lemma in Digital Filtering,
IEEE Transactions on Circuits and Systems, VVol. CAS-32, No. 9, pp. 918-924, Sept.
1985. DOI: 10.1109/TCS.1985.1085815

P.P. Vaidyanathan, V. Liu, An Improved Sufficient Condition for Absence of Limit
Cycles in Digital Filters, IEEE Transactions on Circuits and Systems, Vol. CAS-34,
No. 3, pp. 319-322, March 1987. DOI: 10.1109/TCS.1987.1086118

C.T. Mullis, R.A. Roberts, Synthesis of Minimum Roundoff Noise Fixed Point
Digital Filters, IEEE Transactions on Circuits and Systems, Vol. CAS-23, No. 9, pp.
551-562, Sept. 1976. DOI: 10.1109/TCS.1976.1084254

109


https://doi.org/10.1109/TAC.1971.1099826
https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_Reviews
https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_Reviews
https://doi.org/10.1109/TASSP.1978.1163114
https://doi.org/10.1109/TCS.1985.1085815
https://doi.org/10.1109/TCS.1987.1086118
https://doi.org/10.1109/TCS.1976.1084254

Méréselmélet: Mellékletek

11. Kiegészitések a Becsléselmélet alapjai témakorhoz

Az alabbiakban alkalmazdsi példak és a kapcsoloddé elméleti megfontoldsok szerepelnek.

11.1. Lokalizacio, célkovetés

Az ismeretlen pozicidju repiilégép Altal

replilégép pozicié sugdrzott jel vétele tobb, ismert pozicidju

(x5, ¥5), To antenndval torténik az abra szerint. Ha a

kisugarzott jel vételi id6pontjaira fennall,
~/ antenna, pozicié hogy:

: (x2,72), t2
Sso ::’. tl - to = 0, tz - tl = 0,
};\\\ akkor Ry = Ry = R,, és ekkor a replilégép
Ry poziciét az antenna pozicidkat Gsszekots
szakaszok felez6 merélegeseinek metszés-
e antenna, pozicié pontja adja. Ha a kilénbségek nem nulldk,
""" N G y1), 10 akkor a felez6 mer6legesek helyett
fo N hiperboldk  metszés-pontja adja az
antenna, pozicié \ . L .
(X0, Yo), to ismeretlen poziciét. A k-adik antenna
tdvolsagat
Ry (xs,¥5) = \/(xs —x1)% + (Vs — yi)? (483)
formaban irhatjuk. A mérés modellje:
Ry,
ty =Tg+—+wi, k=01,---,N—1, (484)
c

ahol ¢ a terjedési sebesség, wy nulla varhaté értékl, o2 variancidju zaj, melynek mintdi
korreldlatlanok. A zaj s(rliségfliggvényét nem ismerjik. A becsilend6 paramétervektor: a =
[*s Ys]T. Mivel R, a paramétervektor nemlinearis fiiggvénye, ezért feltételezziik, hogy — példaul az
el6z6 mérés eredményeként — rendelkezésre dllnak egy, az ismeretlenhez kozelesé pozicid x,, v, és
R,k =0,1,---,N — 1, adatai, és ezek felhasznalasaval R;, kifejezését Taylor sorba fejtjik:

n — Xk Yn —

Oxs +

Rnk Rn

ORy
ays

OR;
dxg

X
8ys = Ry +
Ys=Yn

Rk ERnk +

Oxs +

Xs=Xn

Yk

8ys, (485)
k
amit a (484) 6sszefliggésbe behelyettesitve a becsiilendé paramétervektor @@ = [6xs  8y,]” lineéaris
kifejezését kapjuk. A pozicidk viszonyrendszere alapjan (485) atirhaté

OR,
ays

R,

R, =R, +
k nk axs

oxs +

Xs=Xn

8Ys = Rni + cos(ay)dxs + sin(ay)dys,  (486)
Ys=Yn

formaba, amivel (484)

R, + cos(ay)oxs + sin(a;)d
te =T, + nk (ax) Cs (ax) ys+wk,k=0'1""'N_1- (487)

Itt R, /c minden antenna pozicidban is mert konstans, ezért a tovabbiakban bevezethetjik:

110



Méréselmélet: Mellékletek

R cos(a)oxs + sin(a;)d
%k=TO+ (@) SC (@) Y W k=01, ,N—1. (488)

Tk:tk_

transzformaciét. Itt a T, a repul6gépt8l megszerezhet6 informacid, aminek hasznalhatdsaga azon
mulik, hogy az egyes antenndkndl m(ikdodé 6rdk mennyire szinkronizdltak. Egy tovabbi
transzformaciéval azonban T kiiktathatd: ez az érkezési id6k kiilonbsége (time difference of arrivals:
TDOA) moédszer. Képezziik a kbvetkezd kiilonbségeket:

[cos(ay) — cos(ay_1)]6x, + [sin(ay) — sin(a,_,)]8y;
Zy =T — Tp—q = + [wy — wy_4],

c (489)

amit mar at tudunk irni az ismert 6sszefliggéseinkre:

1[ cos (a;) — cos(ay) sin(a,) — sin(ay) Sx
z=—[ : s l[5 5]+w'=Ua'+w', (490)
€leos(ay_1) = cos(ay_,) sin(ay_y) — sin(ay_)|
azzal, hogy
w; -1 1 (1) 0 W,
w =[ : ]= o ;10 [ : ]=Aw, C, = E[AwwAT] = 62[AAT].  (491)
Wi I b [
-1 oo o0 —1 "t
A becslés és variancidja a BLUE mddszer szerint:
el6z6 repul6gép pozicid
(%n, ¥n)
RnO Rnl an
a a
antenna pozicid antenna pozicidé antenna pozicié
(X0,¥0), To (xLy1), 7 (x2,¥2), T2
6x,
a = [ 5y] — [UT[AAT] W] UT[AAT] 2, €, = o2 [UT[4AT] U], (492)
Az abra szerinti esetben:
1 _ _ .
U=—[ cosa 1. sina
cl—cosa sina—1
-1 1 0 r_[2 -1
A_[o -1 1]"4‘4 _[—1 2]
12 1
T1-1 _
[447] 3l 2]

amiket behelyettesitve a (492) 6sszefliggés szerinti kifejezésekbe:
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-1 -1
6% _ | 2cosa 2cosa |[21
@ = 5.0 ¢ 1 -1 Z,
2(1 —sina) 2(1 — sina)
(493)

1
0|

2cos?a

' 3
[Oﬁj

Megjegyzés: Az dbra szerinti elrendezésben, ha a repil6gép tavolsaga a kozépsé antennatdl ~30 km,

és ¢ = 300000 km/s, akkor a terjedési id6: ~100us, azaz ilyen nagysagrendl id&tartamok
kiilonbségének mérését kell pontosan megoldani. Ha a terjedési id6 megfigyelésének szérdsa 1us és

a = 30 fok, akkor Jvar[8xs]~V6 * 100m,

Jvar[8ys]~3v6 * 100m. A megadott tavolsag és szégadat
mellett a szomszédos antenna pozicidk egymastdl mért

tavolsaga ~v3 * 30 km. Kisebb a jobb eredményt ad.

4605,3

11.2. Iranyszog mérése

041 ¢ 5 d 3 N- d N-1 A feladat a kovetkezd abra szerinti iranyszég mérése az

ismeretlen pozicidbdl kibocsatott szinuszos hulldmforma
egymastdl egyforma tavolsagra elhelyezett N vevd segitségével. Ha a forrds kell6éen messze van,
akkor a kibocsatott hullamok sikhullamoknak tekinthetdk, és a haladasuk két antenna k6z6tt azonos
idejd. A hullam a (k — 1)-edik antenna poziciéban dcosf/c id6vel le van maradva az k-adik antenna
pozicidhoz képest. A kibocsatott jel: Acos(2mfyt + @), ami az k-adik antenna poziciéhoz

dcosf

ty =to—k k=01,..,N—1

idépontban jut el, ahol t; a nulladik pozicidban l1év6 antennahoz rendelt terjedési/késleltetési ids. A
k-adik pozicioju antenna altal vett jel:

se(t) = Acos(2nf,(t — t)) + @) = Acos (27Tf0@k +2mf  (t — to) + (p) (494)

Ha egy t, iddpillanatban ebbdl a jelbél minden antenna pozicidban mintat vesziink, akkor egy térben
haladé szinuszjel mintdit kapjuk, melynek (a mintavételi frekvenciara relativ) frekvenciaja és fazisa:

dcos ,
=120 g = anfy -t +o. (495)
A megfigyelési egyenlet:
Zy = Sk(ts) + Wg, k= 0,1, ,N -1 (496)

EbbéSl becsiljiok az a=1[A f; ¢@']T paramétervektort. A keresett 3 szdget szarmaztatott
jellemzGéként allitjuk el6. A szarmaztatott jellemzé:
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A A A fic
a = ﬁ = g(a) = g f:g = |arccos (_) (497)
§0, (pl de
g0!
Elvégezve a parmétervektor szerinti derivalast
gla | darccos <_d) | 0 c 0
= = - ; 4

da |0 — Vod) 0] fodsing ’ (498)
| %% | o "0 1
0 0 1

diagonalis matrixot kapunk, ezért egyszer(ien meg tudjuk adni a § becslésének variancidjara a CRLB
also korlatot, amihez altaldnossagban a

T
dg(a dg(a
[Ca - ‘gfl ) 1) %El )] ] >0 (499)
11
Osszefliggés révén jutunk:
5 c? c? 60,
var[ﬁ] = fOZdZTZﬁCRLB{UaT[ﬁ.]} = T dZsintf T NN — 1) (500)

ahol CRLB{var[f;]} levezetését az alabbiakban ismertetjiik. Az (500) Gsszefliggésben vezessiik be a
hulldmhossz (1), az antenna-sor kiterjedése (L) és a jel/zaj viszony (1) kifejezését:

A=<, L=W-1d _A (501)
B fo' B ' = 203
amivel:
var|p] = N (N+1\ ., (502)
w2y (3) N (y=7)sinp
Megjegyzések:

1. A mintavételi tétel értelmében 0 < f; < %, ezért (I1asd (13)) a d < A feltétel betartandd. Ha 8 = 0,

akkor a mérés lehetetlen, és anndl pontosabb mérésre van lehetGség, mennél inkabb kozel kerdliink
a B = 90°-hoz. Vegylk észre, hogy ilyenkor a térbeli szinusz frekvencidja nulldhoz kozeles6 érték,
hiszen ilyenkor minden antenna nagyon jé kozelitéssel azonos tavolsagra van a (tdvoli) forrastdl, és
ugyanazt a jelértéket veszi. Ha példaul f, = 1MHz, akkor ¢ = 3 - 108 ? feltételezésével A = 300m.

Legyen B =90°,d = %, n = 0dB és N = 10. Ekkor

R 3 3
var[f] = 5 o = 0,0012281, /var[ﬁ] > 0,035 rad = 2°, (503)

w1 (7)2 10(5)1

azaz a sz6gmérés 2°-os szorasunal nem tud pontosabb lenni. Javitani a jel/zaj viszony javitasaval, ill.
N novelésével lehet.
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2. Ha az antennakat példaul egy repiilégép szdrnyan szeretnénk elhelyezni, akkor a példaban
szereplG jelfrekvenciat jelentés mértékben novelniink kell: példdul az ott szereplé adatok mellett
fo = 500MHz esetén d = 0,3 m adddik.

11.3. Szinusz-hullam paramétereinek becslése

A megfigyelési egyenlet:
z = AcosQrfok + @) +w,, k=01,..,.N—1, (504)

ahol 0 < fy < S a mintavételi frekvencidra normalizalt frekvenciaérték, w; pedig Gauss eloszlasu

fehér zaj. A megfigyelés az amplitidd linedris, a frekvencia és a fazis nemlinearis fliggvénye. A
szokasos négyzetes hibakritérium minimalizalasat tlizzlik ki célul a paraméterek fliggvényében:

N-1
JCA, for ) = ) [z — Acos@rfok + )P, (505)
k=0
amit atirhatunk
N-1
J(A, fo,0) = ) |z — A cospcos(2nfyk) + Asingsin(2rfyk)]?, (506)
k=0
ill. ag = A cosp és a; = —Asing transzformacioéval
N-1
J(A, fo, ) = z [zk — agcos(2mfok) — aysin(2nfok)]?, (507)
k=0

alakra, ahol a megfigyelés a, és a, linearis fliggvénye. A becsilendé mennyiségek az inverz
transzformdcidval szdrmaztathatok:

A= ’aé +a? ¢ =arctan (;—al) (508)
0

Els6 lépésben az f, értékét tekintsik ismertnek, és csak ay és a; becsl6it hatarozzuk meg.
Vezessik be a

c=[1 cos2nfy - cos2ufy(N—1]", s=[0 sin2nfy, - sin2nfyf(N—1]T (509)
jelolést, amivel

J(ag, a1, fo) = [z — agc — a;8]" [z — agc — a;5] = (z - Ua)" (z — Ua), (510)

ahola = [@ @1]T és U =[c s]. Az (510) kritériumfiiggvény minimalizalasa a korabbiak alapjan:

a=[UTU] Uz, (511)

amivel

J(@o, @1, fo) = z—U)"(z—Ua) = (z— U[UTU]I"'UT2)"(z - U[UTU]"UTz) =

= 27(I - U[U U U")z, (512)
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Az (512) 6sszefliggés az f, paraméter fiiggvénye, aminek minimalizalasaval, vagy z' U[UTU] Uz
maximalizalasaval fo meghatédrozhaté. Felhaszndlvaaz U = [c  s] definiciot:

ZTU[UTU] Uz = [C Z] [CTC CTS]_1 [CTZ] (513)

sTzl IsTc sTs sTz

Az (513) oOsszefliggés maximalizalasaval nyert fo (511)-be helyettesitésével megkapjuk a =
[@0  a1]T értékét, majd (508) alkalmazasaval az A és a ¢ becslGket. Az (513) maximum pontos
meghatdrozasa nehéz feladat, ami jelent&sen egyszerisithetd, ha f, nincs kozel a 0 vagy az %
értékhez. Ekkor ugyanis:

1
N =— Z cos?(2nfok) = = + ﬁ cos(4nf0k) ~ = (514)
N-1
Lorg o Z 2Q2nfok) = = — — (anfyk) ~ > (515)
N sin“ (2w £, _2N cos(4nf, ~3
k=0
N-1 N-1
1T—1T—1z nfyk)sin(2 k)—lz'(zl k) ~ 0 (516)
NES=ENS =y cos(2nfyk)sin(2rfy =N sin(4nfok) =
k=0 k=0
ami azért teljesil, mert tobb teljes szinusz, ill. koszinusz hulldm atlaga nulla 1évén legfeljebb egy

tortperiédus néhany értékének 0sszegét osztjuk 2N-nel, ami kis érték. Ekkor (513) kozelit6leg:

N _1
2 0 T 2
Z'UUTUI "z ~ [z ﬂ N [gTﬂ =52 + (s72)?] (517)
0 —
2
5 5 N-1 2
N [(cT2)? + (sT2)?] = N z z e J2mhok (518)
k=0

vagyis ennek a kifejezésnek kell megtaldlni a maximumhelyét f; fliggvényében alkalmas numerikus
eljarassal. Ennek birtokaban (511) kozelit6leg kiértékelhetd:

N-1
[E zcos(2nf, k)]|
I

|2 N-1 ) i (519)
lﬁ ksm(anok)J

illet6leg (508) alapjan:

2
A= ’a§+af=N

U
—) = arctan
24

- ZN'l zisin(2nfyk)
k 0 1z, cos(27rf0 k)

= arctan( (520)
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Megjegyzés:

A frekvenciamérés tovabbi pontositdsat a célkovetési feladathoz hasonldan ugy érhetjik el, hogy a
kozelitd megoldas kérnyezetében sorfejtést alkalmazva linearizaljuk az (504) 6sszefliggést, és az
ismert megolddsok valamelyikének iterativ alkalmazéasaval jutunk el f; kivant pontossagu értékéhez.

A paraméter variancidk CRLB értékei:
Eloljaréban az egyes paramétereket kiilon vizsgdljuk, majd ratériink az egylittes becslés esetére.

zy = A cos2nfok + @) + wy = A cos(ay) + wy = sp(4, fo, ) + wy,

k=01,..,N—1, (521)
Az egyes paraméter becsl6k variancidjanak CRLB értékei az alabbi médon szdmithatdk:
(4) o (7 o W
var(4) > ,var(fy) = ,var(@) =
N-1 aSk(A))Z yN-1 sy (fo) ? -1 (ask ((P))z (522)
k=0 \"9A k=0\"97, k=0 \"9¢p
(514) felhasznalasaval
2 2
N oy 20y,
A)> =~ ) 523
var(4) N_gcos?a, N (523)
(515) felhasznalasaval
2 2 2
R o oy loye
> = ~ 524
var(fo) YN A(—Asin(ay)2nk)?  A24m2 YN_2k%sin?(ay)  A?2m2 RN-1k? (524)
Mivel Y ¥-1 k? = w, ezért (42) j6 kozelitéssel
. 302
var(fy) = - (525)

A2m2N(N — 1)(2N — 1)’
ahol figyelemre méltd, hogy a frekvenciabecsl6 variancidjanak alsé hatara N kdbével csokken.
Megjegyzés:
AYN- k2= w Osszefliggés teljes indukcidval bizonyithaté: N = 1,2 behelyettesitéssel,
majd Nhelyére N + 1-et irva az 6sszefliggés helyes eredményt ad.
(515) felhasznaldsaval

2

par (@) > o2 B o2 20y
T YR (FAsina)? A2 ENIgsintay AN

(526)

Haaz a=[A f, ¢]" paramétereket egyiitt becsiiljiik, akkor a vektorparaméterek kidolgozott
eljarast kell alkalmaznunk, amelyre

var(A) = (oo, var(fy) = 17111, var(@) = [I"4],,. (527)

A Fisher informacidés matrixnak a paraméter varianciak alsé hataranak meghatarozasahoz sziikséges
elemei:
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var(/i) > [I"]40, var(fo) >[Iy, var(®) = [I7],,. (528)
A Fisher informdcids matrix elemeinek a szamitasa a kovetkez6 képlettel torténik:

1 = dsy (a) _ dsy (a)

Li(a) =— 529
A korabbiakkal 6sszhangban:
1 N
_ - 2 ~—
Ipo(a) = = ;) cos? (ay,) 207" (530)
N-1 N-1
1 1 N(N—-1D(@2N -1)
—_ A2 2 2 ain2 ~ — 2 2 2 — 242
ha(@) = 5 a4 ;k sin* (@) ~ 3 A2 ;k o A2 (531)
1 .= N
— 42 P2 ~ A2
I,(a) = aj,A kz; sin?(ay) ZO-VZVA (532)
Illetve a f6atldn kiviili elemek (33) és (34) felhasznalasaval:
1 N-1 AN—l
TT.
Iy, (@) = Lg(@) = U—ZZ cos () [~ Asin(a)] 21k ~ —;Z sin(2a,) ~ 0 (533)
Wik=0 W k=0
1 N-1 A N-1
Iy (@) = Lg(a@) = U—ZZ cos(a)[~Asin(@)] = — 53— > sin(2a,) = 0 (534)
W k=0 W k=0
1 N-1
12(@) = Iy (@) = — Y [~Asin(a)|2wk[~Asin(@,)]
Y=o (535)
2mA? - TA2N(N — 1)
~— Z ksin*(ay) * —————
oy & oy 2
N(N-1)

A legutolsé kifejezésnél felhasznaltuk, hogy YN -1k = . A bizonyitas itt is teljes indukcioval

torténhet. Az utolsé Iépés az I matrix invertalasa:

I 0 O I;d 0 0
I(a) ~ [ 0 I IlZl: I'@=|o [111 112]‘1 (536)
0 Iy Ip 0 Ly I,
A 2 * 2-es matrix inverze:
111 112]_1 _ 1 [ 122 _112] 537
21 Iz, Lilyy —Liplp 1=l I ( )

Mindezekkel:
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var(4) = I¢, var(fy) = 111122112112121 , var(p) = hﬂzzllﬁ (538)
A behelyettesitéseket kbvetden:
2 2 2
var(4) > %%, var(fy) = %, var(p) = %. (539)
Megjegyzések:
1. Az (539) 6sszefliggéseket 6sszevetve az (523), (524) és (526) 6sszefliggésekkel 1athatd, hogy a

harom paraméter egylittes becslése esetén a frekvencia és fazis becslés varianciajanak alsé hatara
megné a kilon-kiilon végrehajtott mérések alsé hatar jellemzGihez képest. Ez altaldban igaz minden
olyan paraméter esetében, amelyek nem fliggetlenek egymastdl. A fliggést az jelzi, hogy I, ill. I
(lasd (535)), nem nulla.

2. A fenti masodik példaban a frekvenciabecslés variancidjanak az (539) szerinti 6sszefliggését
hasznaltuk fel.
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12. Kiegészitések a Modellalapu jelfeldolgozas témakorhoz

12.1. Hasonlosagi transzformaciok masodfoku rezonator alaptagok kozott

Az 56. abran lathato un. direkt struktira szerinti rezonator allapotvaltozds leirasat a jegyzet (451) és
(452) egyenletei adjdk meg. Ebbél kiindulva, hasonldsagi transzformacié alkalmazasaval a bemenet-
kimenet szempontjabdl egyenértéki, de a belsd viselkedést és a masodlagos jelenségeket illetGen
sokféle, egymastdl eltér6 megoldast alkalmazhatunk a konkrét implementacido (szamitogépes
program) szintjén. A masodlagos szempontok egyrészt a szamitasi komplexitast és a szamitasok
szamabrazoldsi dinamikajat, mdsrészt a nemlinearis jelenségek kezelését, ill. kezelhet6ségét illetéen
fogalmazddnak meg.

Az aldbbiakban a hasonldsagi transzformdcidk altalanos kereteitél indulunk, de a részletezést csak
masodfoku rezonatorokra adjuk meg. Az allapotvaltozds leiras szokdsos formaja

x(n+1) = Ax(n) + Bu(n)

(540)
y(n) = Cx(n) + Du(n)
Az x' = Tx(n) transzformdcié bevezetésével
x'(n+1) =TAT *x'(n) + TBu(n) (541)
y(n) = CTx'(n) + Du(n),
azaz a transzformalt rendszer matrixai:
A" = TAT™ 1, B' =TB, C'=CT™*, D' =D (542)

I. Ha a direkt strukturardl (56. dbra) az ortogonalis strukturdra (57. abra) akarunk attérni, akkor ezt
egy olyan transzformacid valdsitja meg, amely

A= [Zcoi‘pm _01], C =[cosp,, —1], B= [26’”], D=0 (543)

matrixokat az

A,:[cqwm —Si"‘l’m], =01 o] B':[ZT’”C‘?S")’”], D'=0 (544)
sing,, CcoSPn, 2T, SINP,

matrixokba transzformadlja. Keressik a T transzformaciot T = [Z Z] formdban! Mivel

r_ 2Tm005¢m] _[a b][2nr, 3
B = 21, Sing,] [ [ ] CT=[ 0][ [cospm  —1], (545)
ezért a = cos@y,, b = —1, c = sing,,, végil az
AT = [C‘,’Sq’m _Sm‘l’m] [COS‘/’m -1 [C{)wm -1 [2605(pm —1] 4 526)
SiNPm  COSPy LSNPy, Sing, 0

Osszefliggésb6l d = 0, azaz
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_ [cosgom —1]

sing, 0 (547)

Il. Ha a direkt strukturardl (56. dbra) a hullam-digitalis struktarara (59. dbra) akarunk attérni, akkor
ezt egy olyan transzformacid valdsitja meg, amely

A=[2“’f¢m ‘01], C = [cosp,, —1], B=[26m], D=0 (548)

matrixokat az

r_ [ COSQPm COSQPy —

1 I 1 Tm 1
cosoy +1  coson ]C [cospy +1  cosom —1],B —[Tm],D =0 (549)

matrixokba transzformalja. Keressiik a T transzformaciot T = [Ccl Z] formaban! Mivel

v _ | €OSOm  cOSPm —1][a b a b1[2cosp, —11 _
AT = [cosgom +1 COSPm ] [ ] [ 0 ] =T4, (550)
ahonnan
(a+c)cospy,, —c (b+d)cosp, —d [2acos<pm +b —a]
AT = = =TA 1
[(a + c)cospy, +a (b +d)cos@, +b 2ccospm +d  —c ’ (551)
ill.
(c —a)cosp,, (b+ d)cospm b+c
= 4 (552)
(a —c)cospy, (b + d)cosop, d—a —c—bl
azaz a tetsz6leges megvalasztasa mellett b = —a,c = a,d = a addodik. Ennek, valamint a becsatolds
és a kicsatolds megadott
== Al
(553)
e a b]_
C'T =[cospy, +1 cosp, —1] [c d] = [cos@,, —1],
Osszefliggéseinek felhasznalasaval a = 0.5, c = 0.5, b = —0.5, d = 0.5, vagyis
_ 1 -1
T =05 [1 ) | (554)

lll. Ha a direkt strukturardl (56. dbra) a transzponalt direkt struktidrara akarunk attérni, akkor ezt
egy olyan transzformacio valdsitja meg, amely

_ [2cosp,, —1 _ _ _ 27, _
A—[ 0], = [cos@p, 1], B—[O], D=0 (555)
matrixokat az
i _ [2cos@m 11 1 _ r_ [€OSPm] 1 _
A = 1 0],6 =[2nr, O0],B —[ _1 ],D =0 (556)

matrixokba transzformalja.
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Megjegyzés: A transzponalt strukturat ugy kapjuk, hogy az 56. dbra szerinti jelfolyamgraf valamennyi
nyilanak iranyat megforditjuk, a kimenetet bemenetként, a bemenetet kimenetként hasznaljuk.

Keressiik a T transzformaciot T = [Ccl Z] formaban! Mivel

wr=fespn e le P Jema e
ahonnan

4T = [2acosgp + ¢ 2bcosgy, + d] _ [ZaCOS(Pm +b

—a
—a —b " |2ccospy +d —c] =T4, (558)

vagyis b = c adadik. Ennek, a (551) 6sszefliggésnek, valamint a becsatolas és a kicsatolas megadott

N B A [

b (559)
I a — —
C'T =[2r, 0] [C d] = [cos@pm, 1],
Osszefliggéseinek felhasznalasaval a = D5m o = —L, b= —L, d = Z%m vagyis
27 27m 27 27
_ 1 [cosq)m -1 (560)
2, L —1 COSPm

A fentiekben szereplé példak alapjan az egyes strukturak kozotti atmenetek tovdbbi matrixait is
szarmaztathatjuk. Ezen tilmenden a becsatoldsok és a kicsatoldsok mddositdsdanak a szamitdsok
Helszintjét” illetéen lehet jelent6sége. A jelszint tervezése Gsszekapcsolhatd a paraméterek olyan
bedllitasaval, amely célhardver alkalmazasa esetén el6nydsen implementalhatd (pl. ketté egész
hatvdnya, stb.).
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12.2. Jelfeldolgozo algoritmusok ,energiaviszonyai”

A visszacsatolast is tartalmazo jelfeldolgozé algoritmusok kapcsan stabilitasi problémdak merilhetnek
fel. Ezek jellegzetesen a masodlagos nemlinearis hatasok kovetkeztében okozhatnak mikodésbeli
problémadkat. Ilyenek a tulcsorduldsok és a kvantalasok hatasai. Az ezek kézbentartasat lehet6vé tevé
mechanizmusok energia szemléletli megkozelitéseket alkalmaznak. Tobbségik az (540) szerinti
allapotvaltozds felirasbdl indul ki. Jol kezelhet6ek azok a mddszerek, amelyeket Un. veszteségmentes
rendszerekre dolgoztak ki. Ezek azzal jellemezheték, hogy az dltaluk abszorbealt teljesitmény
(egyetlen idGlépés alatt felvett energia) — skalar bemenet és kimenet feltételezésével —

u?(n) — y%(n). (561)
A tdrolt energia kifejezése:
xT(m)Px(n), (562)

ahol P egy, a strukturatdl figgd pozitiv definit matrix (amit Ljapunov matrixnak is neveznek).
(Ortogonalis rendszerek esetén (lasd jegyzet (446)) P = I.) Veszteségmentes rendszerek esetében a
rendszer energia névekménye:

xT(n+ 1DPx(n+1) —xT(m)Px(n) = u?>(n) — y%(n). (563)

Behelyettesitve az (540) egyenletrendszert az (562) 0Osszefliiggésbe, és megengedve vektor
bemenetet és kimenetet:

[xT(M)AT + u" (n)BT]P[Ax(n) + Bu(n)] — xT (n)Px(n) =

(564)
=u'(m)u) — [xT(M)CT + u"DT][Cx(n) + Du(n)].
Ebbdl felirhaté a veszteségmentes rendszerek matrixainak kapcsolata:
ATPA+C'C=P, B'"PB+D'™D =1, ATPB+C'D =0, (565)

mely 6sszefliggésekbdl a P matrix meghatarozhatd.

Példa: Az 56. abra szerinti direkt rezondtort csatoljuk Ugy vissza, hogy az mindent-atereszt6 (azaz
veszteségmentes) rendszert valdsitson meg. Ehhez 1, = 0.5 érték tartozik, és a visszacsatolt
rendszer atviteli figgvénye:

z lcosg,, —z7? coSQy, —z71
Hep = C0m =2y cosom =27 (56
1—2ztcosep, 1—z1cospy,

A hozzatartozé id6tartomanybeli dllapotvaltozés leiras f = cos@,, jeldléssel:

xo(n+ 1) 5 0 xo(n) _ 1 [%0()
[x(l)(n+1)] [1 0 x(l)(n)] [0 um), y) =B 1 [x(l)(n)] (567)
A P matrixot
p= Z o (568)

formaban keresve helyettesitsiink be az (565) szerinti 6sszefliggésekbe:
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B 1P 498 O B 1P 4
o ollg Al Ql+l5lE —u=fg (569)
A kijelolt miveletek elvégzése utdn g = —f,r = 1,p = 1 értékeket kapunk, vagyis
_[1 -8
P = [—ﬁ 1 ] (570)

Ezt behelyettesitve az (562) Osszefliggésbe, a mindent-ateresztd tulajdonsagu visszacsatolt direkt
struktura dltal tarolt E energia:

E = x5 (n) — 2Bxo(n)x1(n) + x5 (n) (571)

Az (571) dsszefliggés x(n) és x, (n) fuggvényében egy ellipszist ir le, melyet B = 0.5 feltételezésével
a kovetkezd abra illusztral:

Az dbra koordinata-tengely metszékeinek értékét Ugy kapjuk, hogy a (571) osszefliggésbe x; = 0, ill.
xo = 0 értéket helyettesitlink. Az ellipszis tengelyeivel tortén6 metszéspontok xy = xy, ill. xo = —x4

behelyettesitéssel szarmaztathatdk, koordinatajuk: +VE, ill. ++/E/3. Az 4bra alapjan belathatd, hogy
- adott energiadllapot mellett - az allapotvaltozok aktualis értékeit abszolut-érték csonkitdssal
kvantdlva a rendszer magasabb energiaju pontba juthat.

Példa: Az 57. abra szerinti ortogonalis rezonatort csatoljuk Ugy vissza, hogy az mindent-atereszt6
(azaz veszteségmentes) rendszert valdsitson meg. Ehhez r;,,, = 0.5 érték tartozik, és a visszacsatolt
rendszer atviteli figgvénye:

z lcosg,, —z7? coSQy, —z71

H = =z 11— 572
2) 1—z"1cospy, Z 1z z7 1 cosp,, (572)
A hozzatartozé id6tartomanybeli dllapotvaltozés leiras a = sing,,, § = cos@,, jeldléssel:
xo(n + 1)] _ [0 —a] [xo(n)] B _ [xo (n)]
e B e R W ORI R s 73)
A P matrixot
2
P=, ‘| (574)

formaban keressiik.
0 O] q[0 —a],jq1 0]_[P 4
—a ﬁ] q r][o ﬁHo 0]_ q r] (575)
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A kijelolt mdveletek elvégzése utan:

[0 a’p — Zaﬁq + B%r ] [ (576)
ahonnanp =1,q = 0ésr =1, tehat
Moo
P= [0 1] (577)
Ezzel
= x2(n) + x2(n) (578)

vagyis az azonos energidju allapotok mértani helye kér. Ekkor minden esetben az abszolut-érték
csonkitas kisebb energiaju pozicidba visz.

Példa: Az 59. dbra szerinti hullam-digitalis rezondtort csatoljuk Ugy vissza, hogy az mindent-atereszté
(azaz veszteségmentes) rendszert valdsitson meg. Ehhez 7, = 0.5 érték tartozik, és a visszacsatolt
rendszer atviteli figgvénye:

z lcosg,, —z7? coSQy — 271

-z
H = =z 1—= 579
@) 1—2z"tcospp Z1- z7cosppm, (579)

A hozzatartozé idGtartomanybeli dllapotvaltozos leirds a = cosg,, + 1, B = cos@,, — 1 jeldléssel:

[i:&ig -os[; & [ﬁg] [o3]ut, ym =[a ] [ﬁjgg] (580)

A P matrixot

P= Z i (581)
formaban keresstik.
0.25 g Z] Z z] g g o 32] [P z] (582)
Elvégezve a kijelolt mUiveleteket:
0.25(pB?% + 2qap + ra?) [ [ op Al = [p q] = [SIZ; g:‘;f (583)
ahol Q = 0.25(pS? + 2qapf + ra?). Ebbe behelyettesitve p, q,  értékét:
Q = 0.25((Q + a®)B? + 2(Q + aB)apf + (Q + pHa?), (584)
ahonnan
Q = sin’@y, = —af, p = 2a = 2(1 + cos@y), q = 0,71 = =28 = 2(1 — cosp,,) (585)
amivel
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_ [2(1 + cosg) 0
P= [ 0 2(1 — cos@y,) (586)
Ezzel:
E =201+ cos@p)xi(m) + 2(1 — cospy,)x?(n) (587)

Mivel P diagondl matrix, ezért az azonos energiat képvisel6 allapotok mértani helye allé vagy fekvé
ellipszis, aminek koszonhet6en az abszolut-érték csonkitds kisebb energiaju pozicidba visz.

X1
VE
= l_ E X0
J 3 I3
_VE
Az dbra ezt illusztralja cos@,, = 0.5 esetre. Ha példaul cosg,, = —0.5 beallitast alkalmazunk, akkor
fekvé ellipszist kapunk.
Az (565) Osszefliggés els6 egyenlete
ATPA+CTC=P (588)

szarmaztathatd a kovetkez6 mddon is: Az n id6pontban magdra hagyott rendszer kimenetén
kinyerhet6 energia az A és a C matrixok felhasznaldsaval:

z AT* CTc Ak

k=0

xT(M)Px(n) = xT(n) x(n) (589)

Az n + 1 id6pontban magara hagyott rendszer kimenetén kinyerheté energia:

z AT* CT Ak

k=0

Z AT* T c Ak
k=0

ahol az utolsd sorban indexcserét alkalmaztunk. (590) atrendezésével megkapjuk az (588)
Osszefliggést.

xT(n+ 1DPx(n+1) =xT(n)AT Ax(n) =

(590)

=xT(n) x(n) =xT(n) x(n) —xT(m)CTCx(n),

Z ATk+1 CTCAk+1
k=0
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13. Szabalyozas hal6zaton keresztiil

Az aldbbiakban azt mutatjuk meg, hogyan tehet6 passzivva egy halézati kommunikaciot tartalmazé
szabalyozasi kor. A szabdlyozasi kor blokkvazlata az alabbi:

Halozat

Yd;

Ug

)
v

ahol C (controller) a szabalyzot, P (plant) a szabalyozott szakaszt jeldli. Feltesszik, hogy P passziv, és

ha t = 0-ban energiamentes volt, akkor t-ben:

t t

fpin(’[)d’[ = fud(’[)y(’[)d’[ >0, (591)

0 0

vagyis a benne felhalmozott (virtualis) energia nem negativ. Ezt a tulajdonsagot szeretnénk

megtartani a halézat szabalyozé feléli kapcsain is, vagyis

t t

f Py q(m)dT = f u(t)yy(t)dr = 0. (592)

0 0

A haldzatban tetsz6leges, de rogzitett értékl késleltetést feltételeziink. A késleltetéssel kiegészitett
szakasz mar nem lesz passziv, ezért a fenti dbra haldzati blokkjat az alabbi mdédon atalakitjuk:

e u U U,
C "t InAverz " Iy
1 1
' transz- |
1
Va ’,ﬁ)rmaao' V2 Y1
Y - - - — I - < TZ

Transz-

Az itt bevezetett transzformacidk feladata a passzivalds, ezért ezeket passzivald transzformacidknak

nevezzik:

o) ="hiol il =

|

u(t)

Ya(t) (593)

A passzivalo transzformacioktdl azt varjuk, hogy hatdsukra — lehet6ség szerint jelfliggetlen médon —
teljesithetévé valjon (591) és (592). Egy lehetséges stratégia lehet az, hogy a transzformacid
eredményeképpen (591) és (592) integrandusa, azaz uy(7)y(7), ill. u(t)y,(r) tetszéleges 7-ra

nemnegativ.

Vizsgaljuk meg a haldzatban tarolt energia mennyiségét:

V() = f [ Dwu (@) +y1 @Dy (0) — uz; (Duz (1) = y7 (Dy:(D]dr, (594)
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ami a halézatba bevitt, és az onnan kivett teljesitmények kilonbségének integraljaként adodik. Mivel

u,(®) =u, (t =T,  y(O) =y, (t—T,) (595)

ezért (594) Vt-re atirhaté

t t

oI (Duy (D)d + f VT @y (@dr > 0 (596)

t-T,

Vy(t) = j

t-Ty

formdaba, és mivel ez nem negativ, ezért a halézatba “balrdél” bevitt, és onnan kivett, valamint a
“jobbrél” bevitt, és onnan kivett energiak viszonya:

[ 104 @@ - @r.@ldr 2 j [ (D (1) —yT (D2 (D] de (597)
0

Itt baloldali integral a P folyamat transzformalt energidjanak és a halézat belsé energidjanak 6sszege,
mig a jobboldali integrdl a P folyamat transzformalt energidja, azaz:

[ Puar = [y = [ (04 @wm - @n@ldr=0,
0
0 0
tovabba
[ Puaitr = [ @ya@ar = [ W @u@-yI@p@ldr=0. (99
0
0 0

A transzformdcidék feladata az (598) és (599) 0Osszefliggésekben szereplé integrandusok
megfeleltetése egymasnak, ami a kdvetkez6 format olti:

[ud(t) [uz(t)] [1 [uz(t)

y(t) y1(t) yi(@®F
[u(t) [ul(t)] HE [ul(t) (600)
Ya(t) y2(t) YZ (t)

A (600) oOsszefliggés atalakitdsdval feldllithatjuk a transzformadciét megvaldsitd blokk kimeneti és
bemeneti jeleinek kapcsolatdt, ami mar a tényleges implementdcié sulytényezéit adja:

[ud(t)] [2 -1 [uz(t)

y1(t) y(t)
w@®]_1 - 1 u(t) (601)
[Yd (t)] [ [)’2 (t)

Ezzel a haldzati atvitelt is magdba foglalé és passzivalt szakaszt tartalmazd szabalyozasi kor
blokkvazlata:

e u 1 Uy U, 2 Uq
7 ¢ "1 Thvers K Ty T P
1! transz- -1 q 1 ransE
| formdcid i y y | formaao. y
Vd i P Prs L
-L'-:-Z —————— < TZ < —*4-——_—:[——— -
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Atviteli fliggvénye:

Y,;(s) 1= K(s) + P(s)(l + K(s))

Fals) =0 T3k + PO =K ) (602)

ahol
K(s) = e=s(T1#T2) (603)

a késleltetés &tvitele. Ha P(s) maga passziv, akkor P;(s) is passziv tetszéleges, de konstans
késleltetés mellett.

P, (s) felirasa tébb lépésben:

Y;(s) P(s) 1-P(s) Y,(s) 1-P(s)
P = =1 215 ~ 10 2 T U T K9 TRy (604
Amiknek felhasznalasaval:
P )—Yd—(s)—1— P,(s)  1—Py(s) 1—K(s)+P(s)(1+K(s))
Ao 1+P,(s) 1+P,(s) 1+K(s)+PG)(1-K(s)) (6%

Megjegyzés:

Némi altalanositdsként felvethets, hogy — a passzivitds feltételét nem sértve — a bevitt és a kivett
energiakat eltéré sullyal vesszik figyelembe, és ezzel a T transzformacié példaul

[1aO) = [ O] 1 ][0

y(®) y1(t) —ally;(®OF
[u(t) [ul(t)] [1 a [ul(t) (606)
Ya(t) Y2(t) yz(t)
format 6lt, ahol 0 < |a| < 1. Ezzel (601) megfelelc’ije:
[ud(t)] _ [ 2 ] [uz(t)
y1(t) 1/a _1/a y@®) F (607)

ol =0 el

Mivel a (607) Osszefliggés matrixainak szorzata az egységmatrix, azaz egymas inverzei, ezért ez az
altaldnositas a (605) 0sszefliggést legfeljebb csak numerikus szempontbdl befolyasolja.
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14. Kiegészitések a Sziiréselmélet alapjai témakorhoz

14.1. A Kalman sziir6 osszefiiggéseinek levezetése

A Szliréselmélet alapjai cim( fejezetben a Kalman sz(ir6 0sszefliggéseit nem részleteztiik, az alabbiak
ezeket tartalmazzak. Kiindulasi modelliink a (317) és (318) 6sszefliggésekkel adott:

x(n) =Ax(n—-1) +w(n) (608)
y(n) = Cx(n) + n(n). (609)

Itt a zajfolyamatokkal kapcsolatos feltételezéseink ugyanazok, mint a Kalman prediktor esetében,
kovariancia matrixaik az (306) szerintiek. Az (307) 6sszefliggés szerinti megfigyel§ megfelelGje:

x(n) =A%(n—1) + K(n)e(n) = A(n — 1) + K(n)(y(n) — CAx(n — 1)), (610)

ahol K(n) az un. Kalman er8sités. A Kalman sziirével térténé mérést a 36. abra, az ennek megfelel§
megfigyelSt a 37. dbra mutatja be. Ezeket itt megismételjiik:

n(n) l
1

e(n) »  Korrekcio

x(n) = Ax(n—1) + w(n) _|\ x(n) = Ax(n— 1) + K(n)e(n)
—»  yn)=Cx(n) +n(n) ) y(n) = CAX(n — 1)

y()

e(n) =yn) —y(n)

1. abra. Mérés Kalman sz(ir6vel

x(n)

A 4
o

y(n) —Y» K(n) (& z7' [, A > y(n)

X(n—1)

2. dbra. A Kalman sz(ir6, mint megfigyeld

Az optimalis eredmény elérése érdekében keressiik azt a K(n) matrixot (az Un. Kalman erdsitést),
amely mellett a becslési hiba

P(n) = E{[x(n) - 2M)][x(n) — ()]} = E{e(n)e" ()} (611)

kovariancia matrixanak nyoma minimalis. Ennek megtalalasa érdekében képezziik (611) nyomanak,
azaz a trP(n) = E[eT(n)e(n)] skalar értéknek a derivaltjat K(n) szerint. Mivel (608)-(610)
felhasznalasaval

en)=A4sn—-1) +wh) — K(n) [C(Ae(n -1+ w(n)) + n(n)], (612)
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ezért P(n) = E{e(n)e’ (n)}

P(n) =
=[I-Kmn)CIAP(n — DAT[I — K(n)C]" + [I - Kn)C]Q(m)[I — K(n)C]" + K(M)R(M)KT (n) = (613)
=[I1-K®)C][AP(n — DAT + Q(m)][I — K(n)C]" + KMm)RM)KT (n),

mert a w(n) és n(n) zajfolyamatok egymassal és a hibarendszer &£ allapotvéltozéjanak (n — 1)
index( értékével korreldlatlanok, ennélfogva a keresztszorzatok varhatd értékei nulldk. Képezve
trP(n) = E[€T (n)e(n)] derivaltjat K(n) szerint, majd ezt nullaval egyenlévé téve:

atrP(n) 3

aK(n) —2[I = KC][AP(n — DAT + QW)ICT + 2K(W)R(n) = 0, (614)

ahonnan, bevezetve a P;(n) = AP(n — 1)AT + Q(n) jeldlést,
K@) = P, (n)C"[C P,(n)C" + RM)] ™, (615)

amit részlegesen behelyettesitve P(n) (6) szerinti kifejezésébe:
P(n) = [I - KM)CIPL(M)[I — KM)C]" + K)RM)K" (n) =
=[I- Kn)C]P;(n) — P,(n)CTK"(n) + K(n)[€C P,(n)CT + RM)]KT(n) =
=[I -— Kn)C]P,(n) — P;(n)C"K"(n) + Py (W)C"KT(n) =
=[I - K(n)C]P{(n)

Osszefoglalva (megismételve a (322) 6sszefliggést) az iteracid |épései:

(616)

P.(n) =AP(n— DAT + Q(n)
K(n) = P,(n)C"[CP,(n)C" + RM)] ™"
x(n) =Ax(n—1) + K(n)[y(n) — CAX(n — 1)] = Ax(n— 1) + K(n)e(n)
P(n) = [I - K(n)C]P,(n)

(617)

Megjegyzés:

Ha a (608) és (609) szerinti rendszer determinisztikus gerjesztést is kap, akkor leirasa

x(n) = Ax(n — 1) + Bu(n) + w(n) (618)
y(n) = €x(n) + Du(n) + n(n) (619)

format oOlt. Az Osszefliggések linearis volta kovetkeztében ezek a hatdsok a szuperpozicié elv
alkalmazasaval kezelhet6k.

14.2. A Kalman sziir6 osszefiiggései a korrekcio (innovacio) kovariancia
matrixanak felhasznalasaval

Az e(n) = (y(n) — CAx(n — 1)) jel6léssel, ahol e(n) a korrekcié (innovécid) vektora, a becslé
x(n) =A% —1) + K(n)e(n) (620)

alaku. A korrekcio kovariancia matrixa:

S(n) = Ele(me’ )] =
=E [[C(Ax(n - 1) +w(n) +n(n) — CAx(n — 1][C(Ax(n — 1) + w(n)) + n(n) — CAX(n — 1)]T] = (621)
= C[AP(n — DAT + Q(n)]CT + R(n) = CP,(n)CT + R(n),

aminek felhasznalasaval, felismerve, hogy S(n) a (8) kifejezésben szerepl matrix inverzzel egyezik:
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K(n) = P,(n)CT[C P,(n)CT + RM)]™ = P,(n)CTS™1(n) (622)
Ezzel, mivel S(n)KT (n) = CP,(n),
P(n) = [I - Km)C]P,(n) = P;(n) — K(n)CP,(n) = P;(n) — K()S(M)K' (n). (623)

Mindezek felhasznalasaval a Kalman szlir6nek a (617) Osszefliggéssel egyenértékl rekurziv
Osszefliggései:

P,(n) = AP(n — 1DAT + Q(n)
S(n) = cP,(n)CT + R(n)
K(n) =P,(n)CTS1(n) (624)
x(n) =Ax(n—1) + K(n)e(n)
P(n) = P,(n) — KM)SMK" ().

Megjegyzés:

A (624) 6sszefliggés alkalmazasa akkor célszerd, ha a korrekcié (innovacié) matrixa, ill. annak nyoma a
becslés mindsitésében szerepet jatszik.

14.3 Az informacio sziiro (vagy inverz kovariancia sziiro)

Az informacié sziré (information filter) ekvivalens a konvencionalis Kalman sz(irével, alkalmazasa
akkor célszerd, ha a megfigyelési vektor dimenzidja nagyobb a rendszer-zaj vektor dimenziéjanal vagy
a kiindulasi allapota a rendszernek nem ismert.

A 9 (n) informacié vektort az allapotvaltozé becslSjéhez rendeljiik a kévetkez6képpen:
9(n) = P 1(n)x(n) (625)
El6ljaréban a P~1(n) métrixot &llitjuk el a P71 (n) segitségével. Kiinduldsunk (ldsd (617)) a
P(m) =[I - Km)C]P,(n) (626)
alak.
P~1(n) = PT*(m)I - K()C]™* (627)
A matrix inverzids lemma (Lasd jegyzet (329)) felhasznaldsaval
[I-K®)C™' =1+ K®)[I-CKMn)]c = (628)

Itt
[1 - CKM)]™" = [I - CP1(M)CT[C P1(MC" + RM)] 77" =

= [[€ P.(n)CT + R() — CP,(n)CT][C Py ()CT + RM]™] " = (629)
= [€ P,(n)CT + RM)]R1(n)
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Ezt visszahelyettesitve a (628) 0sszefliggésbe
[I-—K®)C]* =1+ K®[CP,(n)C" + RM)IR"I(n)C =1+ P,(n)CTR1(n)C (630)
Ennek felhasznalasaval (627):
P 1(n) = P71 ()[I — Km)C]™* = P7*(n) + C"R™1(n)C (631)

A (631) Osszefliggést fogjuk haszndlni a (625) 6sszefliggés rekurziv alakjanak felirdsakor. Ezen kivil a
becslési egyenlet korrekcids tagjanal hasznalni fogjuk a P~1(n)K(n) szorzatot is, amely (631)
felhaszndlasaval:

P 1(m)K(n) = [PT1(n) + CTR1()C|P(n)CT[C P,(n)CT + RM)]™* =

632
= C"R1(n)[C P,(n)CT + RM)][C P,(n)CT + R(n)]™* = C"TR™1(n) (632)

alakot 6lt. Mindezekkel

I(n) = P71 (n)x(n) = P"1(n)Ax(n — 1) + P 1(n)K(n)(y(n) — CAX(n — 1)) =
= [P7'(n) = C"R1(n)C]AR(n — 1) + C"R~ 1 (M)y(n) = (633)
= P71 (M)AP(n —1)I(n—1) + C"R~ 1 (n)y(n)

Ezek utan az informacid sz(iré rekurziv 6sszefliggései:
P'(n) = [AP(n — DAT + Q(n)]?
9(n) = P7*(mM)AP(n— 1)I(n — 1) + "R (n)y(n) (634)
P~1(n) = P{1(n) + CTR"1(n)C, P(n) = [I + Py(W)CTR"1(n)C] ' Py (n)
Megjegyzés:

A (617) és (634) Osszefliggések Osszevetésébdl lathatd, hogy a szikséges matrix invertdlasok
komplexitdsa a Q(n) és az R(n) matrixok dimenzidjanak fliggvénye.
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