Méréselmélet gyakorlat, 2022. marcius 23.

6. Gyakorlat

Méréselmélet 1. zarthelyi 2022. marcius 21. (120 perc)
1. N zajos megfigyelésre alapozva elddntendd, hogy a megfigyelési csatornaban a sin (%” n) vagy a cos (%” n)
diszkrét idéfiiggveényl jel van-e jelen? A zaj additiv, Gauss eloszlasu, nulla varhato értékd, o, = 0.5 szérasu

fehér zaj. Ho jeldli azt a hipotézist, hogy a sin (%ﬂn) idéfliggvényd jel van jelen. Ennek a priori valészinlisége

Py = 0.9. H1 jeldli azt a hipotézist, hogy a cos (27” n) id6flggvényd jel van jelen. Ennek a priori valészinlisége
P; = 0.1. A koltségek: €y = Cyp = 10; Cypg = C;; = 1. Hatarozza meg a mért adatok el6feldolgozasanak
madjat, és a hozzatartoz6 dontési kliszob értékét (max. 5 pont)! Szamitsa ki az eléfeldolgozas sulytényezdit
és a dontési kiszob numerikus értékét N = 3, és n = 0,1,2 diszkrét idépontokban vett mintak esetére (max.
3 pont)!

Megoldas:

2
_ 1 yN-1 - 2m
752 Yn=o (zn cos( N n)
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A megfigyelt értékeket behelyettesitjik a log-likelihood arany fliiggvénybe, és ha InA(z) > Inn, akkor a dontés
Hy ha InA(z) < Inn, akkor a dontés a H,,.

N-1 2 N-1 2 H,
1 2 1 . (2m >
InA(z) = Inf{z|H,} — In f{z|H,} = ~552 Z, — COS <Wn> + 557 Z, — Sin <Wn> < lnn
Y n=o0 Y n=o HO
Elvégezve a kijelolt miveleteket:
N-1 Hl N-1 N—-1
1 (Zn ) . (Zn ) >a,f,l +1 2(27‘[ ) .2(27'[ ) _a‘f,l +1 (4—71’ )
NZZ" cos(prn)—sin{rn) | 2 qrlnn 4o cos® (| —sin®(rn )| =—1rlm + oo cos (- n
n=0 HO n=0 n=0
_ 0.9(10-1) _
T=%1(0-»

cos (2?"0) =1; cos (2?”1) = —0.5; cos (2?”2) = —0.5; sin (2?"0) = 0; sin (2?"1) = g; sin (2—"2) = _B

cos (4?”0) =1; cos (4?" 1) = —0.5; cos (4?" 2) = —0.5;
Ezekkel az el6feldolgozas és a dontési kiiszob:

Hy

1 V3 V3
§<zo - (0.5 + 7) 7 — (o.s - 7) z2> = 0.33z, — 0.4552, +0.1222,  0.1831
Hy

2. Az abran lathatdo a posteriori sirliségfuggvény feltételezésével szamitsa ki a

minimalis atlagos négyzetes hibaju becslé (max. 3 pont), a minimalis atlagos f(alz)
abszolut hibaju becslé (max. 1 pont), és a maximum a posteriori becslé (max. 1 1
| |

pont) értékét! Hatarozza meg az a,,s becsl6 varianciajat (max. 3 pont)? 1/6
|
| | I |
Megoldas: 01 23 4
s = 7, af @lda = [l a?da+ [Lada =S +&] =142 1201583, dugs =1, men
aus = J_,af(alz)da =] a"da+ | —a a—30 ), =3t =15~ 1583 Gaps = 1, me

a slrségfuiggvény alatti tertilet 0 — 1 kozott 0.5, 1 — 4 kdzott ugyancsak 0.5.  dpyap = 1.

1
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var(ays) = E[a?] — ays” = [_. a*f(alz)da — dys” = fol adda + ff%az da — dys® =
4

a 2
4

1+a34 g, =ty (17> =3.75 — 2.507 = 1.243
JTagl T Tyt \U12) T OUA=

3. Additiv, Gauss eloszlasu zajjal terhelt DC szint mérését végezzik mérési sorozatra alapozva: z, = A + wy,
k=0,1,..,N—1, ahol a w; korrelalatlan minden mintaval, varhat6 értéke nulla, de a szérasa ismeretlen.
Torzitatlan-e a kévetkez6 becslés (max. 3 pont)? Ha igen, akkor mekkora a torzitas (max. 1 pont)?

1 ~—N-1
[A] _ Nzk:oz""

=211 N-1 2
o Nzk=0(zk—A)

a=

Megoldas:

Mivel E{z,} = A, ezért a A paraméter becslése torzitatlan. Mivel

o) =5, £l - 0)) -
S OMCCEREED NI CER ) WNCEL DI (O WCE ) INCER) B

1 N-1
= —[No? - 26% + 0%] = a?,
N N
tehat a o paraméter becslése torzitott. A torzitas:

2
— o
E{o?}—o* = ——.
(-0 =-Z

A levezetésnél felnasznaltuk, hogy E{(z, — A)?} = 02, és E{(zy — A)(z; —A)} =0,haj # k.

4. Egy kételem( zajsorozat kovariancia matrixa € = Ll) ’1)] Vezesse le, hogy milyen tulajdonsagu matrixszal

kell transzformalni a zajsorozatot, hogy a transzformalt zajsorozat kovariancia matrixa egységmatrix legyen
(max. 1 pont)! Hatarozza meg a transzformacié matrixanak elemeit (max. 3 pont)!

Megoldas: w' = Dw, E{Dww' DT} = DE{ww"}DT = DCD" = I. Egy lehetséges vélasztas: D = [Z (C)] Ezzel:
[a 0]1 p“a b]:1 0]_[ a? a(b + pc) ]_[1 0
0 c

b oclp 1 = 0 1].Innen

0 1 a(b+pc) b+ pc)+clpb+c)

a=+1, b = —pc,
1
c==
el6z6 helikopter pozicié 1-—p? 1—p?
(s )

5. Helikoptert kdvetink két foldi méréallomassal. A robotpildta
fixen tartja a vizszintes iranyu poziciét, mert a helikopter
emelési feladatot lat el, tehat csak a magassag valtozas
becslését kell megoldanunk. A probléma megoldasahoz az
el6adason megismert 0sszefliggések a kdvetkezdk:

antenna pozicio antenna pozicid
(x0, ¥0), To (x1,¥1), 11
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Rk(xs'ys) ; \/(xs - xk)z + (YS - yk)z

tr = To +7k+wk,k =01,-,N—1,
ahol t, a vételi idépont, T, az lizenetkiildés id6pontja, ¢ a terjedési sebesség, w, nulla varhato érték, o2 varianciaju
zaj, melynek mintai korrelalatlanok. a = [xs  ¥s]T. Feltételezzlk, hogy — példaul az el6z6 mérés eredményeként
— rendelkezésre allnak egy, az ismeretlenhez kdzelesb pozicio x,, v, és Rk, k = 0,1,---,N — 1, adatai.

5, + 2D
Xg ay

S xs=xn S 'Ys=yn

R,
Rk = Rnk + -

o 8ys = Ry + cos(ay)8xg + sin(ay)dys,

R, + cos(a;)ox, + sin(a,)d
tk=T0+ nk (k)cs (k) yS+Wk,k=0,1,'“,N—1.

Itt R,,./c minden antenna pozicidban is mert konstans, ezért a tovabbiakban bevezethetjuk:

R cos(ay)dxs + sin(a,)o
Tkztk—Tnk=T0+ (@) SC (@) ¥ Wk =01, N —1.

Egy tovabbi transzformaciéval azonban T, Kkiiktathaté: ez az érkezési id6k kulonbsége (time difference of
arrivals: TDOA) médszer. Képezzuk a kdvetkez6 kulonbségeket:

_ [cos(ay) — cos(ay-1)16x;s + [sin(ay) — sin(ax-1)]8ys

Zy =T —Tp-1 = c + [wie = wie4],
k=1,---,N—1.
1 cos(a,) — cos(ay) sin(a,) — sin(a,) Sx
z=—[ : : ][ S]+W'=Ua’+w;
¢ cos(ay_1) — cos(ay_p) sin(ay_,) — Sin(aN—Z)

- -1 1 0 = 07
1 0
w'=[ : ]=l°: R :0‘ ]=Aw, C,, = E[AwwAT] = 62[AA"].
WV_ . . . . . W _
-t oo o -1 "
&= 5xs] = [UT[AAT]'UI'UT[AA"] 2, Co = o} [UT[AAT]U]

8ys
Aktualizalja a fenti 6sszefliggéseket az abra szerinti esetre, és becsililje meg a fliggbleges iranyu elmozdulas
értékét és szoérasat, ha g, = 0.05us, z; = —0.5us és a = 30° (max. 4 pont)! Milyen tovabbi informaciéra van
szikségink ahhoz, hogy a repllégép tényleges magassagat is meg tudjuk hatarozni? (max. 1 pont)
Megoldas: U = %[sin(90°) — sin(30°)] = zic A=[-1 1],44T =2, C, =202, & = 8y, = 2cz, = —300m
Ca = 8c20%, \Jvar(@) = 15 * 24/2 = 42,43m. A méréallomasok foldrajzi tavolsaganak ismerete sziikséges.

6. A medfigyelés modellie z, = Ar* + wy, k =0,1,...,N — 1, ahol w, Gauss eloszlasu, nulla varhato érték,
ismert C,, kovariancia matrixu zaj, |r| < 1 ismert konstans, A pedig a mérendd paraméter. N = 2 esetére,

amikor C,, = [Z ﬂ adja meg A MVU becsléjének és a becslés variancigjanak explicit kifejezését!
Fontolja meg, hogy tudja-e hasznal a kdvetkez6 dsszefliggéseket:
a,, = [UTctu]"tu"Cc 'z, cov(a,,) = [UTC U] ?
(max. 4 pont)!

Megoldas:
Mivel a medfigyelési egyenlet linearis, és a csatornazaj Gauss eloszlasu, ezért az ML becslé hatasos MVU
becsld lesz.
S -plr1 1—2rp+r
ve U_l—pz[l [—p “]_
1 —p 1- rp p
[ U=l =
1—p? 1 1—p?
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Ezzel
(A =rp)zo + (r—p)z; () = 1-p?
ML= 1-2rp+r?  COV e 1-2rp+r?
Megjegyzeés:
Ha r = 1, akkor
R Zo + 74 R 1+p
Ay = 2 ycov(@y) = —

7. irja fel egy valés idében miikddéképes rendszert leird, elsérendii linearis rendszer differenciaegyenletét!
Szarmaztassa a kimenet szamitasanak jelfolyamgrafijat, és allitsa el6 annak azt a valtozatat, amely csak
egyetlen késleltetd elemet tartalmaz! irja fel a rendszer allapotvaltozds leirasat is! Adja meg az
allapotvaltozos leirast a

(1-7)z71

H@) =5—

atviteli fliggvényl rendszer esetére (max. 4 pont)! Tervezzen megfigyeldt, amely képes ezt a rendszert véges
Iépésben kdvetni, és irj fel a megfigyeld atviteli figgvényét (max. 3 pont)!

—rz-1

Megoldas:

ym) +by(n—1) = aqu(n —1)
y®n) =aun—1) —by(n—1)

u(n)

u(n—1)

w(n) y(n)

a
wn-—1)

y(n)
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Az allapotvaltozés leiras:

xon+ 1) = —byxy(n) + u(n)
y(n) = ayxo(n)

atviteli fUggvény esetén: a; =1 —r,b; = —r
b4 r

A hibarendszer matrixa: A — GC = —b; — goaq, go = =
LT

A medgfigyel6 atviteli figgvényének szarmaztatasa:

A medfigyel® kimendjelének z-transzformaltja: Y (z) = (1 — )X, (2)
A medfigyeld allapotvaltozoja z-transzformaltjanak értéke a késlelteté bemenetén:

- r - o T
zX0(z) = 7——[1(2) = (1 =7)&(2)| +T4o(2) = ——T¥ (2
2@ ==Y @~ A - NE@] + %@ = =¥ ()

Ebbe behelyettesitve £,(z) = -2 értéket:

Y(2) _

— -1
Hmegfigyel(’i - m -

rz



