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1. Gyakorlat

Diszkrét rendszerek, konvergencia véges 1épésben

A gyakorlat els6 része a diszkrét rendszerekre vonatkozd koradbbi tanulmanyok rovid
Osszefoglaldja egyszerti példakon keresztiil. A gyakorlat masodik része a megfigyeldk
tulajdonsagait illusztralja az el6z6ekben bemutatott példakra épitve.

A diszkrét rendszerek — tipikusan idObeni és/vagy térbeni — sorrendjiikkel jellemzett adatokat
dolgoznak fel. Ha az id6beni/térbeni sorrendhez azonos idébeni/térbeni tavolsag tartozik, akkor
»egyenletes” mintavételezésrol beszéliink. Az ilyen adatokra vonatkozdan jol kidolgozott
eszkoztarral rendelkeziink, és a viselkedéseket a frekvenciatartoményban is hatékonyan le
tudjuk irni. Az alabbiakban ilyen rendszerekrol lesz szo.

Egy valos idében miikodtethetd/Kiértékelheté masodfoka rendszer differenciaegyenlete

yn)+by(n—1) + b,y(n — 2) = qqu(n — 1) + a,u(n — 2), (D)

ahol y(n) arendszer kimeneti értéke az n-edik idépillanatban, y(n — 1) az egy ,,mintavételi idével”
korabbi, stb. Itt u(n) a rendszer bemenet értéke az n-edik id6pillanatban. Ez az (1) egyenletben azért
nem szerepel, mert az n-edik iddpillanatban ,,érkez6” bemendjel értékbol nem lehetséges ugyanabban
az id6pontban ,;megjelend” kimeneti értéket szamitani: a rendszer valds idejii miikodtetése nem
lehetséges. A targy keretében ezt a szempontot figyelembe vessziik.

Mivel tipikusan a kimeneti értékekre vagyunk Kivancsiak, ezért (1) helyett a
y(n) = aqu(n—1) + apu(n — 2) — byy(n — 1) — byy(n — 2) (2)

format hasznaljuk. Ezt a miiveletsort az alabbi dbra szemlélteti. Itt a z~! a mintavételi idének

u(n) y(n) -
l .

u(n—1) y(n—1)

u(n—2) y(n—2)

1. dbra
megfeleld késleltetés operatora.

Ez a megoldas a késleltetd elemek szdmat illetéen redundéans. Képezziik ugyanis az (1)
Osszefliggés z transzformaltjat, majd a rendszer atviteli fliggvényét!

Y(2) + bz Y (2) + byz7%Y(2) = ;27 U(2) + a,z72U(2), 3)

Y(2) a,z71 + a,z?

H = =
@) U(z) 1+4+biz71+byz?

(4)

amit kiszdmithatunk két 1épésben:
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Y(z) W(2)Y(2) 1
U(z) U@)W(z) 14bz 1+ byz72

H(z) = (a1z71 + a,z732) (5)

az alabbi abra szerint:

u(n)

w(n) w(n)

|
N

w(n —2) w(n —2)

2. abra

Az é4bra alapjan nyilvanvald, hogy a késlelteté/tarolo elemek ,,ekvipotenciélisak”, tehat két
késlelteté/tarold elem alkalmazasa elegendS. Fontos észrevétel, hogy itt w(n) valds idejl
kiszamitasa nem igény, mert a kimenet meghatarozdsa érdekében csak a kordbbi értékét
hasznaljuk.

u(n) y(n)

3. abra

Amit a fentiekben tapasztaltunk az Osszecseng azzal is, hogy egy mdasodrendii/’masodfoka”
rendszer valgjaban csak két késleltet6/energiatarold elemet tartalmaz/igényel.

y (n) u(n)
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Egy tjabb szamitasi vazlatot kapunk, ha a 3. dbran minden nyil iranyat megforditjuk, és a
kimenetet és a bemenetet felcseréljiik. Ezt latjuk a 4. dbran. Azt, hogy ez (2) dsszefliggést
valositja meg egyszerlien ellendrizhetjiik, hiszen y(n) értékét a,u(n) — b,y(n) kétiitemt,
a;u(n) — byy(n) egyiitemii késleltetett értekének Osszegeként kapjuk. A 3. dbran végzett
atalakitast transzponalasnak nevezziik, a 4. dbran lathat6 elrendezést pedig a 3. dbran lathato
elrendezés transzponalt struktirdjanak nevezziik. Ez az atalakitas altalanos érvényt a lineéris
differenciaegyenlettel leirhat6 diszkrét rendszerek esetében!

Mikozben a 3. és a 4. abran lathato szamitasi vazlatok ugyanazt az atvitelt valdsitjadk meg,
hiszen a hozzajuk rendelhetd atviteli fliggvény ugyanaz, a konkrét kiszamitas koriilményei nem
azonosak, hiszen eltéroek lesznek a kiszamitott kozbenso értékek és a tarolt tartalmak. Ennek
nem elhanyagolhatdo kovetkezményei lehetnek, elsésorban korlatozott szamabrazolasi
(dinamika) tartomany és fixpontos aritmetika esetén.

A 3. és 4. dbrékon lathat6 szamitési elrendezésekhez allapotvaltozos leirasokat is rendelhetiink.
Ehhez a késleltetd elemek kimenetét az aktualis idOpontbeli allapotvaltozéknak, mig a
késleltetok bemenetét azok kdvetkezd idopontbeli értékének tekintjiik. A 3. dbra esetében

u(n) y(m)

5. 4bra

az allapotvaltozos leiras:

_ [¥o(m+ D] _[u() = bixo(n) = byx; ()] _=by  —by][¥(M] 1 _
x(n+1) = [xj(n + 1)] B [ x(;(n) o ] B [ 1 02] [x(l)(n)] + [O]u(n) -
= Ax(n) + Bu(n) (6)
y) = () + o () = [ @l [20)] = ex(
A 4. 4bra esetében az allapotvaltozos leiras:
}(n) u(n)
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e+ 1] [xy(n) + au(n) —bixg(n) ] _ [-by  1][x0(n) a, _
x(n+1) = [x(l)(n + 1)] N [ a,u(n) — byxy(n) - [—bl 0] [x:(n)] + [az] u(n) =
= Ax(n) + Bu(n) @)
_ _ xo(M)] _
y@) = xom = [1 0[] = cx(m

A (6) és (7) osszefiiggésekkel megadott szamitasok is ugyanazt az atvitelt valdsitjak meg, de a
kiszamitas koriilményei ebben az esetben is eltérdek.

Az éllapotatmenet matrix, valamint az allapotvaltozokhoz torténd becsatolds (Bu(n)) és az
onnan torténd kicsatolas (Cx(n)) — az atvitel valtozatlansaga mellett — modosithatd a hasonldsagi
transzformaciok modszerével. Ebben az esetben az allapotvaltozo 1j lesz: x'(n) = Tx(n), és a tobbi
matrix pedig

A =TAT™:, B =TB, C =CT}, (8)

amivel tetszéleges szamu konkrét kiszamitdsi formét tudunk szarmaztatni. Mindennek
célhardver tervezésénél van jelentdsége.

Példa: Megfigyelo tervezése

Tervezziink véges 1épésben konvergalni képes megfigyelét az 5. dbran lathatdé rendszer
(kiszamitasi struktira) esetében!

— _b1 _bz _ _ o
A_[l 0],C—[a1 az],G—gll 9)
A véges lépésben torténd konvergencia feltétele, hogy [A — GC]? = 0. Most
9o Jod1 GoQz —by — goa; —by — goaz]
= a a = —_ =
GC [91] [ ! ] glal glaZ] ’ A GC [ 1 - g1a1 —g1a2 (10)
A kijelolt matrix hatvanyozasi miivelet eredménye:
[A - GCJ? = [_bl —goa1 —by— goaz] —b; —goa; —b; — goaz] _
1-g104 —g14; 1-g104 —g14a; 1
_ (b1 + goa1)* + (by + goaz)(g1a1 — 1) (by + goar) (b, + goay) + (b, + .90‘12).91‘12] -0 ( )
(g1a; — D (by + goay) + (g1a; — Dg,a; (9101 — D(b; + goaz) + g7a3
A keresztatlo elemei kiemeléseket kovetOen:
(b1 + goas + g1a3)(by + goaz) =0 1o
(by + goas + g1a3)(g1a; —1) =0 (12)
ahonnan
b, + g1a
(by + gots + g1a2) =0,  go=——"7, (13)
a;
amit (11) jobb alsé elemébe helyettesitve:
_ aib; — a;bq _ ayb, + by(a;by — ayby)
91 a?b, — ajab, + a3’ bo a?b, — a,a,b, + a3 (14)
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Ha példaul az atviteli fiiggvény

(1-7)z71

H(z) = BT (15)
alakq, ahol a stabilitas érdekében |r| < 1, akkor
ag=1-r, a, =0, b; =0, by = -1, (16)
amivel (14) alapjan:
1
9o=0,  G1=7— (17)

Tervezziink véges 1épésben konvergalni képes megfigyelét az 6. abran lathaté rendszer
(kiszamitasi struktura) esetében!

a=|2p o =t ol 6=[7] (18)

A véges lépésben torténd konvergencia feltétele, hogy [A — GC]? = 0. Most

_[Y90 _[90 O _
c=[g]n o= o] a-ee=[Tp 2% o) (19)
A kijeldlt matrix hatvanyozasi miivelet eredménye:
SRl A | A B
[ | 91 0
(20)

_ (go +b1)* — by — g4 —go—b1] -0
(go +by)(g1 b)) —g1—by '

ahonnan

go = —b1, g1 = —b; (21)
Ha a megvalosulo atviteli fliggvény (15) és (16) szerinti, akkor (21) alapjan

90 =0, g1 =T (22)

Megjegyzések:

1. Vegyiik észre, hogy a megfigyeld ismeretlen paramétereinek szamitdsdhoz csak az A és a
C ismeretére van sziikség. A 6. abra esetében az atviteli fliggvény szamlalopolinomjanak
egyiitthatoi (a, €s a,) csak az allapotvaltozokhoz torténd becsatolasban vesznek részt, ezért
a (19) — (21) osszefiiggésekben nem szerepelnek.

2. Vegyiik azt is észre, hogy a szamitasok ,,dinamikatartomanya”, azaz a szdmitasok soran
fellépd kozbensd szamértékek nagysaga igencsak eltérd lehet. Ha (15) pdlusai kozel vannak
az egységsugaru korhoz, mert egy kifejezetten szelektiv sziirérdl van szo, akkor r abszolut
értéke alig kisebb, mint 1, amivel az 5. dbra szerinti megvalositdsban (17) szerint g,
egészen nagy érték lehet, mig a masodik esetben g; abszolut értéke mindig kisebb lesz,
mint 1. Ebbdl kovetkezik, hogy — masodlagos szempontokat figyelembe véve — nem
mindegy milyen kiszamitasi format alkalmazunk!

3. A véges Iépésben konvergald megfigyel6 paramétereit szamithatjuk a (10) és (19) matrixok
sajatértékei alapjan is:



Méréselmélet gyakorlat, 2022. februar 16.

A+ by + goa; by + goaz] _

det[Al — (A—GO)] = ~1+g,a, A+gray |~ 0 (23)

det[AMl — (A—GC)] = (A + by + goa))(A + g1a;) — (=1 + g1a;)(by + goaz) =0

22+ A(by + goay + g1az) + by + goaz + g1 (azhy — a;hy) =0 @4
Mivel véges 1épésben torténd konvergencia esetén ennek mindkét gyoke nulla:
by + goa: + 910, =0
by + goaz + g1(azhy —ayby) =0 (25
Amibdl (14) adodik. Illetve a masodik esetben:
_ A+b+g0 —17
det[Al — (A — GC)] = det by + g, 1= 0 (26)
22+ by + go) + by + g1 =0 (27)
Mivel véges 1épésben torténd konvergencia esetén ennek mindkét gyoke nulla:
by +go=0
b, +g9:=0 (28)

Amib8l (21) adédik.

4. Vizsgaljuk meg a 6. abra szerinti rendszerhez tervezett megfigyeld esetében hogyan néz ki
a (véges lépésben konvergald) megfigyeld atviteli fiiggvénye! Ehhez irjuk fel a megfigyeld
egyenleteit:

Xo(n + 1)] _ £ () + a;u(n) — by Xy (n) + .90(3’(”) - 37(”))
% (n+1) azu(n) b,%o (1) + g1 (y(n) — 9(n))

=[5 ol [+ e + [52] 6o - 9a0) =

%1 (n)

= Ax(n) + Bu(n) + GC(x(n) — ’;\?(n))

2+ 1) = |

(29)

9 =20 =11 01[1)] = cx(m)

A megfigyeld bemenete y(n), Kimenete y(n) = £,(n). Az u(n) additiv rendszerbemenet, amit6l
az atvitel szdmitasakor eltekinthetiink (u(n) = 0), hiszen arra vonatkozdan az atvitel mas, és
hatasa késdbb szuperpozicidval figyelembe vehetd, ha kell.

(16) és (21) felhasznalasaval

2(n+1) = xo(n + 1)] [ %)

Xo(n) -
xl(n +1) rX,(n) + T(y(n) _ fo(n))] =1, 1] [Jfo n ] + [2] ()’(n) - XO(n))

ol1x;(n)

egyszerll forméaban (30)

Zo(n+1) =%,(n), X¥(n+1) =ryn),
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ahonnan:

Zon+2)=%,(n+1), 2,(n+1) =ry(n), (31)
tehat

ym+2)=ry(n), ym)=ry(n—-2) (32)
vagyis a megfigyel0 atviteli fliggvénye:

Hypegr(2) = % =rz7? (33)

(33) a varakozéasnak megfelelden véges impulzusvalaszu.

Ezt kovetden nézziik meg (15) impulzus és egységugras valaszat!

yn)=A-ru(n—1)+ry(n—2) (34)

u(n) impulzusvalasz u(n) egységugras valasz

1 y(0)=0 1 y(0)=0

0 yD=1-r 1 yH=1-r

0 y(2)=0 1 y2)=1-r

0 yB)=>0A-r)r 1 y@)=1—-r+@Q-rr=>0-7r)(1+7r)

0 y(4)=0 1 y@)=1-r+A-rr=>0-7r)(1+7r)

0 y(5) = (1 —r)r? 1 yB)=1—-1r+A-r)A+r)r=0-r)A+71+71?)

0 y(6) =0 1 y@)=1—-r+1A—-r)A+r)r=0-r)A+71+71?)

Most pedig azt vizsgaljuk, hogy mit csindl a megfigyeld! A megfigyelé6 megkapja az u(n)
bemenetet is! (29) felhasznalasaval

Ron+2)=2(n+D+A-run+1), zMm+1)=ryn), (35)
ahonnan
yn+2)=ryn)+ 1A —-r)u(n+1), ym)=ry(n—2)+ (1 —r)u(n—-1) (36)
u(n) | megfigyel6 valasz | u(n) megfigyeld valasz
1 y(0)=0 1 y(0)=0
0 y)=1-r 1 y)=1-r
0 y(2)=0 1 y2)=1-r
0 y3)=>0A-r)r 1 y3)=1—-r+A-rr=>0-7r)(1+71)
0 y4)=0 1 yA)=1-r+Q-nrr=A-r1+r)
0 $(5) = (1 —r)r? 1 §B) =1-r+A-r)A+r)r=0A-r)A +7r+71?)
0 y(6) =0 1 §6)=1-r+A-r)A+r)r=0A-r)A+7r+71?)

A kapott tablazat teljes mértékben megegyezik az el6zdvel! Ez elsé ranézésre meglepd! A
megfigyeldt ugy terveztiik, hogy két 1épés utan alljon be, tehat két 1épés utan az y(n) kimenetén
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ugyanaz jelenjen meg, mint a megfigyelt rendszer y(n) kimenetén! Annak, hogy az els6 két
Iépésben is ugyanazt kaptuk az az oka, hogy a megfigyelt rendszer és megfigyeld
allapotvaltozoi egyarant nulla kezdeti értékrdl indulnak, belsé allapotuk egyforma, azaz mar a
kezdeti allapothiba is nulla!

Végezze el az impulzusvalasz és az egységugras valasz, valamint a megfigyelé valasz
szamitasat abban az esetben, ha

%0(0) !
[xl(O)] = ol (37)
A megfigyeld kezdeti allapota természetesen marad nulla.

4. Figyeljik meg, hogy (15) impulzusvalasza — a nevezd egyszerl alakjanak kdszonhetden —
sorfejtéssel is szarmaztathato (valojaban a mértani sor 0sszegképletét hasznaljuk fel!):

(1-7r)z71

H = =
() 1—rz2

A-mz*A+rz2+7r2z7%+ ) (38)

Itt a jobboldalon z~! hatvanyainak egyiitthatoi az impulzusvalasz egymasutani értékei!
5. Figyeljik meg, hogy a transzpondlt strukturdk allapotatmenet matrixai (lasd (6) és (7))
egymas transzponaltjai:

_b1 _bz]T — [_bl 1]
0 )

1 0 —b, (39

valamint a becsatold matrix (B) transzponaltja lesz a kicsatolo matrix (C), és forditva.



