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1.3. A mérési elljérés sajétosségai

A valdsag (tere)

Ismétlés

| . F |
| A megfigyelések (tere) | Adontések/becslések (tere)
| |

Wn) =

x(n+1)=Ax(n)
Cx(n)

-1

— Korrekcié
—/

x(n+1) = Ax(n) + Ge(n)
y(n)=Cx(n)

y(n) e(n)

bizonytalansag

(zajos) csatorna

Célunk az x(n) allapotvektor becslése.

e M —

megfigyelési folyamat

1.F=A—-GC =0.

e g

x(n +1)—x(n+ 1) = Ax(n) — Ax(n) — Ge(n) = (A GC)(x(n) — x(n))

megfigyelési folyamat ,inverze”

g(n + 1)
Ebben az esetben G = AC™ 1.

|

e(n)

em+1)=Fe(n) F

2. FN = (A-G6ON =0.| x(N)—x2(N) =(A—GON(x(0) —%(0)) =0 N lépéses konvergencia, V sajatérték nulla.
3.Ha FN = (A GC)N # 0, a hiba exponencidlis jelleggel csékken. »Majdnem minden rendszer megfigyeld.”
L H@) = ayz 4 agr it bayz = Tt a,;sz o +aiz" L al6s idei kiszamithatésag!
R‘r Ununt // Ry
uK) —> 1 Megfigyelés zajos csatorna esetén: y(n) = Cx(n)+zaj | — véletlen £(n + 1), e(n+1).
. R E{YR_3eE(n)} = E[eT (n)e(n)] = trace E[e(n)eT (n)] = traceP(n) —— min.
e(m+1) =Fe(n) |helyett| E[e(n + DeT(n + 1)] = FE[e(M)eT(M)]FT = FP(n)FT
. {relativ) _
1.4. A Zajos gyakorisag e ﬂ;ng:s.:tnkus, folyamat x{mﬂ- f}
csatorna e
modellezése — S
tao E=
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Ismétlés

2. A dontéselmélet alapjai

Példa: detektalas radarral. Binaris vagy kéthipotézises dontés: | eldontendd a jelenlét vagy a jelen nem |ét kérdése.

A csatorna zajos, ugyanarrol a jelenségrél rendre eltéré értékd megfigyeléseket kapunk.

El kell dontentink, hogy — egy vagy tobb megfigyelésre alapozva — a két lehetséges

forras dontés
: : hipotézisbdl melyiket fogadjuk el:
: megfigyelések " dontések tere
tere H, hipotézis: az (ellenséges) objektum nincs jelen. || H; hipotézis: az (ellenséges) objektum jelen van.
Lehetséges hibak: Elfogadjuk H,-t, holott H, igaz. Ennek valdszinlsége P,; (miss probability). Tévesztés valdszinlsége

Elfogadjuk H,-t, holott H, igaz. Ennek valészin(isége Py (false alarm probability). Teéves riasztas valoszinisége

A dontéshez el6zetesen felvesszik a megfigyelések hisztogramjat, és abbdl kozelitéleg elballitjuk az f(Z|HO) és f(Z|H1)
feltételes stirliségfliggvényeket. Ezeket csatorna- karakterisztikaknak is nevezziik.

dintési kiiszob Keressuk a dontési kiiszobot valamilyen optimum kritérium szerint.
Mivel a slirdségfliggvények atlapolddnak, ezért a dontési kiiszob meghatarozasa
nem trivialis.
Az ehhez alkalmazhaté konkrét stratégia a rendelkezésre allé informacio fliggvénye.
\ flzlH)  Kéthipotézises Bayes dontés: Alkalmazasi feltételek:
1. Ismerjlk az un. a priori valdszinlségeket: Hy —» P, és H; — P;.
2. Ismerjlik a csatornakarakterisztikakat: f(ZIHO) és f(ZlHl).
Definidljuk a koltségeket:
C;; annak a kéltsége, hogy az i-edik hipoteézist fogadtuk el, holott a j-edik igaz.
Ertelmezziik a bekdvetkezési valdszinliségeket:
P(Hl-lHj), ahol az i index a feltételezett hipotézis, a j index pedig
a bekovetkezett kimenetel azonositdja. (i és j most 0 vagy 1.)

Hx'-
N —"\'\T’H"

A

N
¥
F Y
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dantési kilszdh

I Ha a klszob alatti (Z,) tartomanyba esik a mért érték, akkor H,-t fogadjuk el. SCRCS
f’f' \ | Ha a klszob feletti (Z;) tartomanyba esik a mért érték, akkor H;-t fogadjuk el.
feltia ’f Pu | \ s \ falrd A cél: a kiiszob olyan bedllitdsa, amely az atlagos kockazatot (risk)/koltséget (cost) minimalizalja:
f N
|'I " /: s R = \COOPOP(HolHO), + \C10P0P(H1|Ho’) + \601P1P(H0|H1,) + \C11P1P(H1|H1),
o o. 4 i ! v T Y
A kifejezés minimumat a déntési Annak koltsége, hogy Annak koltsége, hogy Annak koltsége, hogy Annak kdltsége, hogy
kiiszéb értékének alkalmas H, kovetkezett be,  H, kbvetkezett be, = H; kovetkezett be,
megvalasztasaval érjuk el.

H, kovetkezett be,
és azt is fogadtuk el.  és H,-t fogadtuk el. és H,-t fogadtuk el.
A
[

és azt is fogadtuk el.
.o 7 . 7 7 V24 J4 A A A
A bekovetkezési valoszinlségek ‘ ‘ ‘ ‘
szamitasa:

P(H;

\

R = CooPo fzof(leo)dZ + C10Po lef(ZlHo)dZ + Co1Py fzof(ZlHl)dZ + C11P lef(ZlHﬂdZ-
H) = H)dz,
i) fzif(z| 1)dz Mivel [, f(z|Ho)dz = 1 — Iy, f(z|Hy),

és [y fz|H)dz=1- [, f(z|Hy)dz.

R = CyoPy + €11 Py + Py(Coo — Cy0) fzof(Z|Ho)dZ + P1(Co1 — C11) fzof(Z|H1)dZ-

\ J \
TngUk fEl, hogy ClO > COOI és COl > Cll !

<0
Tekintsuk a dontési kliszob helyét az 6sszefliggésbeli
egyvaltozods integral fuggvény fluggetlen valtozéjanak!

Az atlagos kockazat minimuma a z véltozo azon értékénél (a keresett dontési  PoCuo=Co) f(H) /7 N
kiiszobértéknél) van, amelyre

/N

Y )
>0

dantési kiiszib

s, Pi(Cay = Gy f(2|Hy)

y \"n
'I |".I

ndveli a koltséget ,,—*'
Po(C1o — Coo)f(2|Ho) = P1(Co1 — C11)f (2|Hy).

l EREN
A kiadddoé dontési kiiszobértéktdl akar jobbra, akar 7
Méréselmélet 2. eléadds, 2022. februdr 23. balra eltérve az atlagos kockazat névekedni fog.

- naveli a kbltséget

L J
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_ Py(Cy9 — Coo) valoszer(iség  Ismetles

Po(C10 — Coo)f (2|Ho) = Py (Cor — C11)f (2|Hy) »A( ) — f(z|Hy)

F(z|H| Zkiszop  Py(Cor — C11) n Un.,,|lk?|lh0?d arany
fuggvény
Ha az aktudlisan megfigyelt értéket behelyettesitjiik a ,likelihood” arany fiiggvénybe, és ha A(z) > 7, akkor a dontés H;_
1;1 Ez az un. Bayes dontési szabaly vagy likelihood arany teszt. ha A(z) < 7, akkor a déntés H,,.
A(z) _7 | Megjegyzések: H1
H, 1. Ha a koltsegeket ugy valasztjuk meg, hogy n = Po Iegyen akkor a szabaly Plf(z|1—11) P,f (z|H,) alakban irhaté.
utolagos Ho

Ez megegyezik a P(H,|z) P(HOIZ) feltétellel, vagyis ilyenkor a dontést az a posteriori valdszin(iségek alapjan hozhatjuk meg.

H
P(Hy|z) annak a vanszmusege, hogy z-t mérve Hy, P(H,|z) pedig annak a valdszinlisége, hogy z-t mérve H; kovetkezett be.

Ezt a specialis esetet maximum a posteriori (MAP) dontésnek nevezziik.
P;l valoszer(iség
2.Szokdsa A(z) = IlnA (Z)< Inn =y, un. log-likelihood aranyt is hasznalni.

1. Példa: Ho
Konstans jel detektalasa zajos csatornan keresztul: jelen van-e a jel a megfigyelésekben vagy nincsen?

Tegyiik fel, hogy a megfigyelések fliggetlen, Gauss eloszlasu valdszinliségi valtozdk nulla varhaté értékkel, és o variancival.

A H hipotézis az, hogy a megfigyelés z;,, = n;, azaz a jel nincsen jelen, csak a zaj aktualis mintajat kapjuk.
A H, hipotézis az, hogy a megfigyelés z;, = a + ny, azaz a jel jelen van, a jel és a zaj aktudlis mintajanak 6sszegét figyeltik meg.
k = 0,1,..,N — 1, azaz N mintat vesziink, és ezek egyuttes figyelembevételével dontlink. | Ekkor z egy N dimenzids vektor!

A dontés soran az egylttes feltételes s(irliségfliggvényeket fogjuk hasznalni, hiszen egyszerre vesziink figyelembe N mintat!

Minden mintardl tudjuk, hogy Gauss eloszlasu. Mivel a mintak flggetlenek, az egyuttes feltételes slrlség fliggvény

Méréselmélet 2. eldadds, 2022. februar 23. az egyes felteteles s(ir(iségfliggvények szorzata lesz! 5



Ismétlés

Egyetlen megfigyelés esetén a feltételes slirlségfliggvények: _(zg=a)? )
-l N A(z) = H’V Hf(lHy) 1—[1" te 2% >,
f(z|Hy) = Tzno € 200, f(z|H,) = o € 2, k=0 f (zk|Ho) k=0 _ZZ_I%Z H<0 ,
e “%n
H,
N-1(z, — a)? N-1 52 1 N-1 N-1 Na* >
ln/l(z)=/1(z)=—z +z = Z —(z2 —2az, + a® — z __Z Zy— =5 _lnn=y
k=0 20}% k=0 20‘7% 20‘,% k=0 ( k k k) k=0 207% ;0
1 N—1 — van jel
, 1 (isz6 Han =1, akkor Inn =0
Atrendezve: z Zk lnn L4 a— 50— di:;i‘;‘zr an akkor (nn
N < 2 k=0 — nincs jel 1 N-1 Hy a
T F T 1 ekkor L > a
, S N Lugeo ¥ <2
N o, 7 k=0 0
el6feldolgozas  kliszObérték A dént()’készulek blokkvazlata

2. Példa: Valtozé amplituddju jel detektalasa zajos csatornan keresztil: jelen van-e a jel a megfigyelésekben vagy nincsen?

Tegyik fel, hogy a megfigyelések fiiggetlen, Gauss eloszlasu valdszin(iségi valtozok nulla varhato értékkel, és 0,2 varianciaval.

A H hipotézis az, hogy a megfigyelés z;,, = ny, azaz a jel nincsen jelen, csak a zaj aktualis mintajat kapjuk.
A H hipotézis az, hogy a megfigyelés z, = a; + ny, azaz a jel jelen van, a jel és a zaj aktualis mintajanak 6sszegét figyeltik meg.
k = 0,1,..,N — 1, azaz N mintat veszlink, és ezek egyuttes figyelembevételével dontiink. | Ekkor z egy N dimenzids vektor!

A dontés soran az egylttes feltételes s(irliségfliggvényeket fogjuk hasznalni, hiszen egyszerre veszink figyelembe N mintat!
Minden mintardl tudjuk, hogy Gauss eloszlasu.

k (zmag)”
Flel) = e f(al) = e

Méréselmélet 2. el6adas, 2022. februdar 23. 6




A megfigyelések fliggetlensége miatt a N megfigyelés egylittes _(zx—ag)? .
srlségfluggvénye az egyedi megfigyelések slrliségfuggvényeinek A2) HN—lf(zlel) 1—[1\’—1 e 20n 5
Z) = _— =
szorzata. w0 flHo) | Limo ™ 22 <
207 0
e n
Hy
N=-1  (z, —ay)? N-1 ZI% 1 N-1 1 N-1 '3
ln/lz=/12=—z — +2 = z Za——z ai _Inn=y
2 1 N—-1 - van iel Ha a mintak
Atrendezve: Z akzk —Inn+-—— a}?c n IV s Kusib egyformak,
N < N 2N ; N an detektor |, incsiel akkor az el6z6
‘ \ Y ; Ok 1‘ ' 1‘ t eredményt
eIofeIdoIgozas klszobérték N 1] kapjuk.

. e A dontbkésziilék bIokkvazIata
Sillesztett szlr6

3. példa: Véletlen amplitudoju jel detektalasa zajos csatornan keresztil: jelen van-e a jel a megfigyelésekben vagy nincsen?

Tegylk fel, hogy a jel és a zaj egyarant id6ben diszkrét, stacionarius sztochasztikus fehér zaj folyamatok, Gauss eloszlassal, nulla
varhaté értékkel, és a2, ill. o2 varianciaval.

A H hipotézis az, hogy a megfigyelés z;,, = n;, azaz a jel nincsen jelen, csak a zaj aktualis mintajat kapjuk.

A H, hipotézis az, hogy a megfigyelés z, = a; + ny, azaz a jel jelen van, a jel és a zaj aktualis mintajanak dsszegét figyeltik meg.
k = 0,1,..,N — 1, azaz 6sszesen N mintat figyellink meg egyszerre.

A dontés soran az egylttes feltételes slirliségfliggvényeket fogjuk hasznalni.

Méréselmélet 2. el6adas, 2022. februar 23.



2
Z2 Zi 2( ZZ-’IC_ 5 H1
1 — 7 1 T aZaoZ) 9a*9
f(ZlHO) = 5y © 203, f(z|H1) = e 2(04+0%) Az) =TIz (:)[f(zk“‘ll) [y=2 on e a2 n >77.
on 27 |2 402 f (2| Ho) oiro2 Tk | S
e 207 0
Hy
N i zj; N oz >
InA(z) ==In N-1__ %k _ —1 %k N- n _
(2) 2 aa+an Z 2(aa+an) Zk 0 242 ZO-n(o-a+o-n)Z =0 Zk 2 ~ln 02+02 < ln?? 4
Hy
) N-1 > 202 (02 +02)[1 62+0% 1 = o [ vaniel
Atrendezve: z ,% > Sin——-5— + —In n 2 EZU d;s:}im
N k=0 < Oq 2 On N k=0 —* nincs jel
Y \ Y J T T T T
e|0fe|d0|80235 kiiszObérték A dontSkésziilék blokkvazlata = N % 7
Megjegyzések:

]_[,rmmﬂ ﬁf{mm

b J':ﬂ//
_ s - >
- et
H; Ho H;
£y Lo £

Dontési tartomanyok

Méréselmélet 2. el6adas, 2022. februar 23.

1. A kéthipotézises Bayes dontés altalanosithatd tobb hipotézis esetére

2. Ha az apriori valdszinlségek valtoznak vagy nem ismertek, akkor egyéb
megfontolasokat kell tennlink a kiiszobértékek meghatarozasa érdekében.



3. A becsléselmélet alapjai A cél az a paraméter(vektor) a@ becsl6jének meghatarozasa az abran lathaté
el6zetesen ismert (és az azokbdl szarmaztatott) strlségfliggvények ismeretében.

Valosag ; Megfigyelések ! Becslesek
a véletlen (bizom{talan) érték — hisztE)grlam - f(a) csatorna
f(a :FH—H?:& a fix érték —» z véletlen (bizonytalan) érték — hisztogram— f(z|a) karakterisztika
: — Mi a megfigyelt értéket/érték-halmazt (z) ismerjik!
: "“:"’ - Vajon milyen érték(i és gyakorisagu a csatorna
‘ karakterisztika
f(!lﬂ] flalz) . : Akt — hisztogram - f (al|z)
- L » eredményezhetett ilyen z értéket: inverze”
Py (X) Py AN AN
fala) + . bla) 1. Feltételes varhatéérték: E{@la} = [__ @ f(ala)da
o R B o 2. Feltételes R R R N o \T
Amit mi kereslink: @ becslé, —h—-—-—~4—1.."u:11 (@la) kovariancia matrix: covia,d|la} =E {(a — E(ala))(a — E(ala)) |a}
és annak , mindsitése”. /L = » 3. Feltételes torzitas (bias): b(a) = E{ala} — a
h{ala] a a

4. Atlagos négyzetes hiba (Mean Square Error (MSE)) métrix: E{(@—- a)(@—- a)"|a} = cov{@,ala} + b(a)b" (a)
Ha ismert az f (a) valdszinliség-s(iriségfliggvény, akkor definidlhato:
5. Feltétel nélkiili varhaté érték: E(a) = E{E{’dla}} 6. Feltétel nélkiili kovariancia matrix: covi{a,a} = E{cov{a,ala}}

3.1. Bayes becslok

Az ismeretlen (mérendd) paramétert valoszintiségi valtozoként modellezziik. Az egyszerlség kedvéért a paraméter legyen skalar.
Feltételezziik, hogy ismert a megfigyelt paraméter siirliségfiiggvénye: f(a), és a csatorna karakterisztikaja: f(z|a).

A Bayes szabaly felhasznalasaval elGallithatd az f(alz) Gn. a posteriori (utdlagos) sir(iségfliggvény:

f(zla)f (@) ” .
flalz) = e , ahol  f(z) = f_oof(a)f(zm)da | fC“J-.' ﬂ ,\]

Méréselmélet 2. eldadas, 2022. februar 23, i "| - rda 9




- flalz)
fe [\

P l i >

Ha a megfigyelések tartalmaznak a paraméterre vonatkozé informaciot, az a posteriori
slrdségfuggvény a konkrét paraméter-értékek egy szikebb kornyezetére terjed ki.

i

Az a posteriori slrliségfliggvény segitségével hatarozzuk meg az ismeretlen paraméter (vektor) ,legjobb” becslojét.
Ehhez értelmeziink kell a ,,legjobb” fogalmat alkalmas koltségfliggvényeken keresztiil:

R(a,a) = E{C(a,

a)} = JOO ij(&, a)f(%z)dadz

Itt C(a, a) az un. koltségfiiggvény, vagy

|. Négyzetes kritérium (vektor paraméter/éEgengedett):

C(a,a) = ZZI

(@ —a)*=(@-0)"@-a

A Bayes koltség

ennek a minimuma:

Rg = minR(a,a) = minE{C(a, a)}.
a a

kockazatfiiggvény, vagy kritériumfiliggvény, vagy hibafiliggvény, vagy illesztési fliggvény.

Il. Abszolut kritérium (vektor paraméter megengedett):

l1l. Maximum a posteriori kritériuy{(vektor paraméter megengedett): Négyzetes

0

C(a,a) ={1

ha Idi—aiISEVi—re
egyébkén

felhasznaljuk, hogy

fla,z) = f(al2)f (2). 0

|

9(@) = j (@-a)7@-a) flalz)da

Méréselmélet 2. el6adas, 2022. februdr 23. —0o

m
C(ara) = é |ai —Cll'l
i=1
Abszolit Maximum a posteriori
| _ 1,
- e ﬁ_ﬂ | | ﬁ_a I - a_a

3.1.1. Minimalis atlagos négyzetes hibaju becslés

R(d,a) = E{(@a — )" (&/— a)} =foo Uoo(@—a)T (d—a)f(aIZ)da]f(Z)dZ=f
i J

g(@)f(z)dz

Csak ez fligg d-tdl, ezért elég
ennek a minimumat keresni!

10




(0]

a (0.0)
g(a) = f(& —a)f(a—a)f(alz)da minimumanak feltétele %f_oo(a —a)7 (G- a)f(alz)dalg = Gyye =0

. 0 ” ” A legjobb becslé teriori
Mivel 2 (A — T (A — o\ = 2(F — ~ | A egjo ecslés az a posteriori
vel Je@-a)f @-@)=2@-a) > | dusf(al2)da=] s = | af(alz)da o becslésaz a
3.1.2. Minimalis atlagos abszolut hibaju becslés
Skalar esetre bemutatva: o d o o
R(a,a) = E{|ad —al} = j [f (@—a)f(alz)da —j (@ —a)f(alz)dalf(z)dz = f g(@)f(z)dz
—00 Y—00 a —00
Y }
Itt is elég g(a) minimumat megkeresni: g(a)
a[re,. 2 Q4Bs ” daps = f(alz)
5 U_w(a —a)f(alz)da —j@ (a— a)f(alz)da] a=d,p=0- j_oo f(al z)da = dABSf(aI z)da mediania.
3.1.3. Maxi teriori (MAP) becslé
axnrAm:‘m a posteriori ) becsles 4 Ha A4 kicsi, de 4 + 0, akkor az optimum az a
~ a=z *© at3z posteriori strlségfiggvény maximumhelye
9@ =| “falnda+ [ ,falnda=1- ) falzda
—o a+5 a-5 Ayap = f(alz) maximumhelye.
Megjegyzések:

1. A Bayes becslések mindig az a posteriori strlségfliiggvények alapjan torténnek.
2. Vektor paraméterre altalanosithatok.
3. Az MS becslés linearis abban az alabbi értelemben:

Ha b = Aa + c, akkor by = AQys + c, tovabba E{a + b|z} = E{alz} + E{b|z} = Gy + by

Méréselmélet 2. el6adas, 2022. februar 23.



3.1.4. Bayes becslé Gauss eloszlasok esetén
Tegylk fel, hogy a keresett a paraméter és a megfigyelési zaj Gauss eloszlasuak!
A paraméter lehet vektor, és lehet, hogy a kiértékeléseknél tobb megfigyelést vesziink egyidejlileg figyelembe.

Adott E{a} = u,, covia,a} = X,, > Gauss eloszlas esetén ,mindent” tudunk a-rol!
E{n} =0, cov{inn}=X,, ~ Gausseloszlas esetén ,mindent” tudunk a csatornardl!

Ha “minden” Gauss eloszlasu, akkor az a posteriori strlségfiiggvény momentumai explicit formaban megadhatdk.

Tegylk fel, hogy az additiv zajjal terhelt megfigyelés az alabbi osszefliggéssel irhatole: | z=Ua +n A megfigyelés
Itt dima = p,dimz = q,dim U = g * p. Az U az Gn. megfigyelési matrix. modellje linearis!
Az a posteriori varhato értek explicit Ays = Hajz = P + [UTZZA0 + 220U 21 (z — Upy)

formaja ilyen kortlmények kozott:
Az a posteriori kovariancia explicit o P
formaja ilyen kértulmények kozott: covia,a|z} = Zqq), = [U" 253U + 254

Megjegyzés: Qys = Qups = Ay qp, Mert az a Gauss a posteriori stirlségfliggvény szimmetrikus.

apriori ismeret korrekcié z—Upia fliggvényében

1. Példa: Mérendd egy ellenallas értékét Ggy, hogy ismert dram altal ejtett fesziltséget mérink. N megfigyelést végziink.

n, az additiv zaj mintaja.

Tegyuk fel, hogy az ellenallas értéke és a megfigyelési zaj egyarant Gauss eloszlasu valdszinlségi valtozoknak tekinthetdk.
A zaj megfigyelési értékei korrelalatlanok. Tegyiik fel, hogy ismert u, és 62 — az ismeretlen paraméter jellemzése.

lhak=j
Ohak #j

Vektoros alakban:| z = Ua +n |z" = (20,2, ..., 2y-1]. nT = [ng,ny, .., ny_1], U = 1 1 - 17, 2, =02l

a zaj varhatd értéke u,, = 0, cov{ny, n;} = 026, ahol & = { — acsatorna jellemzése.
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o~ — — Tz—l 2—1 -1 Tz—l 7 — ~ .
@Ms = Halz . I;fg T LU ZpnU ”aa] - U nn( Uka) covia,alz} = 2aalz = [UTZm%U + Ea;] !
aprioriismeret korrekcié z—Upu, fliggvényében
NG—‘% + G—‘%ZN_lz
-1 1 N—1 N 0_2 B Ua 0.2 k=0
ays = Halz = UHa T | 5T _ZZ Zy — S HUqg | = Ha L o2 N —HUq) = o2
o Lk=o 0 1+N 5 1+N%2
O-Tl
Ha 0, << 0, akkor Qys = lg, elézetes ismeret | " minték atlaga ,
ha o, >> o,vagy N — oo, akkor ;¢ = —Z Zy. predikcio + korrekcié |a méréssel szerzett informacid alapjan.
A becslési hiba varianciaja: az a posteriori kovariancia: 52 A becslés feltételesen torzitott: b(a) = E{aygsla} — a=
covia,alz} = Zyq, = [UTZRU + £k = var{a} = —— f‘u O-c% N1,
- ~ 0 a k=0 —_ ,
Ha 0, << oy, akkor var{d} = o, a=dad—a| 1+ NG—% = F ¢ O _ g = Ha az Itt felhasznaltuk,
~ 1 n _
ha o, >> og,vagy N - oo, akkor var{d} = NJT%' 1+ NG—% 1+N% hogy Eizy} = a.
\ On ) Gn

2. Példa: Mérend6 egy |smertJeI ismeretlen amplituddja.

,N — 1. Az ismeretlen o amplitudé és n, Gauss eloszlasu. E{a} = pg, var{a} = g,

zZy =asy+ng, k =0,1,.
E{ni} = 0, cov{n;, n;} = 056;;,covia,n;} = 0 Vi-re, Vj -re.

Most hasznaljuk a maximum a posteriori (MAP) becslést!

df (alz) _ 0 dinf (zla) dinf (a) _ o Most _M dlnf (a) a— Ug
L - -~ da L - fla)= J2na, e = da o2
fzla)f(@) | ainf (2) 1 2 e ask)2 dinf(zla) 1 ~oN-1
(alz) = — = = —e¢ 20 —
flalz f(z) da 0]f(zla) (ZMZ)’ZV ° da 0,% Zk=osk (i — asi)
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Sk (z — asy)

alnf(zla)_l_alnf(a) dinf (a) a— U, dinf(zla) 1 zN—l

=0 = — =
2 2
da da S da op da Oy L c=0
a vN-1
1 N—1 a — Ha :ua + 0_2 2]{:0 Ska 0_2
— — — — A n 4 ~ a
> Sk (Zk aSk) 2 =0 > Apmap = 2 Uar{a} =
On k=0 Oq a=dpap 1+ O0q vN-1 .2 O-C% N—1 .2
52 2k=0 Sk 1+—5Xk=0 Sk
n On x
Ha s,=1, Vk, akkor megkapjuk az el6z6 példa eredményét! /
Természetesen Ay ap =

Itt is azonosithatd a dontéselméleti rész 2. feladataban emlitett , illesztett” sz(rd.
a)?} = o}

Megjegyzés: A variancia kifejezésének bizonyitasa: Itt E{(u,
2
—as)} =0

2
g +2a o Zk 1 Sezr—a—al = Zk 152 [((ﬂa a)+74 o2 Zk o Sk(zk— aSk)> } E{(u, — a)(

var{a} = E{(@ — a)*}=E = 7
1+28 N3 o (1422303 57) mert E{n;} =
E{an,} = 0,Vk

A masodik tag négyzete:

2
o2 Ezzel: oG
E{(G_CZLZIIL& Sk (2 — aSk)) } ~ ok or Y=o Sk mert E{nkn]} =0,k # . GZ 7 Ti=o Sk _ a4
2 var{a} = E{(a — a) }= o2 2 oA oN-1 .2
<1+6—‘21 X 015,%) 1+ 2 Lie=o Sk

3.2. Maximum Likelihood (ML) becslo

Kiindulasunk, hogy nem ismerjik a mérend6é mennyiség a priori valdszin(iségs(irlség fliggvényét. llyenkor azt feltételezziik,
hogy ez a fliggvény ,szélesen elterild”, és ebb6l adéddan az a posteriori slirlségfliggvény megegyezik a csatorna-karakterisztikaval
Az optimalis becsl6t a csatorna-karakterisztika maximumahoz rendeljuk:

f(flﬂ)
fla) - - 0f(z|a) " dinf (Z|a) 0
= E—— * 1 -~ == 1. -
| Ayap = e Jda a=a Jda a=dnL
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3.2.1. Gauss-Markov (GM) becsl6: Specialis ML becsl6: a megfigyelési zaj Gauss eloszlasu, a megfigyelési egyenlet linearis.

N megfigyelést végziink, n az N dimenzids zaj-vektor: E{n} = 0, covin,n} = X,, £(n) 1 %nTEnnn
= e
A megfigyelési egyenlet: z = Ua + n, amellyel a csatorna karakterisztika: (Zn)gwnné
1 e U TE=1(7— ahol |X...| a
— (z—Ua)" Zyn(z—Ua dln zla) 0 nn
f(zla) = % %e 2 ) ](;CE =a (z—-Ua)'2;l(z—Ua)] = 0. X, matrix
(21)2 | Znal a=agm determinansat
U'Zai(z—Ua)|  _ . =0 = | agy = [UTZ:4U1 U Exiz |ha [UTZ50U]" Iétezik. jeloli.
GM Vérhatd értéke: Zny
A becslés minGségjellemzoje: e — o
cov(@gy, Ggy)= E{(dgy — @) (@gy — a)T}= E{[U" X, ,U]" U Iol(z - Ua)(z —Ua)'z luluTzul 1} = [UT s
— T y—1
Megjegyzések: COU(“GM; aGM) = [U z'nnU] 1 I
— N L ~ Ha X¥,; = 0, vagyis a széras végtelen, akkor
Ays = Ha|z = Iig + [UTEm%U + 2-"ac%] 1UT£mll(Z —Up,) “ PP
apriori ismeret korrekcié z—Up, figgvényében MS — *6M

A Gauss-Markov becsl8 torzitatlan: E{a;y} = a
Példa: A megfigyelesi egyenlet: z, = a + ng, k = 0,1, ..., N — 1,a megfigyelések figgetlenek. E{n;} = 0; cov{nk,nj} = a,%dkj
A csatorna karakterisztika:

f(zla) = ——e "o Thed e @? || o n szl
(2mo2)? da  la=ami=dgm

_ N |1nN-1 ~ ~ 1 oN—1
o o2 [N k=0 2k a] 0, Amr = Agm = Nzk:() Zk,

azaz linearis megfigyelési egyenlet és Gauss eloszlasu csatorna zaj esetén a legjobb (Gauss-Markov) becsl6

az egyszerl atlagolas!
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