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Ismétlés

A valosag (tere) A megfigyelések (tere)
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p X W(n) = Cx(n) " Korrekcio ) = Ca ) i
¢ ; y(n) e(n) _l/ W(n)=Cx(n) y(n)
bizonytalansag
(zajos) csatorna
- V o V _ Po(Cyo — Coo)f(leo) = P1(Co1 — C11)f(Z|H1)-
megfigyelési folyamat megfigyelési folyamat ,inverze” di:'mtési kiszéb

NPy (Cor = Cu) f(2IHy)

naveli a koltséget

2. A dontéselmélet alapjai _—e—_ oo~ ! ‘% X

'“'“——h ndwveli a kaltséget

i |II|I "III : \ Hq
, . . | : | 3
forras ! ! dontés | . . L, A(Z)<77
| megfigyelések | dintések tere . 3 Hy
ere : A(z) = f(Z|H1) _
R = CooPoP(Ho|Ho) + CioPoP(Hi|Hy) + Co1P1P(HolHy) + Cy3PP(Hy|Hy) z f(z|H0) Ziiiszob
R = C10Py + C11P1 + Po(Coo — Cr0) J, f(z|Ho)dz + Py(Coy — Cr1) J, f(z|Hy)d = Pollio — Coo) _
= C1oPo + C11P1 + Py(Coo — Ci0) Zof(Z 0)dz + P1(Co1 — C11) Zof(Z 1)dz. TP (Co — Ciy)
1. Példa: jelen van-e a jel a megfigyelésekben vagy nincsen? -
N—-1 —
2 1 Kiiszob
f( | ) (ZI;_S) H>1 Hq S szn() detektor |
— TN-1JZk H, N-— 1 n 1 B > g2 a = — nincs je
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2. Példa: Valtozé amplitudoju jel detektalasa: jelen van-e a jel a megfigyelésekben vagy nincsen?

Ismétlés
2 H .
(zg—a) H 1 5 = ciass | van jel
—— 1 1 > 2 1 N—1 2 Z ? 4 0 sz
A(Z) = HN 1f(zk|H1) HN 1 e ZO'-n >n Zk 0 aka < Wlnn + ﬁ2k=0 ak' N;] deteldor —* nincs jel
k=0 f(zrlHo) ~ g <V Ho : P
B_E HO a N &,

3. példa: Véletlen amplitudoju jel detektalasa: jelen van-e a jel a megfigyelésekben vagy nincsen?

[ 2
%k | H, >20 (62+02)[1. ol+0? 1
2,2 2 n'\Ya n a n
_ qN-1f(zklH1) _ o e 2(0g+on) | > Zj, In——s— —lTlT]
A@) = Tle0 pi g = = | | <0 || Nl “ 5 0d (20 o N
_ %at% ez | Ho - — .
| 1 kissob | e . -
, , .. o= EEY? Kot (el Hy) | £ (lHy)
3. A becsléselmélet alapjai = M g ﬂ | ﬂ/
Valosag Megfigyelések Becslesek G N g 7 ,;fl_ o _'IL
! ] — : —
a ‘ : A cél az a paraméter(vektor) a He . Ho - H.
fla ! a | becsl6jének meghatdrozasa az 1 . b(a) L Ly 4
. V T P a,bran Iathatcl) elolzetesen ismert .,--J. +. var@la)
: P (és az azokbdl szarmaztatott) Jov N N
— dhnli L _ | slirGségfiggvények ismeretében. E(ala) a i
f(@la) o o0 Itt C(a, a) az un.
3.1. Bayes becslok 4 R(a,a) = E{C(d,a)} = j f C(a,a)f(a,z)dadz | koltségfiiggvény, vagy
__f(al: — 00 J—o00 kockazatfiiggvény, ...
f(zla)f (a) aw , . o |
flalz) = flaf \ Négyzetes Abszolut Maximum a posteriori
AN ,"

Méréselmélet 3. el6adas, 2021. februar 24.

— | —1
f:i—b--q— 3
| L




3.1.1. Minimalis atlagos négyzetes hibaju becslés 3.1.2. Minimalis atlagos abszolut hibaju becslés Ismétlés

I e y A legjobb becslés az a aABs oo daps = f(alz)
ays = | af(alz)da posteriori varhaté érték! j f(alz)da = f(alz)da medianja.
— — aABs
3.1.3. Maximum a posteriori (MAP) becslés a = f(a|z) maximumhelye
3.1.4. Bayes becslo Gauss eloszlasok esetén MAP ye.

Ha “minden” Gauss eloszlasu, akkor az a posteriori strlségfiiggvény momentumai explicit formaban megadhatdk.
Tegylk fel, hogy az additiv zajjal terhelt megfigyelés az alabbi osszefliggéssel irhatole: | z=Ua +n A megfigyelés
Itt dima = p,dimz = q,dim U = q = p. Az U az un. megfigyelési matrix. modellje linearis!

Az a {o.os.'ter/or/“vzarhajco ertelf eixpllut Ays = Hajz = Uy +UTE AU+ 270 UTEs A (z - Upy)
formaja 'Iyen korUImenyek kozott: aprior?i?meret korrekcié z—U;ia fliggvényében

Az a posteriori kovariancia explicit

formdja ilyen kérilmények kozott: covia,alz} = Zog, = (UTZpqU + 251"

Megjegyzés: ys = Qups = Ay qp, Mert az a Gauss a posteriori stirlségfliggvény szimmetrikus.

1. Példa: Mérendd egy ellendllas értékét Ggy, hogy ismert dram altal ejtett fesziltséget mérink. N megfigyelést végziink.

n, az additiv zaj mintaja.
Tegyuk fel, hogy az ellenallas értéke és a megfigyelési zaj egyarant Gauss eloszlasu valdszinlségi valtozoknak tekinthetdk.
A zaj megfigyelési értékei korrelalatlanok. Tegyiik fel, hogy ismert u, és 62 — az ismeretlen paraméter jellemzése.

bt g lhak=j
a zaj varhato értéke u,, = 0, cov{nk,nj} = a,%dkj, ahol 6y; = {O ha k ¢§'
Vektoros alakban:| z = Ua +n | 2" = [zy,23, ..., Zy—1). nT = Ny Ngy e, y_1 LU =[1 1 - 1|7, Ep = 021

4
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Ismétlés

Ays = Moz = Mo + U Z0aU + 25q| U 253(z — Upy) || covia,alz} = Zgq), = (U ZpqU + Z5a]~
apriori ismeret korrekcié z—Upn, fliggvényében
g O-c% N-1
ays = Halz = UHa T | 3T _ZZ Zy — Mg | = Ha T 0.2 N —HUq) = o2
O-n k=0 O-TL 1 + N 1 + N_
O-Tl
Ha 0, << o, akkor @5 = g, elézetes ismeret . mlntak atlaga ,
ha o, >> o,vagy N — oo, akkor @y;¢ = —Z Zy. predikcio + korrekcié |a méréssel szerzett informacid alapjan.
A becslési hiba varianciaja: az a posteriori kovariancia: 52 A becslés feltételesen torzitott: b(a) = E{aygsla} — a=
covia,alz} = Zgq, = [UTZRU + £k = var{a} = —— ( O-c% N-1,
o~ 2 i—d—al 1+N% Ha T 52 k=0 %k Ha =@ gt felhasznaltuk
Ha 0, << g, akkor var{d} = o2, a=a-—a 52 | =E n__ g = a—2 elhasznaltuk,
n —
ha o, >> og,vagy N — oo, akkor var{a} = %aﬁ. 1+ NG—% 1+ N% hosy E{ze} = a.
\ On ) Un

2. Példa: Mérendé egy |smertJeI ismeretlen amplituddja.
Z = asg +ng, k = 0,1,..,N — 1. Azismeretlen a amplitudé és n, Gauss eloszlasu. E{a} = p,, var{a} = og,

E{n,} =0, cov{nl,n]} = o2 U,cov{a n;} = 0 Vi-re, Vj-re. | Most haszndljuk a maximum a posteriori (MAP) becslést!

of (al2) _ ) olnf(zla) dinf (@) _o Most g et ginf(a) _ a-—p,
L - -~ da L - fla)= J2na, e e da o2
_f@laf(@ | ainf(z) 1 2 SN Lz ask)2 dinf(zla) 1 ~N-1
f(CllZ) - f(Z) T_ 0 f(ZlCl) _(27_[7)1;’6 20 9 O_T%Z Sk (zk—ask) '(’&

- &
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Ismétlés

Sk (z — asy)

alnf(zla)_l_alnf(a) dinf (a) a— U, dinf(zla) 1 zN—l

=0 = — =
da 2 2 _
da da a=dnap ok da Oy dmd =0
a vN-1
1 N—1 a — Ha :ua + 0_2 2]{:0 Ska 0_2
— — — — A n 4 ~ a
> Sk (2 — asy) 2 =0 S| dyup = 2 var{a} = 2
On k=0 Oq a=dpyap 1+ Oa vN-1 .2 Og vN-1 .2
n On x
Ha s,=1, Vk, akkor megkapjuk az el6z6 példa eredményét! /
Természetesen Ay ap =

Itt is azonosithatd a dontéselméleti rész 2. feladataban emlitett , illesztett” sz(rd.

Megjegyzés: A variancia kifejezésének bizonyitasa: o Itt E{(u, ~a)?} = o?
2

N R 5 o+l o2 Zk o SkZk—a—a % o2 Zk o Sk [((I«la i of Zk 0 Sk (i~ aSk)) } E{(.ua —a)(2x — aSk)} =0

var{a} = E{(@ —a)*“}=E = 5 ,
NELEE (1% wici <) mert E{n,} =

A masodik tag négyzete: E{an,} = 0,Vk

N 2 . 4
g {(%Zﬁ;& sk(zx — aSk)) } = ~$ 07 Y=o sk mert E{mn;} = 0,k # j. zzel i 7 Zizo 5k oG

n & var{a} = E{(@ — a)*} = > 2 = T 02 N1 2

<1+% )X 015,%) 1+ 5 Y=o Sk

3.2. Maximum Likelihood (ML) becslo

Kiindulasunk, hogy nem ismerjik a mérend6é mennyiség a priori valdszin(iségs(irlség fliggvényét. llyenkor azt feltételezziik,
hogy ez a fliggvény ,szélesen elterild”, és ebbbl addddan az a posteriori slirlségfliggvény megegyezik a csatorna-karakterisztikaval
Az optimalis becsl6t a csatorna-karakterisztika maximumahoz rendeljuk:

f(zla)
0l a
_f(aJA___...- N df (z|la) _ m nf (zla) — 0
| Guap = da da N .

a=a a=ami
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3.2.1. Gauss-Markov (GM) becsl6: Specialis ML becsl6: a megfigyelési zaj Gauss eloszlasu, a megfigyelési egyenlet linearis.

N megfigyelést végziink, n az N dimenzids zaj-vektor: E{n} = 0, covin,n} =X, f(n) 1 —%nTz,;,%n
= e
A megfigyelési egyenlet: z = Ua + n, amellyel a csatorna karakterisztika: (Zn)gllnnl%
1 I P hol |X....| a
_ (z-Ua)TZmi(z-VUa) | Qinf (zla) 0 d nn
= 2 - s
e (2 )%lz |%e PP Ua)' 2;(z—Ua)] = 0. Z nn Matrix
T nn a=agm determinansat
U'Zon(z - Ua)| | _ do, =0 7 o = EUIT U Bz ha [UTZ550] " letezik jelol.
= agm

. .. Varhato értéke: ¥
A becslés mingségjellemzdje: | A nn

cov(@gp, Agn)= E{(agy — a)(@y —a)'} = E{[UTZE};U]A\UTZE};(Z —Ua)(z—Ua)' ZU[UT Z,U] 71} = [UTEul

L, cov(Qgy, dcy) = [UTZ10]1 |
Megjegyzesek: ( GM GM) [ nn ] )
Ha X, = 0, vagyis a szoras végtelen, akkor
= _ T y—1 —17-1yT y—1 aa ’ ’
Ays = Hq|z = Iig + (U 22U + Zaa] U'2a(z—Ung) 4 o —a
apriori ismeret korrekcié z—Up, fliggvényében MsS GM

A Gauss-Markov becsl8 torzitatlan: E{a;y} = a
Példa: A megfigyelesi egyenlet: z, = a + ng, k = 0,1, ..., N — 1,a megfigyelések figgetlenek. E{n;} = 0; cov{nk,nj} = a,%(Skj
A csatorna karakterisztika:

fzla) 1 e__zj_z SNl -0 | [ 9 mrizla) N [1 N-1, a] o 115 N Lo
= n - = —|— — = — —
N ’ o R 2 k=0 4k ) Ay = AQgm = -0 Zk
(2m02)? da a=ayp=dgy “n'N N “k=0 s
azaz linearis megfigyelési egyenlet és Gauss eloszlasu csatorna zaj esetén a legjobb (Gauss-Markov) becsl6 =
az egyszerl atlagolas! . (@
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3.3. Becslok determinisztikus modellel jellemzett paraméterek esetén

A becslési probléma: adott z = {2, }, k = 0,1, ..., N — 1, azaz N mért érték, amelyek az ismeretlen a paraméter fiiggvényei.
Keressik a becsl6jét a = g(zy, 4, ..., Zy—1), ahol g egy fliggvény. Az elsé Iépés a ,,csatorna-karakterisztika” meghatarozasa:

azaz a megfigyelt adatok valdszin(iség stirliségfliggvényének megtaldlasa az a paraméter fliggvényében, amit f(z; a) jelol.
ZO =a—+ WO

Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérése egyetlen mért adatra alapozva:
7 Y4 77 rr 1 . s 2 ,re , , , , . .
ahol a wy valdszin(iség s(r(iségfliggvénye NV'(0,07). (Normalis (Gauss) eloszlas, nulla varhaté érték, o2 variancia.)

1 1 ,
— exp 552 (zg —a) ]

Ebben az esetben a , csatorna-karakterisztika”, azaz a z, slr(iségfliggvénye: F(zo1) =
0 -

(Ez mar nem feltételes, a a fliggvény egy paramétere!)
Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt linearis sorozat merése mérési sorozatra alapozva:| z, = A + Bk + wy,
k=0,1,.., N—1, w korreldlatlan minden mintaval, és valdsziniiség siir(iségfiiggvénye N (0, a2).

Legyen a = [A B], z = [zy, 24, ..., Zy—1]-Ebben az esetben a ,csatorna-karakterisztika”, azaz z sGr(iségfiiggvénye:
2
———Nexp l__zllg ~o(zx — A— Bk) ]

3.3.1. Becslések mindsitése f(z;a) = HQ’ gf(zk, a) =
Tekintslink egy A szintl(i DC mérést korrelalatlan zajban: (V2mo )
Zi = A+ Wk,k = 0,1, ,N — 1.

Tekintsiik a kdvetkez6 becsléket: A; = %ZQ’;& Zx, A, = z,.| Tegyiik fel, hogy A = 1, A, = 0.98.
Mivel a becsl6 valdszinliségi valtozo, ezért viselkedése/mindsitése a valdszinliség stirliségfliggvényével adhaté meg. Ha az ismert!

(Ha nem ismert, akkor statisztikai eszkozokkel vagy példaul Monte-Carlo szimulacidval.)
Torzitatlan becslé: (Nagyon szeretjik!) Az a becsl, amelyik varhato értékben a helyes értéket adja:
A 1 @N— 1 wN— 1 wN— -
E(A)) = XR=0E(z) = S BR0 E(A+wy) = XH55(A+0) =4, || E(A;) = E(z)) =E(A+wp) =A+0=4 €

Mindkét becsl torzitatlan! | Melyik jobb? ’ »,

A, =0.95,

Melyik becslés jobb?

E(a—a)=0
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Szamitsuk ki a becsl6k varianciajat!

2 2 2
A 1 — 1 — 1 - 1 - 1 - 1
var(4,) = var[  XiZq z] = E {((ﬁ II¥=(}ZR) —E {; k=0 Zk}) } =E {(ﬁZﬁ:&(ZR - A)) } = oo var(z) = - No? ==

var(/iz) = var(zy) = 0? > var(/il) Megjegyzés: Ha tobb torzitatlan becslénk van ugyanarra a paraméterre vonatkozdan,

és ezek egymastol fliiggetlen adathalmazokbdl szarmaznak, példaul @, a,, ..., dy—_1,akkor jobb becslé nyerheté ezek atlagolasaval

N—-1
1 N . Ha a becsl6knek azonos
a=Nzak:E(a)=a

k=0

A 1 oN-=-1 A 1 A var(dy)
. var(a) = =) r_ovar(a,) = = Nvar(a; ) = —.
a varianciaja, akkor: (@) = 37 Zk=o var(ay) = 1 () N

N novelésével a variancia csokken, ha N - o,a — a.
Ha a becslés torzitott, akkor ez nem all elg, fliggetleniil attdl, hogy hany becslét atlagolunk!

3.3.2. A minimalis variancia kritériuma A becslés leglogikusabb mingsit6 kritériuma:

Az atlagos négyzetes hiba (Mean Square Error, MSE/mse), azaz a becsl6 és a mérendd kiilonbsége négyzetének varhato értéke:
mse(a) = E[(a — a)?]

Sajnos ez a megkozelités nem mikodoképes, mert a becsld fligg az ismeretlen a paramétertol.
Ami ehhez kozel all, az a becsl6 varianciaja, amit bevezethetlink az mse kifejezésébe:

mse(a) = E{[a — E[&] + E[&] — a]*} = E{[a — E[a] + b(a)]?}. Itt b(a) = E[d] — a a becs|8 torzitdsat (bias) jeldli.

A torzitas (distortion) a mért jel alakjanak vagy egyéb jellemz6jének nemkivant valtozasa. Additiv zajt vagy egyéb kiilsé jel hatdsat nem tekintjlik torzitasnak.

Ha mért jel kifejezhet6 egy y(t) = f(x(t)) bemenet-kimenet relacidval, és az f( ) fliggvény 7 ) inverze |étezik, akkor akar a bemenetet, akér a kimenetet
ezzel torzitva a torzitds megsziintethet6/kompenzalhatd. Ha az inverz nem létezik, akkor a megsziintetés nem lehetséges.

Ha bemenet-kimenet relacié approximalhaté példaul rendszeridentifikaciés modszerrel, akkor a torzitas egy kozelit eliminaldsa/kompenzalasa lehetséges.

A zavaras (disturbance) a mért jel alakjanak vagy egyéb jellemzGjének nem kivant perturbacidja. Tipikusan az additiv zajt és egyéb nem identifikalt vagy
nem identifikalhato kiils6 jelet tekintiink zavarasnak. A zavaras nem sziintethet§ meg/nem kompenzalhaté csak csdkkenthetd. ( B
(Identifikdlhato kilsé jel hatasa persze kompenzalhatd, ilyen példdul az aktiv zajcsokkentés.) Ra

9 3
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Tovabb alakitva: mse(a) = E{|la — E(a)|?} + 2b(a)E|a — E(a)| + b%(a) = var(a) + b*(a).

Torzitatlan becslés esetén az mse minimalizalasaval ekvivalens a becsl6 varianciajanak minimalizalasa!

3.3.3. Minimalis varianciaju, torzitatlan becslék

Kézenfekvé torekvés olyan eljarasok kidolgozasa, amelyek nem torzitanak, azaz b(a) = 0, tovabba variancidjuk a lehet§ legkisebb.
Keressiik a minimalis varianciaju, torzitatlan becsl6ket! (Minimum Variance Unbiased Estimator, MVU Estimator)

Altaldnos esetben nem mondhaté el, hogy MVU becslé létezik!

Lehet, hogy nincsen torzitatlan becslé.
Mit tehetlnk? Lehet, hogy egyik becsl8 se minimalis variancidja.
it tehetiink:

Erdekes médon van mddszer arra, hogy meghatarozzuk, hogy mekkora az elvileg elérhetd legkisebb variancia!

Ez az Un. Cramer-Rao also korlat. (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB)
1. Ezt kiszamitjuk és ellendrizziik, hogy a becslénk varianciaja ennek megfelel-e?
2. Korlatozzuk magunkat linearis torzitatlan becsl6kre, mert ezek varianciaja el tudja érni ezt az alsd korlatot.
Cramer-Rao also6 korlat (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB, skalar paraméter esete)
Barmely torzitatlan becslé esetében a becslés varianciajara also korlatot ad: | var(a) = CRLBfa)
Megmondja mi az elérhetd legkisebb variancia.

A CRLB a fliggvénye.

Ha egy becslével elérjik ezt a varianciat, akkor a becsl6t hatasosnak nevezziik.

Maga a CRLB elvezethet az MVU becsl6hdz. A CRLB-re vonatkozd allitas:
Tételezziik fel, hogy a mérési adatok valdszinlség sliriségfiggvényére teljeslil minden a esetében:\ | E
Ez az un. regularitasi feltétel, amihez az integralas és a derivalas felcseré

dlnf(z;a)| (% dlnf(z;a)
E [ da ] B j_oo da

dinf(z;a)|
da ] =0

f(z;a)dz =aa—af_oof(z;a)dz=%1=0 —~—
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Egy nagyon érdekes allitas:

dinf(z; a) [ [(Pmfza\]
E da , | var(a) = _E( 0a? > Egy olyan torzitatlan becslé, amelyik eléri a Cramer-
Rao also korlatot akkor és csak akkor talalhato, ha:
dlnf(z;a) _ strukturajd, ahol g(z) es llyenkor a becsl§ | @ = g(z) a variancia minimum: —
oa l(a)(g(z) —a) 1(a) alkalmas fuiggvények. Y I(a)

1. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérése egyetlen mért adatra alapozva: | zo = 4 + wy,
ahol a wy valészin(jség s(jr(jséngggvénye N(0,02).

i =g(zy) =z

f(z0:4) = —=exp|— 5 (20— A?], [ dln(z;4) 1 02Inf(z;A) 1 e ——
=—lzo — Al |=]| - =—. _ 1 i 2

Inf(zy;A) = —IlnV2mo? — E(ZO — A)?, 0A 02 0A? o2 | 1(4) = Py var(A) =0
2. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérése mérési sorozatra alapozva:| zy = A +wy, k=01,..,N—1

ahol a wy, korreldlatlan minden mintéval, és valdszin(iségs(ir(iség fiiggvénye NV (0, 02). J=1lyn-1,
— Ny &k=0 4k

o 1 N1 2

f(z:4) = w—) vexp |~ ThZ (2 — A7) alnf(z A) _ o | _Pnf(5A4) _ N s

) = —tn] 2ot — L 5N — 7 Z “ ot "ot | var(d) =%

Inf(z;A) = —In|(2mc*)-> _ﬁ2k=0 (z, — A)%, N

Az MVU becsl6 a mért értékek atlaga, a becslés variancidja pedig a mérdcsatornaban fellépd additiv zaj variancidjanak N-ed része.
3. Példa:Ismeretlen variancia varianciéjénak also korlatja: z, = A+ wy, k =0,1,...,N — 1; {w,} Gauss eloszlasu, fehér zaj,

. 2 . .7
.2y _ _ N _N 2 _ 2 0lnf(z;02) _ N 1 «y-1 ,ismeretlen ¢ varianciaval.
Inf(z;0°) , In2m =~ Ino Z oz — A)?, R P A bl N-L(z, — A)2,
[(6%) = —E 0*Inf(z;02)| _ N  Shea(zi-4?%* N + No? N Innen a variancia 2) > 204
- o(0®)? | |20 a® ~ 20% g% 20¥ alsé korlat: | var(a?) N
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Elérhetjlk-e a CRLB értéket?

dinf(z;a) 9 Onf(ze?) N 1 vN-1 2 N [1¢on-1 2 2 lgen
da =1(a)(g(z) —a) | { o2 202 + 204 k=02 — A)= 20% lﬁzk:o(zk B A)’ —e ] elét‘%‘lEtj’Uk!

Y

—

4. Példa: Ismeretlen g jelparaméter varianciajanak alsé korlatja.

G2
A megfigyelt értékek egy a-tol fuggé jel zajos mintdi: x;, = s(k;a) + wy, = si(a) + wy,
k=0,1,.., N—1;{wy} Gauss eloszlasu, fehér zaj ismert a‘f, varianciaval.
1 eN-1/. _ 2 0dinf(z;a) _ 1 _ 6sk(a)
f(z;a) = 1 e Zvazk:o(xk sk(a)) R r=o(x) — s (a ))
(2mad)? 2%Inf(z;a) 1 02 Sk(a) ask(a)
e oz N1 (Xk — Sk(a)) S l _ képezve a varhato érteket:
2 2 4 .
I(a) = —E la lnf(zz )| _ 12 N- &lask(a)] | varca) = W Példa s,k(a)-ra. Acos(2mkAt + @)
da O da z’,!;g["’sg(“) Paraméter lehet: A4, @, At
5. Példa: Fliggvénykapcsolattal szarmaztatott @« = g(a) paraméter varianciajanak alsé korlatja: Bizonyitas a jegyzetben.
dg(a) 2 ag(a) 2 ) 2 2 .
5 > [ da ] _ [ da ] Az E{lwl } = —F laL(za)] Osszefliggés a regularitasi feltétel
UClT'((X) — ainf(z:a))? d%inf(za)| da da?
E{[—aa ] } E[ da? felhasznaldsaval bizonyithatd. Bizonyitas a jegyzetben.

6. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint (4) teljesitményének (42%) ,mérése” a DC szint mérésére alapozva.
A teljesitménymeérés variancidjanak alsé korlatja N minta figyelembevételével (a 2. példa eredményének felhaszndalasaval):

Teljesitmény= A% dg(a@)? ag(a)?
Teljesitmény derivaltia= 24 var(@) = var(?ﬁ) > [ da ] — [ da ] _ @a)F _ 4Ac’
= _([dinf(z;a)]? E[azlnf(z;a) N N
E [ da ] da? a2 12
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Kérdés: Mig a DC szint hatdsos becslje a mintak egyszer( atlaga, vajon A% hatasos becslGje-e A%? | A vélasz nemleges.

Raadasul egy ilyen becslé nem is torzitatlan, ugyanis mivel A~V (4, 62 /N), a var(/i) kifejezésébdl kiindulva:

A2 _ 2( A N a2 6_2 2 Egy Gauss eloszlasu valdszin(iségi valtozé NV (i, %) momentumai explicit formaban megadhatok:
E{A } =E (A) T var(A) =A%+ N * A” E(a) = u, E(a?) = u? + 0%, E(a®) = u3 + 3uc?, E(a*) = u* + 6u*0% + 304, ...
. 11: 22 . PP . A2) — A4\ _ 2( A2 . 2 2 2
Vizsgaljuk meg A< variancidjat! Mivel var(A ) E(A ) E (A ), ahol E(A4) _ 4y 6A2%+ 3 (%) ,
R 2 25 2 2 2 4A%0%  20*
var(A?) = A* + 642 % +3 (%) — (AZ + %) =—y 1tz = CRLB | Ajavasolt becsl6 nem lesz hatésos.

Cramer-Rao alsoé korlat (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB, vektor-paraméter esete)

Tegylk fel, hogy a mérési (vektor)adatok valdszinliség slrlségfiggvényére teljestl a regularitasi feltétel minden a esetében:

dlnf(z; a) Ekkor barmely torzitatlan becslGre igaz, hogy a becsld kovariancia matrixanak és
E da — az un. Fisher informaciés matrix inverzének a kilonbsége pozitiv szemidefinit{ C; — I"1(a) > 0

A Fisher informacios

e . eléri a Cramer-Rao alsé korlatot dinf(z; a)
matrix elemei:

P I(a)(g(z) —a)

92Inf (z; a) Egy olyan torzitatlan becsl8, amelyik
Il'j(a) = —F

8ai6aj akkor és csak akkor talalhatd, ha:

13
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