7. fejezet

Kernel modszerek

Ebben a fejezetben olyan tanul6 rendszerekkel foglalkozunk, amelyek a valaszo-
kat un. kernel fiiggvények (vagy magfiiggvények) sulyozott Osszegeként allitjak
el6. A megkozelités bizonyos rokonsagot mutat a béazisfiiggvényes halozatokkal,
hiszen ott is fiiggvények stlyozott Osszegeként kapjuk a megoldast, azonban a
szarmaztatas a kétféle megkozelitésnél jelentGsen eltér. A bazisfiiggvényes halok-
nal a bazisfliggvények altal megvalositott nemlinearis leképezés a mintapontokat
a bemeneti térbdl egy un. jellemzdtérbe képezi le, és a megoldast a jellemzGtér-
beli reprezentacié felhasznalasaval nyerjiik. A jellemzdtérre valo leképezés célja,
hogy egy eredetileg csak nemlineéris eszk6zzel megoldhatoé problémat linearis
géppel megoldhatova transzformaljunk: egy nemlinearisan szeparalhato problé-
mat linedrisan szeparalhatova tegyiink, vagy egy nemlinearis regresszios felada-
tot linearis regresszios feladatta transzformaljunk.

A bazisfliggvényes halozatok és ezen beliil is elssorban az RBF hélok konst-
rukci6janal az egyik leginkdbb megoldatlan kérdés a jellemzétér dimenzidjé-
nak, vagyis a bazisfiiggvények szamanak a meghatarozasa. Annyit tudunk csak
biztosan, hogy ha a jellemz&tér dimenzioja ,kellsen nagy”, akkor pl. a lineé-
ris szeparalas lehetGsége garantalt. Azonban az altalaban nem definialt, hogy
mit tekinthetiink ,kell6en nagy”-nak. Ha a jellemz&tér dimenziojat ,,tal nagy”-ra
valasztjuk, akkor egyrészt feleslegesen noveljiikk a tanuld rendszer komplexita-
sat, masrészt a szabad paraméterek szama tal nagy lesz, aminek tultanulas és
a teljesit6képesség romlasa is lehet a kovetkezménye. Olyan megoldasra volna
sziikségiink, ahol a jellemz6tér dimenzidja ,automatikusan kiadodik” nemcsak
azt biztositva, hogy linearis megoldast kapunk, hanem azt is, hogy a megoldés
hibaja, a 3. fejezetben definiélt valodi kockézat, a lehetd legkisebb lesz — fiigget-
leniil attél, hogy hény dimenziés a jellemzétér. Az an. kernel gépek ezt a célt
probaljak elérni.

A kernel gépeknél is alkalmazzuk a jellemz6térbe valo transzformaciot, a fel-
adatot azonban nem a jellemz&térbeli reprezentacio felhasznalasaval oldjuk meg,
hanem errél attériink egy in. kernel reprezentéaciora és a kernel térben kapjuk a
megoldast. A jellemz6térbeli és a kernel térbeli reprezentécio kozotti kapcesolat
egy Ujabb transzformacioként is értelmezhets. Mig a jellemz6térben valojaban
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bazisfiiggvényes megoldéassal dolgozunk, addig a kernel térbeli reprezentécio a
jellemzGtérbeli reprezentaciobol belss szorzattal nyerhetd.

A kernel térbeli reprezentacié azzal az elénnyel jar, hogy itt a szabad para-
méterek szama fliggetlen a jellemzétérbeli reprezentacio szabad paramétereinek
szamétol. Ezt az elényt ki is tudjuk hasznélni, ha a bels§ szorzatot egy meg-
feleléen megvalasztott kernel fiiggvénnyel helyettesitjiik, vagyis ahelyett, hogy
adott bazisfiiggvényeket definidlnank és ezek skalar szorzatat felhasznélva allita-
nank elg a kernel reprezentaciot, kozvetleniil a kernel fliggvényt valasztjuk meg.
A kernel fiiggvény megvélasztasa implicit médon meghatérozza a jellemzétérbe-
li leképezés bézisfiiggvényeit és igy a jellemzéStérbeli reprezentaciot is, anélkiil,
hogy a bazisfiiggvényeket kozvetleniil kellene definialni és felhasznalni.

A fejezet célja, hogy bemutassa a kernel modszerek alapgondolatat és a leg-
fontosabb kernel gépek konstrukcidjanak a lépéseit. A bemutatasnal a legegy-
szeriibb, linearis feladatbol kiindulva jutunk el a nemlineéris problémék kernel
géppel torténs megoldaséaig. A fejezet azt is bemutatja, hogy kernel reprezen-
tacios megoldasra tobb, kiilonb6zé megkozelités vezethet. Ezek koziil taldn a
legfontosabb az elsGsorban Vladimir Vapnik nevéhez kothets szupport vektor
gép (support vector machine, SVM). A szupport vektor gépek azon til, hogy a
kernel térben szolgaltatjak a megoldast, tovabbi fontos tulajdonsagokkal is ren-
delkeznek. Az SVM-nél — az eddig bemutatott haloktol eltérGen — a megoldés
komplexitasa és teljesitképessége kézben tarthato. A fejezet ugyanakkor azt
is bemutatja, hogy kernel gépek szarmaztathatok a klasszikus négyzetes hiba-
minimalizalo eljarassal is, tehat bizonyos értelemben az eddig targyalt neuron-
haloknak is létezhetnek kernel véaltozatai. Ehhez kapcsolodoan a fejezet targyalja
az LS-SVM halozatokat és az tn. ridge regresszios (ridge regression) megoldast
is.

A kernel gépek elméleti hattere szorosan kapcsolodik a bels szorzat terek
(inner product spaces, dot product spaces), a Hilbert terek (Hilbert spaces, re-
producing kernel Hilbert spaces) témakorokhoz. A fejezet ezzel a kapcsolattal
csak utalas szinten foglalkozik, a témakor irant mélyebben érdeklédsk a béséges
irodalomban, pl. [Sai88,Sch02, Vap98, Sz572] tajékozodhatnak.

A fejezet felépitése a kovetkezs: ElGszor bemutatjuk az irodalomban gyak-
ran kernel triitkknek nevezett modszert, ami lehet&séget ad a kernel fiiggvények
kozvetlen felirasara, alkalmazasara. Ezt kovetGen bemutatjuk a legismertebb
és legelterjedtebb kernel modszert alkalmazo eljarast, a szupport vektor gépe-
ket (Support Vector Machines — SVM), valamint ennek néhany véaltozatat. A
csokkentésére ezért az SVM megkozelitésétdl néhany ponton eltérs kernel meg-
oldasok is sziilettek. Ezek kozott a legfontosabbak az LS-SVM és az ezzel ma-
tematikailag azonos, de méas inditékbol szarmazo ridge regresszio. A fejezetben
ezeknek a megoldasoknak a szarmaztatésat is osszefoglaljuk, és arra is kitériink,
hogy mi az ara az egyszeriibb szamitdsoknak. Az LS-SVM a szupport vektor
gépek egyik fontos tulajdonsagét, nevezetesen, hogy ritka (sparse) megoldast
elvesziti. Els6sorban e hianyossag kikiiszobolését célozza az LS2-SVM, valamint
a ridge regresszié egy redukalt valtozata, melyeket szintén Osszefoglalunk. A fe-
jezet végén egy konkrét halozat kapcsan megmutatjuk, hogy a bazisfiiggvényes
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halozatok kernel gép formaban is megfogalmazhatok, biztositva igy a kernel
megkdzelités elényeit.

7.1. Egy egyszeri kernel gép

A kernel reprezentaciot a legegyszertibben talan egy linearis regresszios feladat
kapcsan mutathatjuk be. Adott egy linearis gép, amely a kovetkezd be-kimeneti
leképezést valositja meg:

y(x) =wix+b, (7.1)

Itt az eddigieknek megfelelGen w a linearis gép sulyvektora, b pedig az eltolas-
érték. Amennyiben rendelkezésiinkre all egy {d;, Xi}il tanitopont készlet olyan
salyvektort keresiink, ami mellett a

1P
§Zd—w x; — b) (7.2)
=1

kritériumfiiggvény minimumot vesz fel. A minimalis négyzetes hibat biztosito
salyvektor — ahogy ezt az el6z6 fejezetekben méar lattuk — a kritériumfiiggvény
derivaltja alapjan hatarozhatéo meg. A b eltolasértéket a sulyvektor nulladik
T}T

7

komponenseként kezelve és bevezetve a kibdvitett silyvektort w = [b,w

valamint a kib6vitett bemeneti vektort X = [1, XT]T is, a linedris gép valasza x
bemenet mellett

N
y(x) = W' =) i (7.3)
i=0
forméaba irhato, ahol N a bemeneti x vektorok dimenzioja. A tanitopontokban
a lineéris gép valaszai és a kivant valaszok kozotti eltérésekbsl képezhetiink egy
hibavektort

e(w) = (d — Xw), (7.4)
melynek segitségével az ereds négyzetes hiba a
1 1 . .
C(w) = 2sT( w)e(w) = §(d — Xw)T(d - Xw) (7.5)

Osszefiiggéssel adhato meg. Itt d a tanitopontokban a kivant valaszok vektora,
X pedig a tanftéopontok kibévitett bemeneti vektoraibol képezett métrix:

X = , . (7.6)

Elvégezve a gradiens szamitéast és a gradienst nullava téve

oC(w)
ow

= —Xd+X"Xw =0 (7.7)
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a sulyvektor legkisebb négyzetes hibaju (LS) becslését most is a pszeudo-inverz
segitségével kapjuk meg:

W = X7 (XXT)*1 d. (7.8)

Ha a kapott silyvektort behelyettesitjiik a (7.3) dsszefiiggésbe, akkor adott x-re
a linearis gép valasza a kovetkezd lesz:

y(&) = £Tw* = KTXT (XXT) . (7.9)

Vezessiik be az

o= (XXTY1 d (7.10)

yx) =x"XTa = Za (x7%;) = ZaiKi(fc) : (7.11)

ahol «; az a vektor i-edik komponense. A (7.11) Osszefiiggés szarmaztatés-
nal figyelembe vettiik a tanitopontokhoz tartozo bemeneti vektorok (7.6) dssze-
fiiggeset. Igy xTXT egy olyan vektor, melynek elemei az X bemenet és az X;
tanftopont-bemenetek skalar szorzataiként allnak els:

X" = [xT%, %"% ... %% ... x"xp]. (7.12)

A (7.11) osszefiiggés érdekessége, hogy a linearis gép egy x bemenetre adott
valasza a skalar szorzattal definialt K;(X) = X%, fiiggvények stlyozott Ossze-
geként hatarozhaté meg. Egy linearis gépnél ezeket a fiiggvényeket nevezziik
kernel fiiggvényeknek vagy magfiiggvényeknek.

A (7.11) Osszefiiggés a linearis regresszios leképezés alternativ felirasat jelen-
ti. Mig az eredeti (7.3) Osszefiiggés a bemenetek sulyozott dsszegeként adja meg
a valaszt, ahol a siilyokat a w stlyvektor képviseli, addig a kerneles reprezenta-
cioban a kimenet a K;(%) = x7'x; fiiggvények stilyozott dsszegeként all eld, ahol
a sulyokat az «; egylitthatok jelentik.

A fenti (7.3) és (7.11) Osszefiiggések ugyanannak a feladatnak két eltérs
reprezentaciojat képviselik. Nyilvanvalo, hogy a két reprezentécié ekvivalens. A
(7.3) osszefliggés a megoldast a ,bemeneti térben”, kozvetleniil x fiiggvényeként
adja meg, mig a (7.11) sszefiiggés ugyanezt a ,kernel térben” a K;(%) = X%,
kernel értékek fiiggvényeként teszi meg.

A most vizsgalt linearis leképezésnél a kernel reprezentacié kiilénésebb
elénnyel nem jar, mindossze egy alternativ megadési formét jelent. A kiilonbség
a kétféle reprezentacié kozott csupan annyi, hogy a két szummas kifejezésben a
tagok szama eltérs. A bemeneti térben torténé osszegzés N + 1 tagbol, mig a
kernel térbeli P tagbol all.
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Mas a helyzet akkor, ha nemlinearis leképezést akarunk megvalositani. A
nemlinearis feladatok egy lehetséges megoldasa a bazisfliggvényes héalok alkal-
mazasa, vagyis, ha a kimenetet a (6.1) Osszefiiggéssel megadott

y= Z wipi(x) = xTcp(x) (7.13)

alakban allitjuk eld.

A bazisfliggvényes leképezés a bemeneti térbdl az an. jellemz&térbe transzfor-
mal. A jellemzGtérbeli megoldas alternativajaként viszont most is alkalmazhato
a kernel térre valo attérés. A lineéris esetre vonatkozo6 fenti gondolatmenetet
kovetve a (7.13)-mal megadott leképezés kerneles valtozata tigy nyerhets, hogy
a (7.11) sszefiiggésben minden x helyére ¢(x) keriil. Ezzel:

P

p
y(x) = p(x)"P(x)"a = Zai (P e(x)) = > K (p(x),  (7.14)

i=1

ami azt jelenti, hogy a kimenetet most is a skalar szorzattal definialt kernel
értékek silyozott 0sszegeként allitjuk els. Itt a

o(x) o(x)) = K: ((x)) = K(x,x,) (7.15)

fiiggvény a kernel fliggvény, amit tehat a bazisfiiggvények skalar szorzatéval
nyerhetiink, mig a

P = i (7.16)
p(xp)"
matrix a tanitopontok jellemzétérbeli reprezentacioibol felépiilé matrix.

A (7.15) Osszefliggéssel megadott kernel reprezentacio itt is ekvivalens az
eredeti reprezentacioval ((7.13) Osszefiiggés), és alkalmazésa 6nmagaban kiilo-
nosebb elénnyel itt sem jar. A kernel reprezentacio elényei akkor latszanak, ha
a kernel fiiggvényeket nem a bazisfliggvények skalar szorzataként hatarozzuk
meg, hanem kozvetleniil felvessziik, ha tehat nem a bazisfiiggvényekbdl, hanem
a kernel fiiggvénybdl indulunk ki. Kernel fliggvényként azonban barmilyen fiigg-
vény nem hasznalhato, hiszen a kernel fiiggvény még akkor is béazisfiiggvények
skalar szorzataval szdrmaztathato fliggvény kell legyen, ha a szarmaztatasnal
nem ezt az utat valasztjuk. Ervényes kernel fiiggvénynek bizonyos feltételeket
teljesitenie kell. A kernel fliggvény megvalasztasa implicit médon meghatarozza
a jellemzotérre valo leképezést biztosité bazisfiiggvényeket is. Ez viszont mér
magaban rejti a kernel megkozelités egy nagyon lényeges elényét.

Amint az a (7.14) Osszefiiggésbdl latszik a kerneles reprezentacio a tanito-
pontoknak megfelels szamu (P) kernel fliggvény-érték sulyozott Gsszegeként all
elg, fiiggetleniil attol, hogy az implicit médon definialt jellemz&tér dimenzioja
(M) mekkora. A kernel fiiggvény megvalasztasatol fliggGen a jellemzGtér dimen-
zi6ja nagyon nagy, akar végtelen is lehet, ami a (7.13) szerinti kimenet elGallitast
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nagyon megnehezitené, s6t akar lehetetlenné is tenné, mikézben a kernel rep-
rezentacié komplexitasa a tanitéopontok szama altal mindenképpen korlatozott.
Minthogy a kernel térbeli megoldas ekvivalens a jellemz6térbeli megoldassal, a
kernel modszerekkel azt tudjuk elérni, hogy a megoldas komplexitéasat akkor
is korlatozni tudjuk, ha egyébként a megfelels jellemzétérbeli megoldas extrém
modon komplex lenne. A kernel fiiggvények bevezetésének ezt a hatasat kernel
tritkknek (kernel trick) nevezzik.

Nemlinearis esetben a kernel reprezentaciot — legaldbbis koncepcionalisan —
két 1épésben érjiik el. Elgszor a bemeneti térrsl megfelels bazisfiiggvények al-
kalmazasaval nemlinearis dimenzionovels transzforméciot hajtunk végre. Ennek
eredménye a jellemzGtérbeli reprezentéacio. A feladatot azonban nem itt, ha-
nem egy ujabb transzformacioé utan a kernel térben oldjuk meg. A jellemzstér
és a kernel tér kozott a skalar szorzat teremti meg a kapcsolatot, és mindkét
szarmaztatott reprezenticiora igaz, hogy az eredetileg nemlinearis probléma a
szarmaztatott reprezentaciokban mar linearisan megoldhaté. A reprezentaciok
kapcsolatat mutatja a 7.1. abra.

A koncepcionélis szarmaztatas mellett azonban fontos hangstlyozni, hogy a
kernel reprezentaci6 alkalmazasanal nem a 7.1. 4bran bemutatott utat kovetjiik,
a kernel térbe nem a jellemzdtéren keresztiil jutunk el, hanem épp ellenkezéleg
a kernel térbdl indulunk ki, és ez automatikusan definidlja a jellemz&teret. A
forditott Ut elénye — ami a kernel triikkk kdvetkezménye —, hogy nem kell a jel-
lemzd&teret definidlnunk, ami egyébként sok esetben komoly nehézséget jelente-
ne, dolgoznunk sem kell a praktikusan nehezen kezelhetd jellemz&térben, hanem
kozvetlentil a kernel teret definidljuk és a megoldast is itt nyerjiik. Mindehhez
az egyik legfontosabb kovetelmény a megfelels kernel fiiggvény megvalasztasa.

x (7T ox) [ XD Kxx)=¢"(x)e(x)

szeparalé gorbe szeparald sik 4 szeparald egyenes
° 0 o ° \
o
]
(@)
a
) o
1.
bemeneti tér jellemzé tér kernel tér

7.1. abra. A nemlinearis leképezések az eredeti probléma tértsl a kernel térig

7.2. Kernel fiiggvények

Az el6z6ekbdl nyilvanvalo, hogy kernel fliggvényként csak olyan fliggvény hasz-
nalhato, amely bels§ szorzat segitségével is szarmaztathato. A szarmaztatés
modjabol kovetkezik, hogy a kernel fliggvények bizonyos tulajdonsagokkal kell
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rendelkezzenek.
Egy kernel fliggvénynek mindig két argumentuma van és ezekre nézve a
fliggvény szimmetrikus kell legyen:

K(xi,%x;) = @(x:) o(x;) = o(x;) p(x;) = K(xj,%;) . (7.17)

A kernel fiiggvények altalaban kielégitik a kovetkezs kovetelményeket is:

(i
(xz,x]) (sz = x40)

K (x,%) (7.18)
(

= max K (x;,x;) ,

lim K(t) =0, ha t=|x;—x,].

t—o0
A fentiek koziil az els6 a nemnegativitast, a méasodik a radialisan szimmetrikus
tulajdonsagot jelenti. A harmadik feltételnek eleget tevs fliggvény maximumeér-
téket vesz fel, ha mindkét argumentuma azonos, mig az utolsé azt fogalmazza
meg, hogy a fliggvény a két argumentum tavolsaganak monoton cstkkend fiigg-
vénye.
A kernel fliggvényekkel tamasztott kovetelmények precizebben is megfogal-
mazhatok: K (x;,x;) lehet barmely olyan szimmetrikus fiiggvény, amely kielégiti
a Mercer tétel feltételeit [Vap98§]:

/ K(x,z) f(z)dxdz > 0 Vf # 0 fiiggvényre, ahol /f2 )dx < o0,

(7.19)
ugyanis a Mercer tételt kielégit6 fiiggvények elGallithatok valamilyen jellemzd-
térbeli p;(x) fliggvények skalar szorzataként :

2) =3 i (00s(2) (720

Néhany gyakran alkalmazott kernel fiiggvényt az aldbbi tablazatban fogla-
lunk Ossze: A tablazat azt is jelzi, hogy egyes kernel fiiggvények alkalmazaséaval
olyan kernel térbeli héalostrukturat kapunk, amely bizonyos klasszikus neuron-
halo struktirakhoz hasonlo. Igy pl. a Gauss kernel fiiggvények az RBF héloval
rokon struktirat, a tangens hiperbolikusz kernel fiiggvény pedig olyan MLP
hélozattal rokon struktirat eredményez, melynek a kimeneti rétege lineéris.

A fenti, gyakran alkalmazott fliggvények mellett szamos tovabbi fliggvényt
hasznalnak kernel fliggvényként. Megvalasztasuk az egyes kernel gépeknél alap-
vetGen fontos és sokszor igen nehéz kérdés. A valasztas nehézsége akkor jelent-
kezik, ha adott feladathoz ,optimalis” kernelt szeretnénk vélasztani. Altalaban
a gyakorlati feladatok megoldasanal nem is toreksziink ,,optimalis” kernel meg-
valasztasara, hanem az el6bb felsoroltak, vagy egyéb, szintén bevalt fiiggvények
(pl. B-spline) koziil valasztunk. A kernel fliggvények megvalasztasanak illetve
konstrukciojanak részleteivel itt nem foglalkozunk, csak az igen széleskori iro-
dalomra utalunk 1d. pl. [Sch02], stb.
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| Linearis | K(x,x;) =xIx |

K(x,x;) = (xI'x+ 1)d ‘

Gauss (RBF) K(x,x;) = exp{—|x — x;||?/c?}, ahol o
konstans.

Tangens hiperbolikusz (MLP) | K(x,x;) = tanh(kx!x+#6), ahol k és
0 megfelelGen valasztott konstansok, mert

nem minden kombinécié eredményez mag-
fliggvényt.

‘ Polinomialis (d fokszamu)

7.1. tablazat. A legelterjedtebben hasznalt magfiiggvények (kernel fliggvények)

Annyit azonban megjegyziink, hogy megfelels kernelek konstrukciojanal fon-
tos szerepet jatszhat, hogy kiilonb6z6 miiveletekkel érvényes kernelekbdl tovabbi
kernelek képezhetSk. Ha pl. mind K7, mind K5 érvényes kernel, tovabba, ha a
tetszGleges pozitiv konstans, akkor a kovetkezdk szerint tovabbi érvényes kerne-
lek konstrualhatok:

K(x,z) = K1(x,2z) + K2(x,2)
K(x,z) = aK;(x,2) (7.21)
K(x,z) = K1(x,2)K»(x, z)

Fentiekbdl az is kovetkezik, hogy kernelek linearis kombinéciéja szintén kernel,
ha a linearis kombinécié egyiitthatoi nemnegativ szdmok

A kernel fliggvények elére torténd megvalasztasa mellett az utobbi idében
szamos olyan eredmény sziiletett, mely adatfiiggd vagy adaptiv kernelekkel oldja
meg a feladatokat. Erre vonatkoz6 eredményeket mutat be tobbek kozott pl.
[Cri98, Ama99, Vin00, Xio05, Mer06].

A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy a kernel gépek konstrukciojanal fontos
szerepet tolt be a kernel figgvény (x;,x;) (¢,j = 1,..., P) tanité minta-paron
értelmezett értékeibdl képezett K = K (x;,x;) kernel méatrix, ami tartalmazza
a P tanitopont Osszes lehetséges mintaparjanal a kernel fliggvény értékét.

K(Xl,Xl) K(Xi,Xl) K(Xp,Xl)
K= K(x.l,xi) K(x;7xi) K(x;:7xi) (7.22)
K(xl.,xP) K(X;,Xp) K(xl;,xP)

A kernel méatrix fontos jellemzdje, hogy egy (P x P)-es szimmetrikus méatrix.
Az ilyen matrixot szokas Gram-matrixnak is nevezni.
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7.3. Szupport Vektor Gépek

Az el6z6ekben bemutatott egyszertd kernel gép arra adott példat, hogy a 6.
fejezetben bemutatott bazisfiiggvényes halok kernel gépként is értelmezhetdk.
Ennél az értelmezésnél a probléma megfogalmazasa nem valtozott az eredeti
bazisfiiggvényes megfogalmazashoz képest: mindkét esetben az atlagos négyze-
tes hiba minimumaét biztosité6 megoldasra térekedtiink.

Kernel gépek azonban méas megkozelitésbdl is konstrualhatok. A Boser, Gu-
yon és Vapnik altal javasolt szupport vektor gép [Bos92] talan a legfontosabb,
tobb 1j szempontot is hozo kernel gépnek tekinthets. A szupport vektor gépek
olyan kernel gépek, melyek a statisztikus tanulaselmélet eredményeit is haszno-
sitjak. Alapvaltozatuk linearis szeparalasra képes, amely azonban kiterjeszthetd
nemlinearis szeparalasra és nemlinearis regresszios feladatokra is.

Amint azt korabban lattuk, a linearis szeparaléasi feladat megoldhato egy
egyszerd perceptronnal. A Rosenblatt perceptron azonban egy linearisan szepa-
ralhato feladat egy lehetséges megoldasat adja, mikézben tudjuk, hogy lineari-
san szeparalhato mintapontok esetében altalaban végtelen sok kiilonb6z8 meg-
oldasunk lehet. Ezek a megoldasok egyenértékiiek abbdl a szempontbol, hogy
mindegyikiik egy olyan linearis elvalaszto feliiletet hataroz meg, amely a tani-
topontokat hibatlanul szétvalasztja. A szepardlas minGsége azonban az egyes
megoldasokban mégis jelentsen kiilonbozhet. Ezt illusztralja a 7.2. abra.

7.2. abra. Egy lineéarisan szeparalhato feladat kiilonb6z6 megoldasai

Bar az abra bal oldali részén lathato Osszes egyenes hibatlanul szétvalasztja
a tanitépontokat, az a sejtésiink, hogy a jobb oldalon lathato folytonos vonallal
rajzolt egyenes kitiintetett a lehetséges megoldasok kozott. A mintapontokbol
torténd tanulasnal ugyanis nemcsak a tanitopontok megtanulésara toreksziink,
hanem megfelels altalanositoképesség elérésére is. A mintapontok valamilyen —
szamunkra &altalaban ismeretlen — eloszldsi mintahalmazokboél szarmaznak, és
a feladat nemcsak a véges szamu ismert valasza tanitopont helyes osztalyozasa,
hanem az egész osztalyozasi feladat minél jobb megoldasa is. Feltételezve, hogy
a tanftopontok kellen reprezentaljak a megoldandoé problémét, azt varjuk, hogy
az az elvalasztas eredményez jobb altalanositoképességet, amely a két osztalyba
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tartozo tanitopontok kozott, a tanitopontoktol a lehets legnagyobb tavolsag-
ra helyezkedik el. A linearis kétosztalyos osztalyozasi feladat megoldasat ado
szupport vektor gép ezt az optimalis” elvalaszto feliiletet hatarozza meg.

A kévetkezSkben el6bb ezt a legegyszertibb esetet és a megfelel6 megoldast
mutatjuk be, majd a szupport vektor gépeket kiterjesztjiik linearisan nem meg-
oldhato osztalyozasi, végiil nemlineéris regresszios feladatok megoldasara is.

7.3.1. Linearisan szeparalhato feladat linearis megoldasa

Fentiek értelmében optimalis linearis szeparalasnak azt a megoldast tekintjiik,
amikor az elvalaszto egyenes (sik, hipersik) a két osztalyba tartozo tanitopontok
kozott a pontoktdl a lehetd legnagyobb tavolsédgra helyezkedik el. A pontok
kozott kozépre elhelyezett szeparalo feliiletet a tanitopontoktol egy margo, azaz
egy biztonsagi sav vélasztja el, ezért az igy megoldhato feladatokat maximaélis
tartalékot vagy maximalis margot biztosito linedrisan szeparalhatd osztalyozési
feladatoknak is nevezziik. A kovetkezSkben ennek a feladatnak a megoldasat
mutatjuk be.

Legyenek adottak az {x;, di}f:l tanitopontok, ahol az x; € RY N-dimenziés
bemeneti pontok két osztaly valamelyikébdl szérmazhatnak, vagyis a kivant va-
laszok a két lehetséges érték egyikét veszik fel: d; € {—1,1} . Egy olyan g(x) =
= wlx + b szeparalo fiiggvényt keresiink, amely a tanitopontokat hiba nélkiil
osztalyozza:

wix, +b>a>0 ha d; =+1
(i=12,...,P) (7.23)

|
I
—

wlix;,+b<—a<0 ha d;

tovabbé, ahol a hipersikhoz legkozelebb allo tanitopontoknak a siktol vett tavol-
sadga maximalis. A (7.23) egyenl6tlenségben a valamilyen kis pozitiv konstans,
d; pedig az x;-hez tartozo kivant vélasz.

A hipersik paramétereinek megfelels skalazasaval biztosithato, hogy

WTXi—FbZ—Fl ha dz=+1

7.24
wlx; +b<—1 ha d;=-1 ( )

legyen, vagyis a sikhoz legk6zelebb esé pontokban az elvalaszto fliggvény értéke
1 legyen. Igy a feladat az alabbi témorebb formaban is felirhato:

di (Wwhx;+b)>1 (i=12,...,P). (7.25)

Jelolje az optimalis szeparalo linearis fellilet paramétereit w* és b* , és ha-
tarozzuk meg egy x pontnak ettdl a hipersiktol valo tavolsagat. A 7.3. abrat
kovetve jeldlje x, az x pont merdleges vetiiletét a szeparalo feliiletre. Ekkor a
pont felirhatd a vetiilet és a szeparalo feliilet normalvektora segitségével:

W*
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Mivel g(xp) = 0, g(x) = r||w*||, vagyis az x pontnak a g(x) szeparal6 fiiggvény
altal megadott hipersiktol valo tavolsagara

r= gv(v’i)| (7.27)

adodik, ahol |[w*|| a w* vektor euklideszi norméajat jeloli. Az optimalis hipersik
a sikhoz legktzelebbi tanitopontok tavolsdganak maximuméat biztositja.

A
X2

optimalis
hipersik

‘V
Xy

7.3. abra. A marg6 geometriai értelmezése

Az egységnyi tavolsagura skalazott feladatban a hatarolo feliilethez legkoze-
lebb esé pontokra g(x7) = 1 vagy g(x; ) = —1. Ekkor a szeparal6 hipersikhoz
legkozelebb esd, kiilonb6z6 osztalyba tartozo bemeneti vektorok kozotti, a sikra
merdlegesen mért tavolsag

_9xd) g(xs) 1 -1 2

=5 9% - (7.28)
wll - fwe | ffwll w ffw]
Az optimaélis hipersik altal biztositott margo tehat:
1
r=0= (7.29)

2wl
Az egyenlet szerint az osztalyozasi tartalék akkor lesz maximalis, ha ||w*|| mi-
nimalis értéki.
A megoldando feladat ezek utan a kovetkezsképpen fogalmazhato meg: adott
egy linearisan szeparalhaté mintapont készlet

S = ((x1,d1),...,(xp,dp)) , (7.30)

és keressiik azt a minimalis normaju w* vektort és azt a b* skalar értéket,
melyekkel a tanitopontok mindegyikét helyesen osztalyozzuk, vagyis keressiik a

w* = arg min(w’ w) (7.31)
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megoldasat, azzal a feltétellel, hogy
d (W'x;+0b*)>1 (i=12,...,P). (7.32)

A feladatot tehat feltételes szélsGérték-keresési problémaként tudjuk meg-
fogalmazni, ahol a feltételek egyenlGtlenségek formajaba vannak megadva. A
felteteles szélsGerték-keresési feladat megoldasat egy Lagrange egyenlet (1d. Flig-
gelék) megoldéaséaval kereshetjiik:

N
L(w,b,a) = %WTW - Z o [di (Whx; +b) — 1] , (7.33)
i=1

ahol az a; > 0 egyiitthatok a Lagrange multiplikiatorok. Az optimalizalasi fel-
adatnak ezt a felirasat elsdleges alaknak (primal problem) nevezzik.

A optimalizalasi feladat megoldasahoz a Karush-Kuhn-Tucker (KKT) elmé-
let (1d. Fiiggelék) szerint a fenti Lagrange egyenletet kell minimalizalni w és
b szerint és maximalizalni «; szerint, vagyis a Lagrange egyenlet altal definialt
kritériumfeliilet nyeregpontjat (saddle point) kell meghatérozni. A megoldas két
lépesben érhetd el:

— el6szor w és b szerinti szélsGértéket kereslink a megfelels derivaltak sza-
mitasaval,

— majd ezek eredményét behelyettesitve a Lagrange egyenletbe kapjuk az n.
masodlagos feladatot (dual problem), melynek megoldasai az «; Lagrange
multiplikatorok.

Az L(w,b, a) Lagrange egyenlet w és b szerinti parcialis derivalasabol az opti-
mumra az alabbi két feltételt kapjuk:

OL(w,b, ) -

T =0 — W = i:E - OéidiXi 5 (734)

OL(w,b, ) -

N s > . .
2% 0o — ;:1 a;d; (a; > 0) (7.35)

Lathato, hogy ha a Lagrange multiplikdrokat ismerjiik, a feladatot megoldot-
tuk, hiszen w csak az o; Lagrange multiplikdtoroktoél és a tanitopont-értékektsl
fligg.

A feltételes optimalizalési feladat megoldasahoz felirhaté annak dudlis alak-
ja, melyben méar csak az «; Lagrange multiplikiatorok az ismeretlenek. Az els6d-
leges és a duédlis probléma megoldasai ugyanazon optimumra vezetnek.

Mivel az

P P P
1
L(w,b,a) = inW - E a;d;wTx; — b E o;d; — E o (7.36)
i=1 i=1 i=1
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kifejtésében a harmadik tag (7.35) alapjan nulla, és mivel (7.34) alapjan
P P P
wliw = Z a;diwTx; = Z Z aiajdidjxiij (7.37)
i=1 i=1 j=1

az L(w,b, ) = Q(«) duélis optimalizalasi feladat az alabbi:

P P P
1
Qa) = Z QG — B Z Z OéiOljdide;-er (7.38)
i=1 i=1 j=1
a
P
> aidi =0 (7.39)
=1
és a
a; >0 (i=12,...,P) (7.40)

feltételekkel. A dudlis probléma egy olyan, a keresett «; értékekben méasod-
fokn szélsGérték-keresési feladat, mely mellett a megoldasnak egy egyenl@ség,
(7.39) és egy egyenl6tlenség, (7.40) tipust mellékfeltételt is ki kell elégitenie.
Az ilyen tipust optimalizalasi feladatok kvadratikus programozassal (Quadratic
Programing) oldhatok meg. Az optimumhoz tartozé Lagrange multiplikatorok
— az «a értékek — ismeretében, felhasznélva az optimalis stulyvektorra vonat-
kozo (7.34) osszefiiggést, a linearis kétosztalyos osztalyozo szupport vektor gép
valasza felirhato, mint

P
y(x) = Signlz ardixIx+ bt . (7.41)

i=1

Vegyiik észre, hogy a valasz Gsszefliggésében a bemeneti mintavektorok nem
kozvetleniil, hanem egy skalar szorzat részeként szerepelnek, tehat a (7.11) dssze-
fiiggéshez hasonloan itt is kernel megoldéast kaptunk. A megoldas érdekessége,
hogy az ay;-k nagyrésze altalaban 0, igy mind a stulyvektor kifejezésében, mind
a szupport vektor gép valaszaban a tanitopontoknak csak egy része vesz részt.

Azokat a tanitopontokat, amelyek résztvesznek a megoldas kialakitasaban,
amelyekhez tartozo Lagrange multiplikdtorok értéke nem nulla, szupport vekto-
roknak (support vectors) nevezziik.! A szupport vektor gépek tehat olyan kernel
gépek, ahol a kernel tér tényleges dimenzioja nem a tanitopontok szamaval (P),
hanem a szupport vektorok szamaval (Ps) egyezik meg. Ez jelentGs egyszertsi-
tést jelenthet a valasz szamitasaban, kiilonosen, ha P; < P. A szupport vektor
gépeknek ezt a tulajdonsagat ritkasagi (sparseness) tulajdonsagnak nevezziik.

Azt is észrevehetjiik, hogy azon pontokra, ahol a; > 0, teljesiil a

di (W% +b%) =1 (7.42)

1 Ugy is mondhatjuk, hogy ezek a mintapontok ,tartjak” a megoldast ezért ezek a min-
tapontok a tartd vektorok vagy tamaszt6é vektorok (support vectors). A tartd vektor
elnevezés azonban a magyar nyelvi szakirodalomban egyelére nem terjedt el, ezért a
konyvben a szupport vektor elnevezést hasznaljuk.
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Osszefiiggés, vagyis ezek a pontok — tehat a szupport vektorok — lesznek az
elvalaszto hipersikhoz legkozelebb 1évé mintapontok. Itt w* mar az optimalis
Lagrange egyiitthatokkal meghatarozhato sulyvektor:

P
wh =Y ardx; (7.43)
=1

A szupport vektoroknal (7.42) alapjan a (7.24) és a (7.25) egyenlGtlenségek
egyenl@ségként allnak fenn.

A maximalis margdju linearis szeparalas altalanosito képessége

Az elézGekben lattuk, hogy egy tanuld rendszer létrehozaséanal a konstrukcios
lépések meghatarozasan tul fontos kérdés, hogy a létrehozott rendszert mingsi-
teni is tudjuk. A 3. fejezetben részletesebben targyaltuk a mingsités lehet&ségeit
és bemutattuk, hogy a mingsitéshez valojaban az tn. valodi kockdzat meghata-
rozaséara lenne sziikség. Azt is lattuk, hogy a valodi kockazatot — a mintapont-
eloszlas ismeretének hidnyadban — nem tudjuk meghatarozni. A statisztikus ta-
nulaselmélet azonban megadja azokat a feltételeket, melyek fennallta esetén a
valodi kockézatnak legalabb egy fels6 korlatja megadhato.

A (3.31) osszefiiggés osztéalyozasi feladatra adott fels§ korlatot. A felss kor-
lat két tagbol allt: egyrészt a tanitopontokban meghatarozhaté eredd hibabol, a
tapasztalati kockazatbol, és egy tn. konfidencia tagbol, ami a megoldas komp-
lexitasatol fligg. A statisztikus tanuléselmélet a komplexitas mértékeként a VC-
dimenziét hasznalja. Ha tehéat egy megoldas VC-dimenzidjara tudunk mondani
valamit, a valodi kockazat egy fels6 korlatja megadhato. A felss korlat (3.31)
Osszefiiggése alapjan azt is lattuk, hogy olyan megoldasra van sziikségiink, amely
egyidejiileg mindkét tagot minimalizélja, tehat a tapasztalati hibat ugy probalja
minél kisebbre leszoritani, hogy koézben a VC-dimenzié értéke is minél kisebb
legyen. A megoldas elve a strukturalis kockdzatminimalizalas (SRM elv) volt. A
strukturalis kockazat minimalizalas elve szerint azt a legkevésbé komplex meg-
oldast keressiik, melynél a két tag dsszege minimumot ad.

A linearis osztalyozo szupport vektor gép, azon til, hogy a tanitopontok hi-
batlan osztalyozasat kivanja elérni, még azt is célnak tekinti, hogy a szeparalés
maximalis biztonsiggal, maximéalis margé mellett torténjen meg. A maximaélis
marg6 azt az intuitiv benyomast kelti, hogy a szupport vektor gép altal szolgal-
tatott megoldas a linearis szeparalasok kozott kitiintettet, netdn optimélis. Az
alabbiakban bemutatjuk, hogy ez nemcsak intuitiv benyomas. A maximaélis mar-
g6 biztositasa mellett a megoldés komplexitasanak mértékére, a VC-dimenziora
is adhato egy fels6 korlat. Ennek segitségével a lineéaris szupport vektor gép
altalanositoképességérdl is tudunk allitani valamit.

A statisztikus tanulaselmélet eredményei szerint [Vap95, Vap98| a

w %, +0* =0 (7.44)

altal megadott optimalis szeparald hipersik VC-dimenzidjara az alabbi felsd ko-
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lat adhato:

h < min (F:JN) +1, (7.45)

ahol N a bemeneti tér dimenzidja, r a szeparécios tartalék, a margo, R pedig az
Osszes bementi vektort tartalmazé legkisebb atmérsjd gomb sugara. Az Gssze-
fiiggésben a [.] mivelet azt a legkisebb egészet jeloli, ami nagyobb vagy egyenld,
mint a mivelet argumentuma.

Bar egy fliggvényosztaly VC-dimenziojat altalanos esetben nehéz meghaté-
rozni, N-dimenziés szeparalé hipersik esetén konnyen megmutathato, hogy a
VC-dimenzi6 értéke h = N + 1. A (7.45) osszefiiggéssel megadott fels6 korlat
ugyanakkor azt mondja, hogy maximalis margdju szeparald hipersik mellett —
ha az r marg6 értéke elegendGen nagy — a VC-dimenzi6 értéke lehet (N + 1)-nél
kisebb is. Ennek kiilonosen nemlinearis esetben van jelent&sége, ahogy ezt a ké-
s6bbiekben latni fogjuk. Az a tény, hogy egy felss korlat adhaté a VC-dimenziora
fiiggetleniil kontrol alatt tarthato a szeparalds tartalékanak megfelel6 megva-
lasztasaval.

A tartalék (7.29) osszefliggése szerint a margo forditottan aranyos a silyvek-
tor norméjaval. A (7.33) Lagrange egyenlet olyan optimalizaléasi feladatot fogal-
maz meg, ahol a tanitopontok megfelel§ osztalyozasan tul a sulyvektor norma-
négyzetének minimumét is biztositani szeretnénk. A szupport vektor gépeknél
az osztalyozasi hiba minimuma mellett a maximalis tartalék, vagyis a minimalis
VC-dimenzi6 elérésére toreksziink, 6sszhangban a strukturalis kockédzat minima-
lizalasi elvvel. A szupport vektor gépekre ezért a statisztikus tanulaselméletnek
a 3. fejezetben Osszefoglalt eredményei alkalmazhatok. Ez lényeges kiilonbség,
ha a szupport vektor gépeket az el6zGekben bemutatott tn. klasszikus halokkal,
de elsGsorban a tobbrétegt perceptronnal hasonlitjuk Ossze.

Az MLP héalozatoknal a komplexitas a rejtett réteg méretétdl fliige. A halo
strukturajanak rogzitése a rejtett réteg méretét is meghatarozza. A tanitas soran
ezen mar nem valtoztatunk. Ezzel szemben a szupport vektor gépeknél nem a
szabad paraméterek szaima hatérozza meg a komplexitds mértékét, hanem a VC-
dimenzi6, melynek fels6 korlatja a maximalis margo értékével befolyasolhato. A
kétféle megkozelités kozotti alapvets kiillonbség tehat, hogy mig az MLP-nél csak
a tapasztalati hiba, addig a szupport vektor gépeknél mind a tapasztalati hiba,
mind az altaldnositoképeséget befolyasolé komplexitasmérték, a VC-dimenzio
minimalizalasa megtorténik.

7.3.2. A linearisan nem szeparalhat6 feladat linearis megol-
dasa

Az el6z6ekben targyalt maximaéalis margoju linearis szeparalasra képes megoldés
az alapelvek bemutatasara alkalmas. A gyakorlatban azonban ritkan talalkozunk
olyan feladatokkal, melyek tgy szeparalhatok linearisan, hogy még osztalyozasi
tartalék is biztosithato. Altalaban vagy csak olyan linearis szeparalas lehetsé-
ges, ahol a két osztaly kozotti biztonsagi savban is lehetnek tanitopontok, vagy
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linearis szeparalas hibamentesen nem is lehetséges. A kiovetkezSkben olyan li-
nearis megoldast mutatunk be, ahol megfelel§ kompromisszum alapjan dél el a
biztonsagi sav mérete és a hibés osztéilyozéas valoszintisége.

Ha megengedjiik, hogy a biztonsagi savban is legyenek tanitépontok, mikoz-
ben tovabbra is cél a lehetd legnagyobb margo biztositasa, un. lagy vagy szoft
margoju megoldasrol beszéliink. Azoknal a pontoknéal, amelyek a biztonsagi sa-
von beliil helyezkednek el a maximélis margdji osztalyozast biztosito

di (Wi'x; +b) > 1 (7.46)

egyenlStlenség nem all fenn. Az ilyen mintapontokra vonatkozo, az elézd egyen-
16tlenségnek megfelels forméalis matematikai kapcsolat an. gyengits (slack) &;
valtozok bevezetésével lehetséges. A gyengité valtozok bevezetése lehetévé te-
szi, hogy a (7.46) Osszefliggés az egyes tanitopontoknal kiilonbozs mértékben
gyengitve érvényesiiljon. Ennek megfelelGen az Gsszes pontra most a kovetkezs
egyenlGtlenség irhato fel:

di (Wi +0)>1-& (i=12,...,P). (7.47)

Azon tanitoépontoknal, ahol & = 0, visszakapjuk az alapfeladatot. Ha
0 <& <1, az adott tanitépont a hipersik megfelel6 oldalan, de a biztonséagi
savban helyezkedik el, ha pedig &; > 1 az adott tanitépont a sik ellenkezé olda-
lan (a hibés oldalon) van. Ezt illusztralja a 7.4. abra.

»

& >1

a A
S o 02451

v
v

(a) A mintapont osztalyozasa helyes, de a

b) A mint t osztalyozasa hiba
mintapont a biztonsagi savba esik (b) A mintapont osztélyozésa hibs

7.4. dbra. A gyengit6 valtozok hasznalata

Az optimalis hipersikot ugy kell meghatarozni, hogy a hibas osztalyozasok
szama minimalis legyen, mikozben tovabbra is toreksziink a lehetd legnagyobb
marg6 elérésére. A minimalizalando kifejezés — amit a tovabbiakban J(w)-vel
jeloliink — ennek megfelelGen két tagbol all:

P
L 7
J(w) =w W+C;€i, (7.48)
ahol C' a két tag kozotti kompromisszumot beéllitd egytitthato. Ha C' = 0,
visszakapjuk az el6z6, gyengits valtozo nélkiili esetet. Ha C' értéke kicsi, a mi-
nimalizdland6 Osszefiiggésben a masodik tag silya kicsi, vagyis nem nagyon
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biintetjiik, ha egy tanitopont a margén beliilre, netan a rossz oldalra keriil. Ez
azt jelenti, hogy a biztonsagi sav szélesebb lehet, de tobb pont keriil a savon
beliilre vagy a rossz oldalra. Ha C' értékét noveljiik, ezeket az eseteket jobban
biintetjiik, ami keskenyebb biztonsagi savot eredményez, hiszen ekkor nyilvan
kevesebb pont eshet a sdvon beliilre.

A megoldas most is a megfelel§ Lagrange egyenlet felirasat igényli, hiszen
itt is feltételes szélsGérték-keresési feladattal allunk szemben. Egyfelsl (7.48)
minimumat kivanjuk elérni, de kozben a (7.47) altal a tanitopontokra megfogal-
mazott egyenlGtlenségeket is teljesiteni kivanjuk. Ennek megfelelGen a Lagrange
egyenlet:

N N N
L 7 T
L(w,€ a,v,b) = W WJFC;& *Zlai {di (W'x+b) —1+&} *;%‘fi-
(7.49)
Melyet w, b és &;-k szerint minimalizalni, mig a;-k és ~;-k szerint maximalizalni
kell. A feladatot most is két lépésben oldhatjuk meg. Elgszor a Lagrange egyenlet
w, b és & szerinti derivaltjat irjuk fel:

OL(w, &, a,v,b) ¥ dx
a—w =0 — W = ; azdle 3 (750)
OL(w,§, a,v,b) - _

20 =0 —_— ;Ozldl =0 s (751)
W:O — y+a=C. (7.52)

Ezt kovetSen a gradiensek értékének nullava tételével kapott Osszefliggéseket
behelyettesitve a Lagrange egyenletbe kapjuk a (7.38) Osszefiiggéssel megegyezd
dualis feladatot :

P P P
1
Q(O[) = ZO@ — 5 Z Zaiajdidjxij 5 (753)
i=1 i=1j=1
ahol
P
Y diei=0, 0<a; <C (i=12,...,P). (7.54)
i=1

és melybdl az a;-k most is kvadratikus programozassal hatarozhatok meg. Fi-
gyeljiik meg, hogy a gyengits valtozok bevezetése az optimalizalasi feladat dué-
lis alakjat csak a Lagrange multiplikdtorokra vonatkozo feltételekben modosit-
ja. Az osztalyozo eredménye is megegyezik a linearisan szeparalhato feladatra
megadottakkal (7.41). Ennek megfelelGen itt is lesznek nulla értékid a;-k, me-
lyekhez tartozo tanitéopontok nem vesznek részt a kimenet elGallitasaban. Ha
pedig a; # 0, a megfelels tanitopontok szupport vektorok lesznek, melyekre a

di (W% +b%) —1+&=0 (7.55)
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egyenlGség all fenn. Ez azt jelenti, hogy most a szupport vektorok sem feltétlentil
a margd hataran helyezkednek el. A margohoz viszonyitott helyzetiiket a &;
értékek befolyasoljak.

A (7.48) minimalizalando kritériumban szereplé C konstanst hiperparamé-
ternek is szokds nevezni. Szerepe — ahogy az el6bb emlitettilk — az, hogy a
sulyvektor hosszanak, illetve a tanité mintakra szamitott osztalyozasi hibanak
a viszonyat beallitsa. C' meghatarozasa nem konnyd feladat, altalaban kereszt
kiértékeléssel torténhet.

A szoft marg6jiu linearis szeparalas altalanositoé képessége

A gyengits véltozd bevezetése azt eredményezte, hogy az Osszes pont mar nem
esik a biztonsagi savon kiviilre. Ennek a megoldés &altalanositoképességére is
lesz hatasa. A VC-dimenzi6 (7.45) osszefiiggése a szoft margdju megoldéasra
mar nem lesz érvényes, igy nem lesz érvényes a valodi kockazat fels§ korlatjat
megado (3.31) sszefiiggés sem. Azonban a lagy margdjiu megoldés altalanositasi
hibajara is szarmaztattak felsg korlatokat, melyek figyelembe veszik a gyengité
valtozok értékeit is. Ezek bemutatasaval itt nem foglakozunk. A szarmaztatés
és az eredmények az irodalomban [Cris00, Sha02] megtalalhatok.

7.3.3. Nemlinearis szeparalas

A valos osztalyozasi feladatok tulnyomo része nem szeparalhato linearisan. A
linearisan nem szeparalhato feladatoknal — ahogy ezt méar tobbszor lattuk —
egy megfelels (és altalaban dimenzionovel6) x — ¢(x) nemlinearis transzfor-
macioval linearisan szeparalhatova alakitjuk a feladatot. Az SVM elényeinek
kihasznalasara az igy kapott jellemz&térben az el6zGeknek megfelels optimalis
(maximalis marg6ju) megoldast keressiik.

A nemlinearisan szeparalhato feladat SVM-el torténd megoldasaban tehat
két 1épés szerepel:

— nemlinearis transzformacié a bemeneti térbdl a jellemzdtérbe,
— a jellemz6 térben az optimalis linearis szeparald hipersik meghatéarozasa.

Ez utobbi lépést azonban itt sem a jellemzGtérben, hanem az ebbdl szarmazta-
tott kernel térben oldjuk meg.

A nemlinearis megoldas a linearis eset megoldasabol egyszeriien az x — ¢(x)
helyettesitéssel nyerhets. Az optimalis hipersikot a kdvetkezs alakban keressiik:

wlpx)+b=0. (7.56)

Ennek alapjan a korabbi linearisan szeparalhato esetre kapott eredménytinknek
megfelelGen az optimalis sulyvektor:

P
w* = Z o dip(x;), (7.57)
i=1
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ahol ¢(x;) az x; mintdhoz tartozo jellemz8 (feature) vektor. Az optimalis el-
tolasérték (bias) (b*) a w*Tp(xs) £ b* = +1 egyenletbdl szamithato, ahol x,
egy szupport vektor. A jellemzétérben megkonstrualt szeparalo feliiletet tehat
a kovetkezs egyenlet adja meg:

P
Z adipT (xi)p(x) +b* = 0. (7.58)
i=1

Lathato, hogy a megoldashoz most is csak az a; Lagrange multiplikidtorok meg-
hatarozésa sziikséges, amit a (7.38) osszefiiggésnek megfelels dudlis feladat kvad-
ratikus programozéassal torténé megoldasaval nyerhetiink. A kiilonbség mind-
Ossze annyi, hogy a dudlis feladatnal x helyére mindenhol ¢(x) kell kertiljon.
Ha a jellemz6térben maximalis marg6ju megoldas kaphato, akkor a Lagrange
multiplikitorokra az 0 < «; feltétel, ha csak a gyengitett valtozat, akkor az
0 < a; < C feltétel teljesiil.

A 7 (x;)p(x) szorzatot a kernel triikknek megfelelGen egy magfiiggvényként
irjuk fel, azaz

K(xi,x) = ¢ (x:)p(x) . (7.59)

A nemlineéris osztalyozo tehat:

P
y(x) = sign| > a;di K (xi,x) + b* (7.60)

i=1

alakban adja meg egy x bemenetre a valaszt. Az Osszegzés az Osszes tanitopontra
vonatkozik, valojaban azonban csak a szupport vektorokra kell elvégezni, hiszen
a tobbi esetben «; = 0. A szupport vektor gépek tehat nemlineéris esetben is
ritka (sparse) megoldast eredményeznek.

A szupport vektor gépes megoldas elénye a kerneles megoldasok elényéhez
hasonloan itt is azaltal jelentkezik, hogy a feladatot nem a jellemz&térben oldjuk
meg, hanem a kernel térben, azaltal, hogy a ¢(x) nemlinearis transzforméaciot
nem kozvetleniil, hanem csak a kernel fiiggvényen keresztiil, kozvetve definialjuk.

A 7.5. abran a nemlinearis SVM osztélyozas illusztralasara gyakran hasznalt
kettds spirdl feladat egy megoldasat mutatjuk be. A feladatot, mint benchmark
problémat gyakran hasznéljak osztalyozoé rendszerek, koztiik neuronhalok telje-
sit6képességének Osszehasonlitasara. Ezt az indokolja, hogy bar a feladat nagyon
egyszertinek tinik, megoldasa nem koénnyt, pl. egy MLP szamara kiilénosen ne-
héz.

7.1 példa. Példaként oldjuk meg a XOR problémat szupport vektor géppel.
Minthogy a feladat linearisan nem szeparalhatd, csak a nemlinearis véltozat
hasznalhat6. Els6 lépésként meg kell valasztani a kernel fliggvényt. A feladat
viszonylagos egyszertisége miatt az eddig emlitett kernel fliggvények barmelyike
hasznalhat6. Jelen esetben hasznaljunk polinomiélis kernelt: K (x,x) = (x7x +
+ 1)2. A polinomiélis kernel elénye, hogy ebben az egyszerti esetben még a
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7.5. dbra. A kettds spiral probléma megoldasa SVM-el

jellemzgtérre valo leképezést biztositd ¢(x) fliggvények is meghatarozhatok. A
jellemzévektorra a kovetkezs adodik:

e(x)=[1 V21 V212 V2wiaz0 2} 23] . (7.61)

Lathato, hogy a jellemz6tér egy 6-dimenzios tér (5 dimezié + az eltolas). Az
osztalyozasa feladat megoldasahoz fel kell irnunk és meg kell oldanunk a duélis
egyenletet.

4 4

1
Q)= +ar+ostas—5 D Y oadid;K(x],x)), (7.62)
i=1 j=1
a kovetkezd feltételek mellett:
4
Zdiai:&l—ag—Fag—Oq:O és 0<q (izl,...,4). (763)

i=1

A kvadratikus egyenlet felirdsanal feltételeztiik, hogy a bemenetek és a kimene-
tek nem binaris, hanem bipoléris megadasiak, vagyis a XOR probléma leképe-
zése a kovetkezd:

A kvadratikus programozéasi feladat megoldasahoz fel kell irni a kernel mét-
rixot. Mivel a XOR probléméanal Gsszesen 4 pontunk van, melyek mind tanito-
pontok, a kernel matrixra a kdvetkez6 adodik:

9 1 1 1
19 1 1

K=, 1 ¢ 1 (7.64)
11109
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| Tanitopont index i | [x;,%x2] | d |
| L | L 1
| 2 | -1 |-
| 3 [FL-1 1
| 4 | [-11] | -1

A kvadratikus programozéas eredményeképp azt kapjuk, hogy mind a négy a
azonos értékd lesz, és mind kiilonbozik nullatol: af = af = af = af = 1/8.
Ez azt jelenti, hogy az Osszes pont szupport vektor, ami a feladat ismeretében
nem megleps. A szupport vektoroknél a halo valasza alapjan az eltolasérték is
meghatéarozhato, ami b* = 0 -ra adodik. A halo valasza a kernel térben tehat:

4
y(x) = sign[O,lZS Z d; (XZTX + 1)2

i=1

(7.65)

A szupport vektor gépeknél a jellemzGtérbeli reprezentacio és megoldas alta-
laban nem hatarozhato meg, és nincs is ra sziikség. Ebben az egyszert példaban
azonban ismerjiik a jellemz6térre valo leképezést biztositd p(x) fliggvényeket,
és a Lagrange multiplikdtorok ismeretében a w* jellemz&térbeli sulyvektor is
meghatarozhato:

4
T
w*:Zafdixi:[O 00 % 00 (7.66)
1=1

Ennek ismeretében a megoldas a jellemzGtérben is megkaphato. A dontési fiigg-
vény
g(x) = 2129 (7.67)
Arra az érdekes eredményre jutottunk, hogy bar a valasztott kernel altal
meghatarozott nemlinearis transzformécio hatdimenzios jellemzGteret definiél,
a dontés egyetlen dimenzi6é alapjan meghozhato, melyet a két bementi kompo-
nens szorzata hataroz meg. Ez egyben arra is példa, hogy elgfordulhat olyan
eset, amikor a ,dimenziénéveld” nemlinearis transzformacioé valdjaban kisebb
dimenzi6ji térbe képez le, mert a linearis szeparalés ott is lehetséges. Ez termé-
szetesen altaldanosan nem igaz, de feladattol fliggGen, ha megfelel nemlinearis
transzforméciot valasztunk, el6fordulhat. A nemlinearis SVM a jellemzétérben
biztositja a maximalis margot, ami itt v/2-re adodik.

7.3.4. Szupport vektor gépek regresszidra

A szupport vektor gépek az osztalyozési feladatokon tul regresszios feladatok-
ra is alkalmazhatok. A regresszios vagy fliggvényapproximacios feladatok esetén
azonban nem definidlhato az osztalyozasnal értelmezett margod, azaz az osztalyo-
zési tartalék fogalma. Ennek megfelelGen sziikség van a regresszios feladat egy
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olyan értelmezésére, felirasara, ami lehet6vé teszi az SVM kiegészits feltételének
felhasznalasat.

Hasonloan az osztalyozonal bemutatottakhoz itt is lehet&ség lenne elszor a
linearis esetet, majd annak nemlineéris kiterjesztését targyalni, de a tomorebb
targyalas kedvéért itt kozvetleniil a nemlinearis (azaz a jellemzGtérben linearis)
regressziot mutatjuk be.

Az osztalyozos és a regresszios feladatok kozott a kapcsolat viszonylag
kénnyen megteremthets, ha a fliggvényapproximéacios feladatoknél az atlagos
négyzetes hiba helyett egy n. e érzéketlenségi savval rendelkezé abszolatérték
hibafiiggvényt (e-insensitive loss function) alkalmazunk az eltérés mérésére.

Ly =" ha |d —y(x)| <e, (7.68)
: |d —y(x)| —e egyébkeént. '

Az ¢ érzéketlenségii veszteségfiiggvény felhasznéalasaval tulajdonképpen az
osztéalyozasi esethez nagyon hasonld probléma &ll els. Azokra a mintédkra, me-
lyek az érzéketlenségi savon beliil esnek, a hiba értéke 0, mig a kiviil es6 pontok
hibajat bilintetjiik. Ez megfeleltethet6 egy olyan osztalyozasi feladatnak, ahol a
helyes osztalyozés hibaja 0, mig biztonsagi sdvba esd vagy a rosszul osztalyozott
pontokat pedig gyengits (&) valtozok bevezetésével biintetjiik. Ennek megfele-
l6en az alabbiakban bemutatott regresszios megoldéast a linearisan nem szepa-
ralhato osztalyozési feladatra kapott eredményekkel célszerti Gsszevetni. Hiba-
fliggvényként az abszolutérték-fiiggvény hasznalatat az is indokolja, hogy a ki-
ugré adatokra (outlier) valo érzékenysége az abszolutérték-fliggvénynek kisebb,
mint a gyakran alkalmazott négyzetes hibafiiggvénynek. Ennek ellenére szokés
e érzéketlenségi savi négyzetes hibafiiggvényt is alkalmazni. Jelen targyalasnal
azonban megmaradunk a Vapnik féle alapmegoldasnél, ahol az abszolutérték-
fliggvény szerepel.

L.(y)

g
—s & |d-y(x)

(a) (b)

7.6. dbra. Az e-érzéketlenségi savval rendelkezd abszolut érték hibafiiggvény és alkal-
mazasa

Irjuk fel a halo kimenetét. Ez most is nemlinearis bazisfiiggvények linea-
ris kombinaciojaként all el6, azaz a ¢(x)-ek altal reprezentalt (M-dimenzios)
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jellemzGtérben linearis megoldast keresiink:

y(x) = S50, wie(x) +b=wlo(x) +b,

w=[w ws ... wy] (7.69)

T
p(x) = [p1(x) @2(x) ... eux)] .
A kielégitendd feltételek (a gyengits valtozok bevezetésével) a kovetkezdk:

yi — (who(x;) +b) <e+&,
(who(x;) +b) —y <e+&,

1=12,...,P 7.70
60, ( ) (7.70)
& >0.
A minimalizalando koltségfiiggvény :
P
J(w,&,¢) = ww+c<2(§-+£§)) (i=12,...,P) (7.71)
i=1

a (7.70) egyenlStlenségek altal megfogalmazott mellékfeltételekkel.
A megfelel6 Lagrange egyenlet az oy, al,v;,v, > 0 Lagrange multiplikdtorok
felhasznalasaval:

P
L(W?b7€a€/7a7a/a777/) Z(£1+€)+ W w
1=1

=Y i [wie(xi) +b—yi +e+&]
=1

p (7.72)
—}:a [yi —whp(xi) —b+e+&]

P

Z 7262 + P)/z 1

1=1

A Lagrange fliggvényt kell w, b és a £ és €’ gyengit6 valtozok szerint minimali-
zalni, o, &’ valamint 4 és 4’ szerint maximalizalni. Elvégezve a derivalast, és a
derivaltak értékét nullava téve, a kovetkezd Gsszefliggéseket kapjuk:

W=7 (o — al)ep(xi)
yi=C—a, (7.73)
vi=C—af.

K2
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Behelyettesitve ezeket a Lagrange egyenletbe jutunk a duéalis feladatra:

P (7.74)
D) ZZ(O% —a;)(ey — aj>K(XZ’XJ)
i=1 j=1
a
P
d(ei—a)=0, 0<a;<C, 0<aj<C (i=12,...,P) (7.75)
=1

megkdtésekkel. Az eredmény a kvadratikus programozassal meghatarozhaté oy
Lagrange multiplikatorok, a kiszamitott b és a K (x, x;) kernel fiiggvény alapjan:

.
y(x) = (i — af)K(x,%;) +b. (7.76)

i=1

Csakigy, mint az osztalyozési esetben, az SVM modell most is ritka, ugyan-
is csak azok a tanitopontok vesznek részt a kimenet elGallitdsaban, melyekre
(a; — o) # 0. Fontos megjegyezni, hogy most is a kernel fiiggvénybsl indulunk
ki, igy a jellemzGtér bazisfliggvényeit a kernel fliggvény implicit modon defini-
alja. Ez a jellemzGtér azonban nagyon nagy dimenzios, akar végtelen dimenzios
is lehet, ezért mig lineéris esetben a probléma az eredeti térben is megoldha-
t6, nemlinearis esetben a jellemzétérben mar nem minden esetben lehetséges a
megoldas.

Figyeljiik meg, hogy a regresszios megoldasnal az SVM kialakitasaban az
osztéalyozos esethez képest eggyel b6viil a hiperparaméterek szama, hiszen az ¢
érzéketlenségi paraméter megadasara is szitkség van. Az e hiperparaméternek az
approximaciora gyakorolt hatésa zajmentes tanitopontok esetén szemléletesen
is értelmezhets (7.7. abra).

Az abran lathato, hogy ha a megoldas koré egy e szélességii savot huizunk
ugy, hogy az SVM vélaszfiiggvényét +e-nal eltoljuk, akkor minden tanitépont
ezen a séavon beliil helyezkedik el. A savhatarra es6 pontok lesznek a szupport
vektorok (az abran a nagyobb fekete pontok). Az abra azt is mutatja, hogy ki-
sebb szélességii sav tobb, a nagyobb szélességii pedig kevesebb szupport vektort
eredményez. Ezt gy biztositja az SVM, hogy minél nagyobb ¢ értéke, annal si-
mabb megoldast kapunk. Ezt a hatast illusztralja a 7.8. dbra is. Ezen az abrén is
szerepel egy e szélességli sav, ami azonban most az approximalando fiiggvényt
veszi kozre, és annak +e-nal torténd eltolaséaval kaphatd. Az SVM zajmentes
esetben mindig olyan megoldéast ad, amely ebbe az ¢ szélességl savba belefér,
mikozben a vélasz a lehetd legsimabb. Lathato, hogy a szélesebb sav simabb, a
keskenyebb kevésbé sima megoldést eredményez.

Fentiek alapjan ¢ hatésa zajmentes esetben jol kdvethets, és ennek alapjan
a megfeleld € érték megvalaszthato, hiszen minél kisebb ez az érzéketlenségi sav,
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(a) e =0,05 (b) e =0,15

7.7. abra. Az e-érzéketlenségi sav szerepe a fiiggvényapproximécioban. A vastagabb
folytonos vonal a halo valaszat, a szaggatott vonalak az e szélességii sav széleit mu-
tatjak. A vékonyabb folytonos vonal az approximélandé fliggvényt a rajta 1évé tani-
topontokkal (kisebb pontok) mutatja. A nagyobb fekete pontok a szupport vektorok.

(a) £ = 0,05 (b) £ =0,15

7.8. dbra. Az e-érzéketlenségi sav hatésa a valasz simasagara fliggvényapproximécio-
ban. A vastagabb folytonos vonal a halo valaszat, a szaggatott vonalak az € szélességi
sév széleit mutatjak. A vékonyabb folytonos vonal az approximalandé fliggvényt a
rajta 1évé tanitopontokkal mutatja. A nagyobb fekete pontok a szupport vektorok.

annal pontosabban probalja a modell a tanitépontokra illeszteni a megoldast.
A valos feladatokban azonban szinte mindig zajos bemenetekkel van dolgunk.
Ebben az esetben a kis ¢ arra késztetné a modellt, hogy minden pontot j6l
(kis hibaval) kozelitsen, ami tultanulashoz vezethet, holott a cél itt éppen egy
simabb fiiggvény illesztése lenne. Nagyobb zaj esetén tehat célszerd nagyobb e-t,
szélesebb érzéketlenségi savot hasznéalni. Zajos tanitépontok mellett € hatasara
a 7.9. dbra mutat példat.

Az SVM minél simabb valasza annak a kovetkezménye, hogy a sulyvektor
normajat minimalizaljuk. A koltségfiiggvényben szerepls w’'w tag osztalyozos
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esetben a maximalis margdért, regresszios esetben pedig a sima megoldasért
felelds.

12
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(a) on = 0,01 (b) oy = 0,04

7.9. dbra. A sinc(x) regresszioja zajos adatok alapjan. (Gauss kernel; o = 7 C' = 10,
e =0,15. A Gauss zaj szordsa oy.)

A megoldas hibéja, valamint komplexitasa kézotti kompromisszumot reg-
resszids esetben is a C paraméter allitja be, azaz az ¢ és a C hiperparaméte-
rek értékét osszehangoltan kell megvalasztani. Altalanossagban is elmondhato,
hogy a szupport vektor gépek hiperparamétereinek (az e, a C, valamint a kernel
fiiggvény paramétereinek — Gauss kernel esetén a o szélességparaméternek) a
megvalasztasa igen Osszetett feladat, mert az egyes paraméterek nem fliggetle-
nek egymastol, igy a lehetséges beéllitasok terében kell egy jo, esetleg optimaélis
kombinaciot megtalalni. A kernel paraméterek hatasa — ha Gauss kernelt va-
lasztunk — hasonlé a Gauss bazisfiiggvényes RBF halok szélességparaméterének
hatésahoz: a nagy o simébb, mig a kis o véltozékonyabb (erésen lokalizalt)
kozelitést eredményez, ami hatassal van példaul a megfelelg C' értékre is. C' ér-
tékét az eldbbi esetben kisebb, mig az utébbi esetben varhatdéan nagyobbra kell
megvalasztani. A hiperparaméterek megfelels megvalasztasaval szamos irodalom
pl. [Sch02, Cha02, Kwo03| foglalkozik.

Az SVM miikodése

Lattuk, hogy a nemlinearis problémak linearis kezelésének kulcsa, hogy az ere-
deti feladatot egy olyan tébbdimenzios térbe transzformaljuk, ahol az méar line-
arisan megoldhato. A kernel gépek mindezt a kernel térben tudjak megoldani.
A szupport vektor gépek ezt kiegészitik azzal, hogy a linearis megoldas kisza-
mitasahoz olyan modszert adnak, ami alapjan a lehetséges megoldasok koziil a
legjobb szémithato ki.

A miikédés mechanizmusanak jobb megértéséhez a kernel tér alabbi jellem-
z6it hangsilyozzuk :

— A kernel tér a jellemzd&tér, illetve az ehhez tartozo leképezés konkrét isme-
rete nélkil is elérhetd.
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— A kernel tér véges dimenzioju.

— A kernel fliggvény és a kernel kozéppontok (szupport vektorok) ismereté-
ben minden bemeneti vektor leképezhets a kernel térbe.

A probléma a kernel térben mar linearis, igy itt az SVM-nek megfelel6 optima-
lis hipersikot kell meghatérozni. Ez osztalyozas esetén megfelel a kernel térbe
leképezett két ponthalmazt maximalis margoval elvalaszto lineéris feliiletnek,
regresszio esetén pedig a kernel térbeli pontokra illesztett hipersiknak. A ta-
nitasi lépés soran tehat a hipersikot leird egyenlet szabad paramétereit, az «;
Lagrange multiplikdtorokat és b-t kell meghatarozni.

Amennyiben a szupport vektorok szama M, a kernel tér (M + 1) dimenzios,
ahol M koordinatat a K (x;,x;) kernel leképezéssel szamitunk ki, mig a tovabbi
egy dimenzi6 a kimenetnek felel meg. A keresett hipersik a leképezett tanitopon-
tok és a hozzajuk tartozo kimenet kozotti Osszerendelést definidlja. A miikodés
szemléltetéséhez tekintsiik a regresszios esetet. A megtanitott SVM miikddését
a 7.10. abra szemlélteti.

b kimenet

K(xxz)

7.10. abra. A kernel térbeli linearis megoldéas illusztracidja két-dimenziés bemenet és
egydimenzios kimenet esetén. A fekete pontok a tanité mintakat illusztraljak, mig a
fehér pont egy kiszamitand6 kimenetet illusztral.

Az SVM modell eredményét leird

P
y(x) = (o — af)K(x,%;) + b (7.77)

i=1
egyenlet alapjan a miik6dés a kovetkezs. A vizsgalt x bemeneti vektort leké-
pezziik a kernel térbe. Ez a szupport vektoroknak megfelels szama K (x;, x;)
kernel érték kiszamitasat jelenti. Az eredmény a hipersik altal definialt pont a
leképezéssel kapott pozicioban. Ennek kiszamitasa a hipersik egyenletébdl, azaz

a modell eredményeként megadott Gsszefliggésbdl konnyen lehetséges.

A regresszios feladat megoldasa soran az SVM altal konstrualt optimalis hi-
persik — amennyire lehetséges — j6 vélaszt ad a tanité pontokra, azaz illeszkedik
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rajuk. A modell akkor miikodik megfelelen, ha nemcsak a tanitopontok eseté-

ben, hanem késébb a teszteléshez hasznalt pontok esetén is a hipersikra esik a
kimenet, vagy masképpen a hipersik értéke jol kozeliti a valos kimenet értéket.

7.3.5. Az SVM neuralis értelmezése

Bar a gyakorlatban a szupport vektor gépeket ritkan alkalmazzak neuralis halo
zat alakjaban, ez az értelmezés hasznos, mert egyszeriibb targyalasmodot tesz
lehet6vé a pusztan matematikai megkozelitésénél.

A szupport vektor gépek tanitésa, és hasznalata is matematikai szamitasok
sorozata, de a valasz szamitdsanak Osszefliggése pontosan megfeleltethets egy
egy-rejtett-rétegt neuralis halozatnak. A rejtett réteg tipikusan nemlinearis ne-
uronokat tartalmaz. A 7.11. abra egy szupport vektor gépnek megfeleltethets
neurélis halézatot mutat be.

+1
X
Xy
X,
- kernel térbeli
X
N

7.11. abra. A szupport vektor gépnek megfeleltethets neuralis halozat

A bemenet egy N-dimenzios vektor. A nemlinearis kernel fiiggvényeket a rej-
tett réteg neuronjai tartalmazzak. Ezen neuronok szama megegyezik a szupport
vektorok szamaval (Ps). A halozat valasza (y) a rejtett réteg neuronjai kime-
netének sulyozott Osszege. Az sulyokat a tanitas soran kiszamitott Lagrange
multiplikator értékek hatarozzak meg. Ennek megfelelen, minél kisebb a halo-
zat, annal kevesebb szamitésra van sziikség a valasz megadasahoz, igy a cél a
lehet6 legkisebb halozat elérése.

Lathatoan a kernel gép neuralis interpretacidja egy strukturajaban a bazis-
fliggvényes halozatokkal gyakorlatilag tokéletesen megegyezs halo. Ez azonban
csak formai hasonlosag, a kétféle megkozelités kozotti lényeges kiilonbséget nem
szabad szem eldl téveszteni.
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7.3.6. Az SVM hatékonyabb megvalo6sitasai

A Support Vector Gépek (Support Vector Machines — SVM) gyakorlati felhasz-
nalasanak egyik legnagyobb akadalya az SVM tanitasédhoz sziikséges kvadratikus
programozas (Quadratic Programing — QP) nagy algoritmikus komplexitasa,
valamint a kernel matrix nagy mérete. Az alabbiakban olyan moédszereket mu-
tatunk be roviden, melyek a szamitas gyorsitasat, valamint a sziikséges memoria
méretének csokkentését célozzak. Ezt a feladatot kétféleképpen oldhatjuk meg.
Ezek:

— az eredeti feliras megoldasahoz sziikséges szamitasok (a kvadratikus prog-
ramozas) felgyorsitasa, valamit ezek kisebb tarteriileten torténd megolda-
sa.

— az eredeti felirds modositasa ugy, hogy kénnyebben megoldhato legyen, s
igy gyorsabb algoritmussal hasonlé tulajdonsagi megoldasra vezessen. Itt
olyan moédositasrol beszéliink, ami az eredeti SVM optimumot adja, tehat
a feladatot nem, csak annak matematikai felirasat valtoztatja. (A késSbbi-
ekben olyan SVM valtozatok bemutataséra is sor keriil, ahol azonos elmé-
leti hattér mellet mar egy masik probléma (optimum) keriil kiszadmitésra.)

A QP hatékonyabb megoldasa

A tanitasi sebesség noveléséhez az SVM tanitdsban hasznalt kvadratikus prog-
ramozasi lépést kell gyorsabban (és kevesebb memoria felhasznalasaval) vég-
rehajtani. Erre szamos hatékony QP megoldé all rendelkezésre. Ezek iterativ
eljarasok, amelyek az eredeti optimalizélasi feladatot kisebb részfeladatok soro-
zataként oldjak meg. A részfeladatok kivalasztéasanak alapjat az optimalizaléasi
feladat KKT (Karush-Kuhn-Tucker) feltételei jelentik. Azok a mintak, ame-
lyek teljesitik az optimumra vonatkozd KKT feltételeket, nem vesznek részt az
optimalizélasban, mig a feltételeket megszegs pontok igen. A KKT feltételek
osztalyozos esetre az alabbiak Vi-re:

0<a<(C = diy(xi) =1 (778)

Egy mintapont akkor és csak akkor lehet optimum pontja (7.53)-nak, ha
teljestilnek a KKT feltételek és a kernel méatrix pozitiv definit.

A szupport vektor gépekhez hasznalt harom legfontosabb, azonos alapelvek
szerint mikodds, egymast tovabbfejleszt6 gyorsitéasi algoritmus a legegyszeribb-
t61 a legkiforrottabbig [Sch99]:

Szeletetés (Chunking). A szeletelési (chunking) eljaras [Vap79| alapja, hogy
a nulla «;-khez tartozo mintdk nem befolyasoljak a megoldast. ElGszor a
mintak egy részhalmazan oldjuk meg a QP-t, majd az adott alproblémabol
mindig a szupport vektorokat tartjuk meg. Fzekhez azt az M tanitémintat
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vesziink hozza, amelyek a leginkabb megszegik a KKT-feltételeket, majd
djra megoldjuk a kvadratikus optimalizalast. Ha M-nél kevesebb minta
szegi meg a feltételeket, akkor mindet beillesztjiik a kovetkezs alfeladat-
ba. Az iteracio végére az Osszes nem nulla multiplikitort meghatarozzuk,
igy az eredeti feladatot is megoldottuk. A kezelt alprobléma nagysiga az
iteraciok soran altaldban né. A chunking nem jol hasznalhato, ha nagyon
sok a tanitopont vagy sok a nem nulla «;, hiszen ebben az esetben még
mindig nagy a memoriaigény.

Osuna algoritmusa. Az el6z6hoz hasonlé modszer Osuna dekompozicios mod-

szere [Osu98|, amely mindig egy allando méreti részhalmazon dolgozik,
mikdzben a tébbi valtozot fix értéken tartja. A kvadratikus programozast
igy mindig egy fix méretdi munkahalmazon oldja meg, és kisebb optimali-
zélasi feladatok sorozatan keresztiil jut el a teljes megoldésig.

SMO. A Sequential Minimal Optimization (SMO) olyan dekompozicios elja-

ras [Pla99], amely soran iteracionként minddssze két «; valtozo optimali-
zalasa torténik meg. Elénye, hogy teljesen kikeriili a QP szamitéast, mert
a két valtozo analitikusan is optimalizalhato. Két valtozo analitikus op-
timalizalasa utan a kovetkezd két «; kivalasztasara keriil sor, amely heu-
risztikusan torténik.

A 7.12. dbra az emlitett harom alapeljaras szeletelési stratégiajat mutatja. Mind-
harom modszernél harom lépést mutat az abra, ahol a legfelsé a kezdglépés. A
vizszintes vonalak minden esetben a tanité készletet reprezentéljak, a megvasta-
gitott fekete szakaszok pedig az adott iteracios lépésben optimalizalt Lagrange
multiplikidtorokat jelzik.

Chunking

Osuna

SMO

7.12. abra. A legelterjedtebben hasznalt QP megoldok ,szeletelési” (dekomponalasi)
stratégiai

Az SVM moédositasa

Az SVM modositott verzioi koziil a hatékonysag és a memoriaigény szempont-
jabol Mangasarian és munkatérsainak a munkéi a legfontosabbak.
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SSVM Az SSVM (Smooth Support Vector Machine) [Lee0Ola] az eredeti fel-
adatot egy olyan optimalizalasi feladatra fogalmazza at, ami egyszertii gradiens
modszerekkel megoldhato. Az igy kapott kvadratikus hibafeliilet minimuma (itt
méar nincsenek feltételek, mint az eredeti QP-ben) megfelel az SVM altal meg-
oldott kvadratikus programozési feladat minimuménak.

RSVM Az RSVM (Reduced Support Vector Machine) [Lee01b] valojaban az
SSVM egy kiterjesztése, ahol az 6sszes mintapontnak csak egy részhalmazabol
kertiilhetnek ki szupport vektorok. Az eljaras ezzel valojaban tovabb redukéal-
ja a megoldando feladat méretét, hiszen az eredeti kvadratikus kernel maéatrix
helyett egy kisebb maétrixot kell csak eléallitani. Ennek a kulcsa, hogy ellentét-
ben a kvadratikus programozassal, ami csak kvadratikus métrixra futtathato, a
gradiens modszerekkel mar egy ilyen egyenletrendszer is megoldhato.

7.4. SVM valtozatok

A szupport vektor gépek alkalmazasanak legjelentGsebb akadalya a nagy
memoéria- és szamitasi komplexitas. Mint lattuk, ennek oka, hogy az SVM ta-
nitdsa soran egy nagy szamitasigényd kvadratikus programozasi feladatot kell
megoldani. Az el6zGekben réviden Osszefoglalt néhany hatékony eljaras vagy a
kvadratikus programozas gyors megvalositdasaval, vagy az SVM optimalizaléasi
feladatdanak modositasaval ér célt. Ezek a megoldasok azonban mind az eredeti
feladat megoldésat keresik.

A probléma egy masik lehetséges megkozelitése, ha az optimalizalasi fel-
adatot modositjuk, az SVM elméleti hatterének, valamit elényeinek lehet&ség
szerinti megtartasa mellett. Ekkor azonban mar nem az eredeti SVM feladat
megoldasara toreksziink. A biztonsagi sav maximalizalasa, a dudlis felirds és a
kernel triikk alkalmazasa jelentik a moédszer azon magjat, amelyet meghagyva a
szamitasi feladat atfogalmazéasaval az eredeti modszerhez hasonld kernel gépe-
ket kaphatunk. Az SVM valtozatokkal szembeni {5 elvaras, hogy egyszertsitsék
a sziikséges szamitasokat, mindemellett megtartsak az eredeti eljaras jo tulaj-
donsagait, mint a jo altalanositoképességet mind a kapott megoldas ritkaségat
(sparseness).

Az egyik legelterjedtebb ilyen modositas a négyzetes hibara optimalizalt
szupport vektor gép, az LS-SVM (Least Squares Support Vector Machine)
[Suy00,Suy02]. Ez a megoldas az SVM-tdl eltérden a klasszikus neuronhaloknal
szokésos négyzetes hibafliggvénnyel dolgozik, tovabba a kielégitendd feltételeket
egyenlségek formajaban fogalmazza meg. Ennek koszonhetGen a megoldas egy
lineéris egyenletrendszer eredményeként &ll el6, amelynek megoldésa lényegesen
egyszertibb, mint a kvadratikus programozasi feladaté.

Az SVM valtozatok koziil elgszor a legelterjedtebb LS-SVM-et mutatjuk be,
ami megfelel a statisztikabol ismert ridge regresszionak, amelyet késébb szintén
bemutatunk réviden. A legkisebb négyzetes hiba alkalmazasabol adédoan az ere-
deti LS-SVM és a ridge regresszi6 elvesziti a ritkasagi tulajdonsagot. Megfeleld
modositassokkal, kiterjesztésekkel azonban itt is elérhetd, hogy ritka megoldast
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kapjunk. A ritka megoldasra vezets egyik lehetséges kiterjesztés LS2-SVM. En-
nek targyalasat a redukalt bazisu kernel ridge regresszio (reduced rank kernel
ridge regression, RRKRR) bemutatasa koveti, ami mas megkozelitést alkalmaz-
va, de ugyancsak ritka megoldéast biztosit.

7.4.1. Az LS-SVM

A Johan Suykens altal kidolgozott LS-SVM [Suy02| a hagyoményos szupport
vektor gépek olyan modositasa, ami az id6- és erGforras-igényes kvadratikus
programozéassal szemben, egy linearis egyenletrendszer megoldéasara vezet.

Mivel az LS-SVM a hagyomanyos SVM modositéasa, a kiindulé Gtletek, illet-
ve Osszefliggések hasonloak, ezért a tovabbiakban elsésorban az alapvaltozattol
valo eltérések bemutatasara toreksziink. A f6 kiillonbség a két modszer kozott
az e-érzéketlenségi savval rendelkezs koltségfliggvény négyzetes fliggvényre vald
lecserélése, valamint, hogy az SVM mellékfeltételeit megfogalmazo egyenlGtlen-
ségeket egyenlGségekre cseréljiik.

Az LS-SVM targyalasanal csak a legaltalanosabb nemlineéris valtozatot szar-
maztatjuk.

Az LS-SVM osztalyozo

Az osztalyozasi feladat a mar megszokott: adott egy {xi,di}le tanitopont-
halmaz, ahol x; € RV egy N-dimenziés bemeneti vektor, illetve d; € [0,1] az
ehhez tartozo kivant kimenet. A cél egy olyan modell létrehozéasa, ami jol rep-
rezentalja a tanitopontok altal leirt kapcsolatot.

Az osztalyozo esetében az optimalizalasi feladat az alabbi:

P
. 1 o 1 2
min J(w,b,e) = swlw+C5 ; e? (7.79)
a
di[whep(x;)+bl=1-¢ (i=12,...,P) (7.80)

mellékfeltételekkel. A fenti képletben a négyzetes hibat megado e; értékek a

négyzetes koltségfiiggvénybdsl adodéd hibaértékek. Szerepiik az SVM-ben beve-

zetett &; gyengits valtozoknak felel meg. Lathato, hogy a feltételekben az SVM

osztalyozohoz képest (lasd (7.24) osszefiiggés) az egyenlStlenség helyett egyen-

16ség szerepel, valamint hogy a célfiiggvényben a hiba négyzete (€?) jelenik meg.
Az osztalyoz6 most is a szokasos bazisfiiggvényes alakban irhato fel:

y(x) = sign[w” o (x;) + b] (7.81)

ahol a ¢(.) : RV — RM leképezés az SVM-ben is hasznalt nemlinearis leképezés
egy magasabb, M-dimenzios jellemzGtérbe.
A fenti egyenletekbdl az alabbi Lagrange egyenlet irhato fel:

P
L(w,b,e;a) = J(w,b,e) — Zai {di[w"p(x;) +b] —1+¢} , (7.82)

i=1
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ahol az «; értékek a Lagrange multiplikatorok, amelyek az egyenlGségi feltételek
miatt itt pozitiv és negativ értékeket is felvehetnek.
Az optimumra vonatkozo feltételek az alabbiak:

oL -
T 0 — w= ;aidicp(xi)

% =
oL

862» =0
oL
ﬁai o

P
i=1

— q; =Ce¢ (i=12,...,P)

0 — di[wle(x;)+b] —1+e=0 (i=12,...,P)

A fenti egyenletekbdl egy lineéris egyenletrendszer irhato fel, mely az alabbi
kompakt formaban is megadhato:

T
[21 n+do—11} m = m : (7:84)
ahol
" =[dy dy ... dp]
=01 1 ... 1]
ol = [ar as ... ap] (75)

Qij = didjp(xi) T p(x)) = did; K (x4,%;)  (i,j =12,...,P)

és I egy megfelel6 méretii egységmatrix. Lathato, hogy az egyenletrendszer elsé
P

L = 0 feltételbdl

sora a Zaidi = 0 feltételt irja le, mig a tovabbi sorok a »
3

i=1
a adodo egyenleteket irjak le, behelyettesitve a (7.83)-ban megadott derivalt
szamitasokbol w-re és e;-re szarmaztatott Osszefiiggéseket.
Az osztalyozo valasza — hasonloan a hagyomanyos SVM-hez — a kovetkezs
alakban irhato fel:

P
y(x) = Z a;d; K(x,%;) +b. (7.86)

Az «; sulyok és a b eltolasérték (bias) a fenti egyenletrendszerbdl szamitha-
tok. Az eredmény jellemz§je, hogy a megoldasban az Gsszes tanitopont szerepel,
tehat mind szupport vektor, azaz az egyenléség hasznalata miatt nincsenek nul-
la stlytényezsk. Ezzel elveszitjiik az SVM ritkaségi tulajdonsagét, nevezetesen,
hogy a bemeneti vektoroknak csak egy kis része lesz szupport vektor. Az «; si-
lyok nagysag szerinti sorba rendezésébdl latszik, hogy melyek a fontosabb, illetve
melyek a kevésbé fontos bemeneti vektorok. Ezen alapul a késébb bemutatésra
keriils komplexitas redukeios metszési (pruning) eljaras, ami az SVM ritkasagi
tulajdonsagat adja vissza.
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A 7.13. dbran a szupport vektor gépek Osszehasonlitasanal gyakran alkal-
mazott kettds spiral probléma LS-SVM-mel térténd megoldasat mutatjuk. Jol
lathato, hogy ennél az erésen nemlinearis feladatnal, amely szamos neuronha-
16 szamara kimondottan nehéz feladat probléma, az LS-SVM — hasonloéan az
SVM-hez — nagyon jol teljesit.

T
T
1

7.13. abra. A kettds spiral probléma megoldasa LS-SVM-el

Az LS-SVM regresszio

Az LS-SVM — hasonléan az eddig latott halozatokhoz — az osztéalyozos feladaton
tul regresszios esetre is alkalmazhato. Ekkor az eddigieknek megfelelGen egy f(x)
fiiggvény kozelitése a cél adott {x;, d; }£ | tanitépont-halmaz alapjan, ahol x; €
€ RV egy N-dimenziés bemeneti vektor és d; € R a kivant kimenet.

A regresszio esetén az optimalési feladat az alabbi:

P
: L 7 1 2
g}égj(w,b,e) =5wW W+C§§6i (7.87)
a
di=wle(x)+b+te (i=12,...,P) (7.88)
feltételekkel.

A regresszio valasza a kiovetkezd alakban irhato fel:
y(x) = wp(x;) +b, (7.89)

ahol a ¢(.) : RY — RM nemlinedris transzformacié most is a jellemztérbe
valo leképezést biztositja. Az osztalyozos esthez hasonlban itt is felirhatunk egy
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Lagrange egyenletet:

P
L(w,b,e;a) = J(w,b,e) — Zai {WTQD(XZ‘) +b+e; — di} , (7.90)

i=1

ahol az «; értékek a Lagrange multiplikdtorok. Az optimumra vonatkozé felté-
telek az alabbiak:

P
oL
w 0 — w= ;aigo(xi)
P

oL
— =0 — oy = 0
S - % .
aeizo — ai:Cei (i:1,2,...,P)
oL T .
3 =0 — w o) +tbt+e—di=0 (i=12,...,P)

i

A w és e kifejezése utan a kovetkezd linearis egyenletrendszer irhato fel:

[g ﬂ+ig—11} B] - [3] ) (7.92)

ahol az € kivételével az egyenletrendszerben szerepls tobbi jeldlés megegyezik
a (7.85)-ben megadottakkal. Az © matrix (i, j)-edik eleme:

Qi = p(x)Tp(x)) = K(xi,x;) (i, =12,...,P). (7.93)

Az eredmény — hasonldan a hagyomanyos SVM-hez — a kovetkez6 alakban irhato
fel:

»
y(x) = Z a;K(x,%;) + b, (7.94)

ahol az «a;-k és b a fenti linearis egyenletrendszer megoldasa.

Az egyenletrendszer felirdsa a parcilis derivaltakbol az osztalyozos esetnél
bemutatottak szerint torténik. A regresszids esetben azonban az eredmény ki-
szamitasa ((7.94) Osszefliggés) és az egyenletrendszer sorai kozott egyértelmien
latszik a kapcsolat, nevezetesen, hogy az egyenletrendszer sorai a regularizaci-
6t (C1I) leszamitva pontosan megfelelnek az eredmény kiszamitasara szolgalo
Osszefiiggésnek. Ez nem meglepd, hiszen a tanitopontok altal reprezentalt felté-
telek gyakorlatilag azt fogalmazzak meg, hogy az adott bemenetre milyen kime-
netet varunk a modelltsl. Ez a miikddés jol kovethets a 7.10. abréan. A tanités
soran bevezetett regularizacio pedig megadja, hogy mennyire (mekkora hibéaval)
kell illeszkedni a tanitopontokban. Az erésebb regularizalo hatas pontatlanabb
illeszkedést kovetel és simabb (egyszertibb) megoldast, simabb valaszfiggvényt
eredményez.

A 7.14. abran egy egyszeri példat mutatunk be LS-SVM hasznalataval meg-
oldott regresszios feladatra. Lathato, hogy még jelentGsebb mértékben zajos
tanitopontok mellett is jo megoldast kapunk.
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(a) oy = 0,01 (b) on = 0,04

7.14. dbra. A zajos sinc(z) LS-SVM modellje. (Gauss kernel; o = w, C'= 10. A Gauss
zaj szOrasa oy,.) Az Osszes tanitopont szupport vektor.

Ritka LS-SVM

A Least-Squares megoldas egyik hatranya, hogy a megoldas nem ritka (sparse),
hiszen mint lattuk, minden tanitoé vektor szupport vektor is egyben. Ha a vég-
eredményt neuralis halozatként értelmezziik, akkor ebben P (azaz a felhasznalt
tanitopontok szdmaéval megegyezs szami) nemlinearis neuron talalhato, igy az
eredmény komplexitasa (a halo mérete) nagyobb, mint a hagyomanyos SVM-mel
nyert halozatoké, melyek valoban szelektalnak a bementek koziil. Ez abbol is lat-
szik, hogy a megoldasban felhasznaljuk az «; = Ce; egyenletet, amibdl latszik,
hogy a i-edik tanftépontban kapott hiba aranyos a tanitoponthoz, mint szup-
port vektorhoz tartozo «; sullyal. Figyeljiik meg, hogy a négyzetes hibafiiggvény
alkalmazéasa miatt az € sdv hianyaban gyakorlatilag nincs 0 hibaérték, igy nincs
a; = 0 érték sem. Ahhoz, hogy a hagyoményos SVM ritkaségi tulajdonsagat
visszanyerjiik tovabbi 1épésekre van sziikség.

Intuitiven allithatjuk, hogy a kisebb «;-k kevésbé jarulnak hozza a megol-
dashoz, azaz a kialakitott modellhez. A kovetkezd ,pruning” (metszési) eljaras
egy ezen alapulo iterativ modszer, mellyel az LS-SVM alkalmazasanal is elérhetd
egy egyszeriibb eredmény, azaz kisebb halozat. A megoldas menete az alabbi:

1. Tanitsuk a halézatot az dsszes rendelkezésre allo (P) tanitoponttal.

2. Téavolitsuk el egy kisebb részét (pl. 5%-at) a pontoknak tgy, hogy azokat
hagyjuk el, melyekhez a legkisebb |a;|-k tartoznak.

3. Tanitsuk tjra az LS-SVM-et a kisebb tanitokészlettel.

4. Folytassuk a 2. 1épéstdl, amig a valasz minGsége nem romlik. Ha a teljesit-
mény romlik, akkor a hiperparaméterek (C' és Gauss kernel esetén a o) hango-
lasaval esetleg korrigalhatjuk, illetve még tovabb csokkenthetjiik a megoldas
méretét.
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A negyedik pontban emlitett hiperparaméter hangolas oka jol lathaté példaul
egy Gauss kerneles halozat esetén. Ha a metszési (pruning) eljaras eredménye-
képpen csokken a kernelek szama, akkor az egyméastol tavolabb es6 kézéppontok
miatt gyakran novelni kell a Gauss fliggvények szélességét (o).

Fontos megjegyezni, hogy a metszési eljaras soran, a mintdk elhagyasaval
gyakorlatilag a tanitokészlet méretét redukaljuk, ami — f6ként jelentGsebb reduk-
cio6 esetén — informaciovesztéssel és igy a haloé mingségének romlasaval jar(hat).
Ez egyértelmi kiilonbség a Vapnik-féle SVM-hez képest, hiszen ott a ritka megol-
dast ugy nyertiik, hogy kozben a Lagrange multiplikdtorok meghatarozasaban az
Ossze tanitopont részt vett. Ennek a kedvezstlen hatasnak egyfajta mérséklését,
vagy kikiiszobdlését oldja meg a késébbiekben bemutatasra keriils LS2-SVM. A
mintapontok redukcidjanak hatésat illusztralja a 7.15. dbra. Az abran az {ires
négyzetek képviselik az Gssze tanitopontot, az arnyékolt négyzetek pedig a re-
dukalt mintakészlet pontjait.

A 7.16. abrasorozat az eljaras valos példan torténd futtatasanak eredményét
mutatja. Az (a) abran az eredeti LS-SVM megoldasa lathato. A tovabbi abrak
az egyre nagyobb mértékd redukcio eredményét mutatjak: a (b), (c¢) és (d)
abrakon egyre tobb pontot hagytunk el az eredeti tanitokészletbsl, mikézben
az approximacié mindgsége jelentGsen nem valtozott.
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7.15. abra. A metszési eljaras, azaz a tanitd6 mintak elhagyasanak hatéasa a feladat
méretére valamint az approximacié eredményére

Silyozott LS-SVM

A négyzetes hibafliggvény a nem normal eloszlasa zaj (példaul kilogdé minték,
soutlier™ek) esetén nem optimalis, ezért ilyen tanitomintdknal a modellt egy
tovabbi modositassal hangolhatjuk. A modszer, hasonléan a ,pruning’™hoz az
a; = Ce; Osszefliggésen alapul. Ez az Osszefliggés azt mutatja, hogy az egyes
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pontokban kapott hiba, e; ardnyos az eredményként kapott c«; silyokkal. A
modositott eljaras célja, hogy az egyes mintapontok szerepét a szerint mérlegelje,
hogy ott mekkora a hiba. Ha e; nagy, akkor az ehhez tartozé mintapont kevésbé
megbizhat6, tehat a teljes eljarasban a szerepét célszert csokkenteni, mig a
pontosabb mintapontok szerepét, ahol e; kisebb, érdemes novelni. Ezt a hatast
egy Gjonnan bevezetett v; sulykészlettel érjiik el. Az optimalizalandd egyenlet
(a regresszios esetre felirva) ekkor a kovetkezsképpen modosul:

P
1 1
min J(w,b,e) = 5WTW + 05 Z vie? (7.95)

w,b.e X
=1
A tanitépontokra vonatkozo feltételek nem véltoznak:
di=wle(x)+b+te (i=12,...,P). (7.96)

A linearis egyenletrendszerben ez a kovetkezdket jelenti:

o 17 b 0
T aivello -l 97
ahol a V¢ az alabbi diagonalmatrix:
. 1 1

A v; salyokat az e; = % értékek alapjan valaszthatjuk meg, példaul a kdvetke-

76k szerint:

1 ha [e;/s] < ¢;
vi=demlelsl o esl < e (7.99)
Cy — C1
10~ egyébként

ahol c¢1, co és s megvalasztasa a statisztikiban ismert modszerek alapjan tor-
ténhet [Suy02].
Az algoritmus menete a kovetkezs:

1. Tanitsuk a halozatot sulyozés nélkiil az osszes rendelkezésre allo (P) tanito-
ponttal és hatarozzuk meg az e; értékeket.

2. Hatarozzuk meg a v; stlyokat a fentiek szerint.
3. Szamitsunk ki egy sulyozott LS-SVM modellt a v; silyok segitségével.

Ez az eljarés iterativan ismételhets, de a gyakorlatban egy stilyozo lépés altala-
ban elegendd.



7.4. SVM VALTOZATOK 39

g I L 1 04 I I
-15 -10 5 0 5 10 15 -15 -10 5 0 5 10 15

7.16. abra. A metszési eljaras folyamatanak négy allapota egy zajos sinc(x) megoldasa
soran. (RBF kernel; o = m, C' = 10. A zaj szérasa o, = 0,01.) A mintapontok koziil
22 darabot tartunk meg.

7.4.2. Az LS-SVM hatékonyabb megoldasa

Az LS-SVM tanitasanak komplexitasa joval kisebb, mint a hagyomanyos SVM
tanitasé, hiszen a QP helyett itt ,csak” egy linearis egyenletrendszert kell megol-
dani. Az LS-SVM hasznalatanak azonban vannak hatranyai is, mint pl. a ritka-
sag elvesztése. Mindemellett még az LS-SVM esetén is felmeriil a hatékonyabb
megoldas iranti igény, hisz a gyakorlati felhasznalasokban még ez a modszer
is tul szamitas- és memoriaigényesnek bizonyulhat. Itt a {6 probléma a kernel
matrix méretének csokkentése, ami igy természetesen gyakran Gsszekapcsolodik
az LS-SVM egyéb hatranyinak a kikiiszobolésével.

A szamitas gyorsitasa

A tanitasi sebesség névelésére, valamint a memoriaigények csokkentésére az LS-
SVM lineéaris egyenletrendszerét kell gyorsabban, kisebb memoriaban megoldani.
Erre Suykens a Heistens-Stiefel konjugéalt gradiens modszert javasolja [Suy02].
Ez a linearis egyenletrendszer egy iterativ megoldésa, ami ez eredeti LS-SVM
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felirasnak megfelels egyenletrendszer eredményére vezet.

Mas lehetGség a ritka megoldas és a hatékonysag ndvelésének egyiittes al-
kalmazasa, ami az LS-SVM modositasat jelenti. Ennek eléréséhez példaul a ko-
vetkezdkben bemutatésra keriils LS2-SVM-et vagy az LS-SVM-mel lényegében
ekvivalens ridge regresszié egy redukalt valtozatat, a csokkentett rangu kernel
ridge regressziot alkalmazhatjuk.

7.4.3. LS%.-SVM

Az LS2-SVM f6 célja egy ritka LS-SVM megoldas elérése, csokkentve a modell
komplexitasat, azaz a rejtett rétegbeli nemlinearis neuronok szaméat. A modszer
két fontos lépést tartalmaz:

— Az elsd lépés atalakitja az LS-SVM megoldast tgy, hogy az a tanitopon-
toknak csak egy részhalmazat hasznalja ,szupport vektornak”. Ennek ko-
vetkeztében egy tulhatarozott egyenletrendszert kapunk, melynek LS meg-
oldasa adja az eredményt.

— A mdsodik lépés a ,szupport vektorok” (a kernel fiiggvényeket meghatarozo
vektorok) automatikus meghatarozasara ad eljarast.

Tiulhatarozott egyenletrendszer

Az 1j megkozelités kiindulopontja az LS-SVM linearis egyenletrendszere. Ha a
tanito készlet P mintapontot tartalmaz, akkor az egyenletrendszer (P+1) isme-
retlent, az a-kat és a b-t, (P + 1) egyenletet és (P + 1)? egyiitthatot tartalmaz.
Az egyiitthatok a K (x;,x;) (i, =1,..., P) kernel fuggvény értékek. A minta-
pontok szama tehat meghatarozza az egyenletrendszer méretét, ami egyuttal a
megoldas komplexitasat, a halozat méretét is megszabja. Hogy ritka megoldast,
azaz egy kisebb modellt kapjunk, az egyenletrendszert, illetve az egyiitthato-
matrix méretét redukalni kell.

Vizsgaljuk meg kdzelebbrsl az LS-SVM regresszios problémét leird egyenlet-
rendszert és jelentését. Az elss sor jelentése:

N
> ar=0 (7.100)
k=1

mig a j-edik sor a
bton K (xj, %)+ +ay [K(xj,%x5) + C I+ +apK(x;,xp) = d; (7.101)

feltételt, megkotést tartalmazza.
Az egyenletrendszer redukalasanal sorokat, illetve oszlopokat hagyhatunk el.

— Ha a j-edik oszlopot hagyjuk el, akkor az ennek megfelel6 K (x,x;) kernel
szintén ,elttinik”, igy az eredményként megkapott haldézat mérete csokken.
Az els6 sor altal tamasztott feltétel azonban automatikusan alkalmazko-
dik, hisz a megmaradé a-k Gsszege 0 marad.



7.4. SVM VALTOZATOK 41

— Ha a j-edik sort tordljiik, akkor az (x;,d;) tanité pontnak megfelels in-
formacio elvész, hiszen a j-edik megkotést elveszitjiik.

A fentiek alapjan az egyenletrendszert leir6 maéatrix legfontosabb része a
[Q + C‘ll] részmatrix, ahol € az Gsszes lehetséges tanitd vektor kombinéci-
ojat tartalmazza (Q;; = K(x;,x;)). A matrix redukalésa soran abbol sorokat,
oszlopokat, illetve mindkettst (sort a hozza tartozd oszloppal) torolhetiink.

Minden oszlop egy neuronnak felel meg, mig a sorok bemenet-kimenet relaci-
Okat, azaz a megoldéas altal teljesitends feltételeket fogalmaznak meg. A méatrix
az alabbi két modon redukalhato:

Hagyomanyos teljes redukcio6. Az (x;,d;) tanitoé pontot teljesen elhagyjuk,
azaz mind a hozza tartozo sort, mind pedig az oszlopot toroljiik. Az alabbi
egyenlet a tanitd mintak teljes elhagyasdnak hatasat mutatja. A torolt
elemeket sziirkével jeloltiik.

[0 1 -
- 1
1 Qi1+ c Q1o L. Oy p ) ) ] -
b 0
! d
Q2 Q22 + v Qop Qaq 1
‘ Q2 — d2
«Q d
Q(P*l)] Q(P_l)Q Q(Pfl)P L P | ap |
1
L Qp1 Qpo QPP+6_
(7.102)

A hagyoméanyos metszési (pruning) technika esetében pontosan ez torté-
nik, hisz a metszési algoritmus iterativan kihagyja a tanitopontok egy ré-
szét. Az elhagyott tanitopontok altal hordozott informacio ezért teljesen
elvész. A tanitopontok altal hordozott informécié megdrzése a részleges
redukcié mellett lehetséges.

Részleges redukcié. A (x;,d;) tanité mintat csak részben hagyjuk el, agy,
hogy toroljiik a ponthoz tartozé oszlopot, de megtartjuk a hozza tartozo
sort. Igy a tanitominta altal hordozott megkstés tovabbra is érvényben
marad, hisz az adott sor siilyozott Osszegének amennyire csak lehet egyezni
kell a d; kivant kimenettel.

Ha kivalasztunk M (M < P) ,szupport vektort” (oszlopot), de megtart-
juk az Osszes megkotést (sort), az egyenletrendszer tulhatarozotta valik.
A részleges redukcioé hatésat a mutatja a kovetkezs Osszefiiggés, ahol a
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sziirkével jelolt részeket tavolitjuk el.

. 7 -
o 1
1 Qll + 6 ng L. le ~ _ ~ _
b 0
1 « d
Qa1 Qa2 + c Qap ' !
a2 = da
« d
Qp_1y Qe b Qe_npp | D07 -
1
I Qpy Qpa ... Qpp+ ol
(7.103)

A fentiek alapjan kapott ttlhatarozott (P x M mérett) egyenletrendszert leg-
kisebb négyzetes hiba értelemben oldhatjuk meg. Egyszertsitsiik a jel6léseinket
agy, hogy a fenti egyenletrendszer méatrix alakja legyen:

Au=v, (7.104)
melynek legkisebb négyzetes hibaji megoldésa:
u=(ATA) ATy, (7.105)

Az oszlopok torlése a sorok megtartasa mellet biztositja, hogy a kernelek
(neuronok) szama csokkenjen, mikozben az eljaras az Osszes ismert megkotést
(tanitomintéat) figyelembe veszi. Ez a kulcsa annak, hogy a modell komplexitasa
a pontossag megtartasa mellett is csokkenthetd legyen.

Lathato, hogy a kernel matrix redukcioja soran az oszlopok elhagyasaval a
regularizalas ,,aszimmetrikussd” valik, hiszen a tovabbiakban nem minden sor-
ban szerepel regularizacié. Ennek kikiiszobolésére megtehetd, hogy a regulari-
zaciot mar csak a kernel térbeli megoldas soran hasznaljuk, ami a kernel térbeli
marg6 maximalizalasnak (||| minimalizalasanak) felel meg. Ez hasonlo az SV
megoldasok nemlinearis kiterjesztéséhez, ahol a w sulyvektor minimalizalasa
valdjaban a jellemz6 térben torténik. A kernel térben regularizalt megoldas:

(ATA+C ' Hu=ATv, (7.106)
ahol
o |1 K(x1,x1) K(x1,%x0)
A[lT Q] Q= : : . (7.107)
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A modositott, részlegesen redukalt egyenletrendszert legkisebb négyzetes hibaju
(least-squares) értelemben oldjuk meg, ezért nevezziik ezt a modszert Least
Squares LS-SVM-nek vagy roviden LS2-SVM-nek |Val04].

Az itt bemutatott részleges redukcié hasonlit a hagyomanyos SVM kiter-
jesztéseként bevezetett redukalt Szupport Vektor Gép (Reduced Support Vec-
tor Machine — RSVM) alapelvéhez [LeeOlb]. Az RSVM esetén azonban, mivel
az SVM eleve kisebb (ritka) modellt eredményez, a részleges redukcio célja az
algoritmikus komplexitas csokkentése, mig az LS-SVM esetében elsédlegesen a
modell komplexitasanak, a halozat méretének csokkentése, azaz a ritka LS-SVM
elérése a cél.

A kivalasztasi eljaras

A fenti részleges redukcié alkalmazésa esetén sziikség van valamilyen modszerre,
ami meghatérozza a sziikséges szupport vektorokat. A kernel métrix oszlopai-
bol kivalaszthatd egy olyan linearisan fliggetlen részhalmaz, melynek elemei-
bél linearis kombinacidival a tobbi elGallithaté. Ez a kernel matrix ,bazisanak”
meghatarozasaval érhetd el, hiszen az oszlopvektorok terének bézisa az a legki-
sebb vektorkészlet, amellyel a feladat megoldhato. Ha a bazis meghatérozasanal
nem koveteljiik meg, hogy az oszlopvektorok altal kifeszitett tér és a kivéilasz-
tott bazisok altal kifeszitett tér azonos legyen, hanem bizonyos toleranciit is
megengediink, akkor a tolerancia mértékének meghatarozasaval egy szabad pa-
ramétert kaptunk. Ez a szabad paraméter lehet6vé teszi, hogy kontrolaljuk a
bazisvektorok szaméat (M), hiszen a célunk az, hogy a P darab P-dimenzios
oszlopvektorbol M < P bazisvektort hatarozzunk meg, ahol M minél kisebb.

A bazisvektorok szama, ami egyben a szupport vektorok szama is valojaban
nem fiigg a mintapontok szamatol (P), csak a probléma nehézségétsl, hiszen
M a matrix linearisan fiiggetlen oszlopainak széma. A gyakorlatban ez azt je-
lenti, hogy ha egy probléma nehézsége M neuront igényel, akkor a tanitashoz
felhasznalt mintapontok szaméatol fiiggetleniil a modell mérete nem novekszik.

A szupport vektorok kivalasztdsa az AT matrix RRE alakra (reduced row
echelon form, RREF) hozéasa soran részleges pivotolassal végrehajtott Gauss-
Jordan eliminacioval torténik [Pre02, Gol89] (Id. Fiiggelék). A tolerancia figye-
lembevétele a pivot elem (p) ellendrzésével lehetséges. Eredetileg a pivotolas
lényege, hogy az eliminaci6 végrehajtasa soran sziikséges osztasban a lehetd leg-
nagyobb elemet hasznaljuk fel a numerikus stabilitas érdekében. A kivalasztott
pivot elem nagysaga azonban informéciot hordoz arrol is, hogy mennyire fontos
a hozzé tartozo oszlop a pontos megoldashoz. Ha p < &’ (ahol &’ a tolerancia
paraméter), akkor az adott oszlop elhagyhato, ellenkez6 esetben az oszlopnak
megfelel§ bemenet egy szupport vektor. A modszer azon oszlopvektorok listajat
adja meg, melyek az &’ toleranciaérték értelmében linearisan fiiggetlenek.

A megfelels tolerancia helyes meghatarozéasa hasonloé a tobbi hiperparamé-
ter (C, e, valamint a kernel paraméterek) megvalasztasahoz. Egy lehetséges
megoldas a kereszt kiértékelés (cross-validation) alkalmazésa. Minél nagyobb a
tolerancia, annal kisebb a halézat, és annal nagyobb az approximéacié hibéja.
Az ¢’ helyes megvalasztasa egy olyan kompromisszum alapjan lehetséges, ahol
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a pontos approximacio, illetve a modell komplexitasa all szemben egymaéssal.
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7.17. abra. A zajos sinc(x) LS?-SVM modellje. (RBF kernel; ¢ = m, C' = 100, ¢’ =
= 0,01. A zaj szorasa: 0,,.) Az RREF modszer eredményeképp a megoldas 23 szupport
vektoron alapul.

Fontos hangstlyozni, hogy nulla tolerancia esetén az LS2-SVM és az LS-SVM
megoldas azonos, mivel ebben az esetben a kivalasztasi modszer a matrix min-
den oszlopét, azaz az Osszes tanitomintat megtartja (kivéve, ha a tanitopontok
kozott volt redundancia).

Az alabbiakban az LS2-SVM alkalmazasara mutatunk két mintapéldat. A
7.18. abran egy kétdimenzios sinc fiiggvény LS2-SVM-mel torténd approxima-
civja lathato. A bal oldali dbra a kiindul6 tanitopontokat mutatja, a jobboldali
pedig a megoldést, ahol kiilon megjelennek az eljaras altal meghagyott tanito-
pontok (szupport vektorok) is. Lathatoan a tanitopontok elenyészé toredéke elég
a megfelelGen pontos approximacié eléréséhez. A 7.19. dbra a klasszikus kettss
spiral probléma megoldéasat adja meg. A modszer hatékonysagnovels hatésa itt
is jol kovethetd.

Stlyozott LS2-SVM

Az LS-SVM-nél megmutattuk hogy egy iterativ eljaréssal silyozott megoldas
is adhato, ami zajos esetben, f6ként kilogé mintak (outlierek) esetén jelentsen
jobb megoldésra vezet.

Amennyiben ismert vagy becsiilhet§ a tanit6 mintakat terhels zaj mértéke,
ezt az informéciot az LS2-SVM esetén is fel lehet hasznalni. A mintapontok
azonos kezelése helyett ebben az esetben a pontosabb mintakat nagyobb, a pon-
tatlan, azaz zajos mintakat kisebb sullyal célszerd figyelembe venni. A hiba
stulyozott szamitéasa:

P P
€y = Z vie? = ZVi(di — )2, (7.108)
i=1 i=1

A talhatarozott LS?-SVM egyenletrendszer stlyozott megoldasa az elgbbi-
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7.18. abra. Egy kétdimenziés sinc fiiggvény approximaciéja LS2-SVM-el. A bal oldali
képen az Gsszes (2500) tanitopont, a jobb oldalin az LS*-SVM eljarassal kapott 63
szupport vektor (fekete pontok) és az approximacié eredménye lathato. (Gauss kernel;
o=m, C=1000, " =0,15.)

o
o

]

20

8 o o
8 5 4 2 ? 2 4 6 8

7.19. abra. A kettGs spiral probléma megoldasa LS?-SVM alkalmazéasaval. A minta-
pontok szama 194, a szupport vektorok szama 119. (Gauss kernel; o = 0,5, C' = 10,
e =09)

ekben bevezettet atirast alkalmazva:
ATVAu=A"Vv, (7.109)

ahol a V silyoz6 méatrix egy diagonal matrix, amely a f6atloban a v; silyokat
tartalmazza. A silyokat agy kell beallitani, hogy jol tiikrézzék az egyes tanito-
mintak hatésat a linearis illesztésre. A zaj mértéke, illetve a stlyozés megha-
tarozhato egy el6zetes megoldas alapjan (vagy a priori informécio alapjan), de
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a talhatarozott egyenletrendszer megoldasira hasznalhatunk olyan statisztikai
megoldd modszereket is, amelyek csokkentik a nagyon hibas adatok hatéséat.
Ilyen példaul a Least Absolute Residuals — LAR, a Bisquare weights vagy a
Least Trimmed Squares — (LTS) modszer [Ciz04, Hol77, Hub81].

7.4.4. Ridge regresszio

A fejezet elején egy egyszerii kernel gép szarmaztatasanal lattuk, hogy a négy-
zetes hiba minimalizalasat célzo linearis gép értelmezhets kernel gépként is. A
megoldast a tanitopontok bemeneti vektoraibol képezett matrix pszeudo-inverze
segitségével tudtuk meghatarozni (1d. (7.8) Osszefiiggeés). A konnyebb kovethe-
t6ség miatt ezt az Osszefliggést itt megismételjiik:

w=XT (XXT)_l d. (7.110)

Azt is megmutattuk, hogy az igy szarmaztatott sulyvektorral kapott halo
kernel gépként is értelmezhetd, ahol a valaszt az alabbi formaban is felirhatjuk:

P P
y(x) =x"XTa = Za (x7%;) = ZaiKi(fc) . (7.111)

=1

Amennyiben az XX7T matrix ragja nem teljes, vagy barmilyen pl. numeri-
kus instabilitds miatt nem invertalhato, a kovetkezGképp modositott Gsszefiiggés
alapjan nyerhet6 a megoldas:

W= X7 (XXT + AI)_1 d, (7.112)

ahol T az XX7 matrixnak megfelel6 méretd egységmatrix, A pedig egy kis po-
zitiv konstans. Ez az Osszefiiggés valojaban a rosszul kondicionalt matrixok in-
vertalasanal alkalmazott regularizacios eljaras, ami a matematikaban Tyihonov
regularizacié néven is ismert. Erre az Osszefiiggésre azonban tobb tton is eljut-
hatunk. A fenti megoldas a Tyihonov regulariziciotol fiiggetleniil az un. ridge
regresszio (ridge regression) [Hoe70] utjan is szarmaztathato.

A kovetkezdkben réviden bemutatjuk a ridge regresszid szarmaztatasat és
azt, hogy a ridge regresszi6 és az LS-SVM probléma-megfogalmazasa, és igy a
megoldas is lényegében azonos. Mivel ez a targyalas f6ként a neuralis modellek-
hez, illetve a szupport vektor gépekhez kapcsolodik, a ridge regresszios eljarésra
csak roviden tértink ki. A ridge regressziot tobbnyire eltolasérték (bias) nélkiil
alkalmazzék, a kovetkez6kben itt is ezt a valtozatot mutatjuk be.

Linearis ridge regresszio

A korabban bemutatott osztalyozasi problémanak megfeleléen itt is az
{x;,d;}F, tanité6 mintakészlet alapjan keressiik az y(x) = x?w linedris mo-
dellt. A ridge regresszio is a négyzetes hibat minimalizélja, de az LS-SVM-hez
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hasonléan koézben a silyvektor hosszanak minimumaét is biztositani szeretné.
Ennek megfeleléen a w € RY stlyvektort ridge regresszioval a kovetkezGképpen
hatarozzuk meg. Jelolje J(w) most is a minimalizalandé kritériumfiiggvényt (az
1/2-es szorzo a derivalas utani eredmény egyszertisitése miatt szerepel):

P
1 1
J(w) = 5 [wl” + 50D (di — x{w)? (7.113)
1=1

aJ
A p parciélis derivalas eredményébdl az optimalis w az alabbiak szerint sza-
W

mithato:
" 1
Z(di —xFw)x; = robid (7.114)
i=1
P 1 “L/p
W= (Z X X! + C’I> Zdej (7.115)
i=1 Jj=1
Maétrix alakban felirva (ahol d = [dl o.ood p] r a tanitopontok kivant valasza-
ibol képezett vektor és X az x; (i = 1,..., P) tanitominta-bemenetekbdl, mint
sorvektorokbol képezett matrix):
x{
X3
X=| : (7.116)
Xp
a megoldas sulyvektor:
1\ 1\
W= (XTX + OI) XTd = X" (XXT + CI) d. (7.117)
Az
-1
1
a= <XX + CI) d (7.118)
jelolés bevezetésével
w=X"a (7.119)
a végeredmény :
P
y(x) =x"XTa = Z aixtx; . (7.120)
i=1

Vegyiik észre, hogy ez a feliras egy kis kiilonbséggel megegyezik a 1.1 részben
bevezetett egyszert kernel gép oOsszefliggéseivel. A kis kiilonbség abbol adodik,
hogy itt a kiindulo kritériumfiiggvény a silyvektor hosszanak négyzetét, mint
minimalizdland6 mennyiséget, is tartalmazza. Ennek kévetkezménye a w illetve
az o vektorok Osszefiiggéseiben ((7.117), illetve (7.118) Osszefiiggések) a C 11
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regularizacios tag megjelenése. A ridge regresszio tehat az egyszerid kernel gép
regularizalt valtozata. Azt is észrevehetjiik, hogy ez az eredmény megegyezik az
eltolas-érték nélkiili linearis LS-SVM-re kapott Osszefiiggéssel.

Természetesen a ridge regresszio is kiterjesztheté nemlinearis esetre a szoka-
s0s ¢(x) transzforméacio, és a kernel triikk alkalmazasaval.

Nemlinearis kernel ridge regresszi6

A nemlineéris ridge regresszid esetén — csaktugy, mint az SVM vagy az LS-
SVM kiterjesztésénél — a linearis regresszios modellt egy magasabb dimenzios
térben, a jellemz6 térben alkalmazzuk, ami a szokasos moédon egy nemlineéris
transzformaci6é eredménye.

A (.) leképezés segitségével a linearis esetben megismert célfiiggvény a ko-
vetkezSképpen modosul :

P
1 1
J(w) =5 w|? + 5cze? (7.121)
=1

ahol
ei=di —wlo(x;) (i=1,...,P). (7.122)

Az LS-SVM regresszional bemutatott lépéseknek megfelelGen az L(w,e, )
Lagrange-egyenlet irhato fel az «; (i = 1,..., P) Lagrange egyiitthatokkal. A
derivalasok utan a kernel triikk alkalmazésaval az alabbi megoldas nyerhetd
(méatrix alakban):

1\
=2+ =I d 12
o < + c > , (7.123)

ahol az Q;; = K (x;,%;) a tanito mintakbol képzett kernel matrix. Lathato, hogy
a nemlinearis eset itt is a kernel térben keriil megoldasra. A megoldas ugyanak-
kor megfelel egy regularizalt kernel térbeli megoldasnak. Ez annyit tesz, hogy
2 . P . .. .« 1. 2 , . .. e 1. 2
a ||[wl||” jellemzd térbeli minimalizalasa az ||a||” kernel térbeli minimalizalasara
vezet.
A kernel ridge regressziés modell:

P

ami a regularizaciotol eltekintve ismét megegyezik az egyszerd nemlineéris kernel
gép valaszaval (1d. (7.14) Gsszefiiggés).

Csokkentett ranga kernel ridge regresszié

Az eredeti ridge regresszios megoldasokban a kernel matrix négyzetes, ami azt
jelenti, hogy a modell a tanit6 pontoknak megfelel§ szamu szupport vektort
tartalmaz, azaz nem ritka. A csokkentett rangt kernel ridge regresszio (Reduced
Rank Kernel Ridge Regression — RRKRR) [Caw02] eljaras a ritka megoldést a
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kernel méatrix redukciojaval éri el. Az RRKRR eljaras tehat hasonlo célt tiiz ki,
mint az LS2-SVM, a célhoz azonban mas tton jut el.

Az eljarast eltolasérték (bias) alkalmazasa mellett mutatjuk be, hogy az ered-
mény Osszevethets legyen az LS-SVM eredményével.

A ritka megoldashoz az approximécioban felhasznalt kernel fiiggvények —
azaz a kernel kézéppontoknak megfelels szupport vektorok — szaméat kell csok-
kenteni. Az eredeti ridge regresszio (és természetesen az LS-SVM is) olyan kernel
métrixot hasznal fel, ahol mind az oszlopok, mind a sorok szamét a tanitopontok
szama hatérozza meg, hiszen minden tanitépont egy kernel kézéppont — ezek
felelnek meg az oszlopoknak — és ugyanakkor minden tanitépont a jellemzstér-
ben egy linearis egyenletet is jelent — ezek felelnek meg a soroknak. Az RRKRR
eljaras az oszlopok szamat redukélja tgy, hogy a tanitépontokbol kivélaszt egy
részhalmazt — ezek fogjak képezni a kernel kozéppontokat — és megtartja az
Osszes tanitopontot, tehat megtartja a sorok szamat. Az RRKRR eljaras tehat
az LS2-SVM-hez hasonléan részleges redukciot alkalmaz.

Az oszlopok kivalogatasdhoz az aldbbiakbdl indulhatunk ki. Az LS-SVM
(7.83) és (7.91) Osszefiiggésel a w sulyvektort, mint a jellemzstérbeli ¢ (x;) vek-
torok stlyozott Osszegét fejezik ki:

P
w = Zaicp(xi) . (7.125)

Ez azt jelenti, hogy a stulyvektorok terét a ¢(x;) vektorok meghatarozzak;
mint bazisvektorok kifeszitik a teret. Kérdés azonban, hogy az Osszes ¢p(x;)
(i=1,...,P) jellemzstérbeli vektorra sziikség van-e a silyvektor (adott pon-
tossagi) reprezentaciojahoz. Tételezziik fel, hogy ehhez a tanitopontok egy S
részhalmaza elegendd. Ekkor a w stulyvektor felirhato az S részhalmazba tartozo
jellemz&vektorok sulyozott Gsszegeként :

w = Zﬂi‘/’(xi) : (7.126)

i€S

Ha az S részhalmazba tartozo jellemzivektorok bazis alkotnak a jellemzétérben,
akkor barmely x bemenet jellemzGtérbeli képe is kifejezhet, mint az S-beli
(x;) vektorok linearis kombinacioja:

Ps(x) =D Giep(xi) . (7.127)

€S

Ha a bazisvektorok ¢(x)-nek csak kozelitd reprezentaciojat, ¢(x)-t adjak,
akkor olyan bazisfiiggvényeket kell kivalasztanunk, melyek mellett ez a kozeli-
tés a legkisebb hibaja. A hibat most mint a két vektor normalizalt euklideszi
tavolsagat definialhatjuk:

5, = lelx) = sasng)u? . (7.128)
()]
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Megmutathat6 [Bau01], hogy ez a hiba a kernel triikk felhasznalasaval a kernel
matrix segitségével is felirhato:

KL K5Ksg;
5 =1- 53167555’ , (7.129)
73

ahol Kgg a K kernel matrix almatrixa: Kgg = {Kj;}ijes, Ksj = {Kji}fes
pedig egy bels6 szorzatokbol képezett oszlopvektor.

A jellemz&tér bazisanak meghatarozasihoz az igy definialt hiba atlagat kell
minimalizalni a tanitokészlet Osszes pontjat tekintetbe véve. Vagyis maximali-
zalni kell a

" ng SSKSJ
=5 Z i (7.130)

mennyiséget. Az eljarast az iires halmazzal, vagyis S = (l-val inditjuk, és moho
stratégiat alkalmazunk. Minden egyes lépésben azt a tanitovektort adjuk S-hez,
mely a (7.130) kifejezést maximalja. Az eljaras magatol leall, ha Kgg mar nem
invertalhato.

Mivel a sulyvektor (7.126) szerint kifejezhetd S-be tartozd bazisvektorok
linearis kombinécidjaként, a kdvetkezs dualis egyenletet kapjuk, melyet 3 és b
szerint kell minimalizalnunk.

P 2
b) :% 3 ﬁiﬁjK(Xi,Xj)-i-;CZ( > BiK(xi,x;) ) - (7.131)
ijes i=1 JES

A B és b szerinti parcialis derivaltak alapjan megkeresve a minimumbhelyeket,
valamint ezt C-vel leosztva az alabbi egyenletet kapjuk:

Z@ZKXHXJ +b_Zd (7.132)

€S j=1
és Vr € S-re
P P
Z@( XZ,XT)—&—ZK(Xj,XT)K(Xj,Xi)—I—bZK(Xi,XT)>

€S 7j=1 =1 (7133)

Xz;Xr .

“M"U

A fenti egyenletek az alabbi (|S]+1) x (|S]+1) mérett linearis egyenletrendszerre
vezetnek (|S| az S halmaz elemelnek a szama):

o #Il =[] r134
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ahol

P
1
Qi = K (i %) + ;K(xj,x,);((xj,xg i,reS
P
b, =Y K(xi,x,) VieS
i=1
P
yiK(x,%,) VieS
j=1

Cr =
J

Az egyenletrendszer megoldésa egy csokkentett ranga (bézist) ritka megoldéasra
vezet, mivel az csak |S| szamu kernelt és az eltolast tartalmazza.

7.5. Kernel CMAC: egy LS-SVM gép véges tartoju
kernel fliggvényekkel

Az eddigiekben lattuk, hogy a bazisfiiggvényes halézatok értelmezhetsk kernel
gépként is, amennyiben a jellemz&térbdl a bels szorzat felhasznalasaval atté-
riink a kernel térre. A kernel interpretacié szarmazhat ujfajta megkozelitésbél
(szupport vektor gépek), melynek nincs a klasszikus neuronhalok kozott ekviva-
lense, de olyan aton is szarmaztathato, hogy az eredmény valojaban a klasszi-
kus béazisfliggvényes megoldassal ekvivalens (LS-SVM, ridge regresszio és val-
tozataik). Az el6bbi esetben a komplexitasra vonatkozé elényckon tul tovabbi
elénydk is jellemzik a kernel gépeket: a szupport vektor gépeknél az altalanosito-
képességre is megfogalmazhatok allitdsok. Az utobbi esetben ilyen kévetkezmé-
nye nincs a kernel megkozelitésnek. A komplexitas jelents redukcidja, a limitalt
komplexitas biztositasa azonban énmagaban is jelentds elény. Az LS-SVM vagy
a ridge regresszios megkozelitést tehat érdemes akkor is alkalmazni, ha ezzel csu-
pan a kapott halé komplexitasat tudjuk redukélni. Ennek kiilonosen akkor van
jelentGsége, ha az eredeti valtozatot a nagy komplexitas miatt esetleg meg sem
tudjuk valositani, mikozben a kernel valtozat konnyen implementéalhato. Ilyen
esetre ad példat az el6zd fejezetben bemutatott CMAC halo, amely szamos els-
ny6s tulajdonséaga ellenére, tobbdimenzios esetben komplexitas-problémak miatt
csak korlatozottan alkalmazhato.

A kovetkezSkben azt mutatjuk be, hogy ez a komplexitas-probléma a kernel
reprezentacio segitségével hogyan oldhatd meg. A kernel-CMAC szarmaztatasa-
hoz induljunk ki a CMAC valaszat megadé (6.48) Gsszefliggésbdl:

y(x) = a(x)"w. (7.135)

A valaszt megkapjuk, ha az optimalis sulyvektor (6.55) kifejezését ebbe behe-
lyettesitjiik. Ezzel egy adott x-re a CMAC valasza:

y(x) =a(x)Tw* =a(x)TAT(AAT)"!d. (7.136)
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Vegyiik észre, hogy ez az Osszefiiggés formailag azonos az egyszeri kernel gép
valaszaval ((7.9) Osszefiiggés), ha az ottani X bemenet helyére a CMAC kime-
neti rétegének bemenetét (az asszociacios vektort) helyettesitjiik, és hasonloan
az X métrix helyére az asszociacios métrixot A-t irjuk. A CMAC bazisfiiggvé-
nyes halo, tehat az asszociacios vektor a béazisfiiggvényes halok ¢ (x) vektoranak
felel meg. Vagyis a CMAC vélasza az (7.14) osszefiiggéshez hasonloan kernel
formaban is megadhato:

P P
y(x) =a(x)TATa = Z a; (a(x)Ta(x;)) = Z oK (a(x)) . (7.137)

A kernel fiiggvény a CMAC-nal az asszociacios vektorok skalar szorzataként
szarmaztathato:

K;(a(x)) = a(x)"a(x;) = K (a(x),a(x;)) = K(x,x;) . (7.138)
Az « vektor a kernel térbeli silyvektor:
a=(AAT)1d. (7.139)

Elsfordulhat, hogy az AAT matrix nem invertalhato, pl. numerikus prob-
lémak miatt. Ekkor a szokésos regularizacié alkalmazhato, vagyis AAT helyett
a regularizalt (AAT + C~T) matrixot invertaljuk. Vegyiik észre, hogy ekkor
valojaban egy eltolasérték (bias) nélkiili LS-SVM-et oldottunk meg, hiszen —
mint lattuk — a métrix inverzioénal bevezettet regularizécié hatésa ekvivalens egy
olyan LS-SVM megoldaséaval, ahol a kritériumfiiggvénybe a salyvektor hossza-
nak négyzete, mint minimalizalandé mennyiség is szerepel.

A kernel reprezentéacio elénye nyilvanvalo: amig az eredeti jellemz&térbeli
reprezentacional a w; stlyok szama a tanitopotok szamanal joval nagyobb (1d.
a (6.50)—(6.52) osszefiiggéseket), addig a kernel térbeli «; stlyok szama a tani-
topontok szaméval egyezik meg. A kiilonbség kiilondsen tobbdimenzios esetben
jelentds. A 6. fejezetben lattuk, hogy a stlymemoria tobbdimenzids esetben még
viszonylag kismérett (néhany dimenzios) feladatnal is olyan ériasi, hogy sem-
milyen eszkozzel nem implementalhato. A kiilonféle modositasok (hash kodold
réteg bevezetése, a tébbdimenzios feladat egy- vagy kétdimenzios részfeladatok-
ra val6 dekomponalésa, stb.) célja az volt, hogy a hatalmas méreti memoriat
megvalosithatdo mérettire redukaljuk. Lathatoéan a kernel reprezentacié is egy
eszkoz az extrém komplexitas letorésére.

A kernel térben a CMAC valaszat kernel fiiggvények silyozott 6sszegeként
allitjuk el6. A kernel gépekre ugyanakkor az is jellemzs, hogy a kernel fiiggveé-
nyekbdl indulunk ki, és a jellemz6térbeli leképezés nemlineéris transzforméciojat
megvalositd ¢(x) leképezést csak implicit modon hatérozza meg a kernel fiigg-
vény. A kernel CMAC-nal nem ez a helyzet. Itt valoban a CMAC négyszogletes
(binaris) bazisfiiggvényeibdl belss szorzat atjan hatarozzuk meg a kernel fligg-
vényeket.

A binaris véges tartoju bazisfliggvények miatt kernel fliggvényként egydi-
menzids esetben a haromszogfiiggvényt kapjuk. Tébbdimenzios esetben a kernel
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fiiggvény attol fligg, hogy teljes lefedést vagy csak C-szeres lefedést alkalma-
zunk. Az eredeti Albus CMAC esetében az extrém komplexitas miatt a teljes
lefedés szoba sem keriilhet, ha a bemeneti dimenzié 3-4-nél nagyobb. A kern-
el reprezentacional azonban a komplexitast nem a jellemzGtér, hanem a kernel
tér dimenzidja hatarozza meg. A kernel tér dimenzioja semmiképpen sem lehet
nagyobb, mint a mintapontok szama, barmekkora — akar végtelen — is a jellemzd-
tér dimenzidja. Ez azt jelenti, hogy a kernel reprezentacio esetén nincs sziikség
a lefedések szamanak korlatozéasara, a teljes lefedés is alkalmazhato. A kétfé-
le megoldas minddssze annyiban tér el egymastol, hogy mas kernel fiiggvényt
eredményez, de a kernel fiiggvények szama azonos lesz.

A teljes lefedés azzal az elénnyel is jar, hogy igy elkeriilhets a C-szeres lefe-
dés kovetkeztében elGallo approximécios képességbeli korlatozéas. Lattuk, hogy
tobbdimenziés esetben a C-szeres lefedésti binaris CMAC csak az additiv fligg-
vényeket tudja hibatlanul megtanulni (1d. (6.58) konzisztencia-egyenlet). Teljes
lefedés, illetve az annak megfelel§ kernel valtozat mellett ez a korlatozas meg-
sziinik.

A 7.20. dbran a binaris CMAC kernel fliggvényét mutatja egydimenzios (a) és
tobbdimenzids esetben. A tobbdimenzios CMAC-nal mind a C-szeres lefedésnek
(b), mind a teljes lefedésnek (c) megfelels kernel fiiggvény lathato. A teljes
lefedéshez tartozo kernel fliggvényt kvantalt valtozatban is megadjuk (d).

A kernel valtozatnak azonban van egy hatranyos kovetkezménye. Az abra-
bol lathato, hogy a kernel fliggvények méar nem binéris fiiggvények, emiatt a
kimenet elGallitasénal a szorzasokat ténylegesen el kell végezni, a szorzonélkiili
felépités, mint el6nyds tulajdonsag elveszett. A véges tartoju bazisfiiggvények
kovetkeztében azonban a kernel fiiggvények is véges tartojiuak, ami azt jelenti,
hogy adott bemenet mellett a kimenet elGallitasiban a kernel fiiggvényeknek
csak egy toredéke vesz részt, igy a szorzésok szama is erésen korlatozott.

A valaszokat tekintve a kernel valtozat ekvivalens az eredeti véltozattal. Ez
azt jelenti, hogy a kernel reprezentacié mellett is megjelenik a nagy altaldnositési
hiba mindazon esetekben, ha a C'/t nem egész (t az egyes dimenziok mentén az
egyenletesen elhelyezked6 mintapontok tavolsdgat jelenti kvantumokban mér-
ve). Ennek a hibanak a jelent&s mérséklését egy stlykiegyenlits vagy stlysimitod
regularizacio alkalmazaséaval értiik el (1d. 6 fejezet). A kovetkezdkben réviden azt
foglaljuk 6ssze, hogy ez a sulykiegyenlits regularizacio a kernel CMAC esetében
is alkalmazhat6 [Hor06].

7.5.1. Kernel CMAC stlykiegyenlité regularizaciéval

A regularizalt kernel CMAC megoldasat a minimalizaland6 kritériumfiiggvény
felirasabol szarmaztathatjuk.

v )\ P 4 2
- L Z L s
J(w,e) = w w + 5 ;:1 e+ 3 jEZl mg:l (C w]z> , (7.140)

ahol aj; a j-edik bemenethez rendelt asszociacios vektor i-edik bitje. (A tovabbi-
akban a négyzetes hibatag egyiitthatojat v-val jeloljiik az eddigi C-vel szemben,
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(d) kétdimenzids teljes lefedést kvantalt eset

7.20. abra. A CMAC halozat kernel fliggvényei

hogy a CMAC C paraméterével valo jelolésbeli titkozést elkeriiljiik.) Lathato,
hogy a kritériumfiiggvény az LS-SVM kritériumfiiggvényének felel meg, azzal a
kiilonbséggel, hogy egy regularizacios taggal boviilt. A regularizéacios tag egytitt-
hatoja A. Valojaban az LS-SVM kritériumfiiggvénye is értelmezhets regularizalt
kritériumfiiggvényként, igy itt most két egyméastol fliggetlen regularizaciot al-
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kalmazunk.
Az LS-SVM-nél szokasos utat kovetve felirhatjuk a Lagrange egyenletet :

L(w,e,a) fw w+72e +Z Z 3 ( )2—

] 1i:a,=1

» (7.141)
— ZO&j (wTaj + €5 — d]> s
j=1
ami a kovetkez§ alakra hozhato:
1 P P
L(w,e, a) §WTW +J Z €5 — Z a; (al diag(a;)w +e; — d;) +
J’*l Jj=1
\EL 2 P P
+§;6] gaj diag(a;)w + = lew diag(a;)w
(7.142)

ahol diag(a;) egy olyan diagonal méatrix, melynek f6atlojaban a; talalhato. A
megfelels derivalasok és behelyettesitések elvégzése utan itt is egy linearis egyen-
letrendszert kapunk, melynek megoldasa:

- <KD + il) - (I —~ é,KD) d. (7.143)

P
Itt D = Zdiag(aj) és
j=1
Kp =A(I+ D) AT (7.144)
a regularizalt esetnek megfelel6 kernel matrix. Lathato, hogy a regularizacio
hatasara a kernel matrix megvaltozott. A regularizacié tehat modositja a kernel
fiiggvényt. A (7.138) altal megadott kernel fiiggvény helyett a

Kpj(a(x)) = a(x)" (I+AD) "a(x;) = Kp (a(x),a(x;)) = Kp(x,x;) (7.145)

kernel fliggvényt kapjuk. Mivel D a tanitépontok elhelyezésének fiiggvénye, va-
lojaban adatfiiggs kernel fiiggvényt kaptunk. A kernel fiiggvény azonban csak a
tanitopontoknak a bemeneti térben valod elhelyezkedésétdl fiigg, a kivant vala-
szokt6l nem.

A halo valasza a regularizalt esetben a kovetkezére adodik:

y(x) =ax)"(I+ D) tAT [a + éd] . (7.146)

Ez az alabbi formaban is felirhato6:

»
= BiKp(x,%)) = KL(x)8, (7.147)

j=1
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ahol a 3 egyiitthatovektor a modositott kernel fliggvényekkel felépitett kernel
térbeli megoldas sulyvektorat jeloli:

B=a+ Ad. (7.148)
C
A regularizalas a kernel reprezentéacios megoldas mellett is biztositja a halé sima
valaszat, tehat az altalanositoképesség jelentSs javitasat. A regularizalt kernel
CMAC tehat nemcsak a komplexitas jelentds redukcidjat biztositja, hanem az
approximacios- és altalanosito-képességet is javitja.

A regularizalt kernel CMAC azon tul, hogy egy jobb tulajdonsagu tanulo
rendszert eredményez arra is példa, hogy regulariziciés formaban az alapkri-
térium mellett tovabbi mellékfeltételek is belefogalmazhatok egy feladatba. Az
eljaras hatékonysaga attol fiigg, hogy az igy definialt optimalizalasi feladat mi-
lyen nehézségek aran oldhatd meg.

7.6. A kernel gépek Osszefoglald értékelése

A kernel megkozelités az adatokbol torténd tanulo rendszerek konstrukeiojanal
két szempontbodl hozott tjat.

Az els6é ujdonsag a megoldas komplexitasahoz kothets. A kernel tritkk al-
kalmazasa a komplexitast a tanftopontok szama altal meghatérozott mértékben
mindenképpen korlatozza. A kernel reprezentéacio énmagaban elény6s mindazon
esetekben, amikor a bemeneti tér vagy a bemenetbdl nemlineéris transzformacio-
val elGallitott jellemz&tér sokdimenzids. A kernel reprezentécio azt teszi lehetévé,
hogy a feladat komplexitasa a bemeneti tér, illetve a jellemz6tér dimenzidjatol
fliggetlen lesz. Ebbdl adodoan a jellemzétér tetszdlegesen sokdimenzids, akar
végtelen dimenzios is lehet. Ezt az elényt a kernel gépek mindegyike biztositja.

A masodik, az Osszes kernel gép koziil az elsGsorban Vapnik nevéhez kot-
het6 szupport vektor gépekhez (SVM) kapcsolodik. A szupport vektor gépek
azon tul, hogy a tanitopontokban értelmezett hiba minimalizalasat célozzak,
azt is célnak tekintik, hogy a megoldés ,,optimalis komplexitasu” legyen, ezaltal
a modell mingségérdl is tudjanak valamit allitani. A modell komplexitasanak
,mérésére” a szupport vektor gépek a VC-dimenziot alkalmazzak. Az SVM a
VC-dimenzi6 korlatozasaval a strukturalis kockazat minimalizalas (SRM) elvét
valositja meg. Ennek kévetkezménye, hogy az SVM hibajara — a valodi kocké-
zatra — felsd korlatok fogalmazhatok meg. Az SRM elv érvényesitését a szupport
vektor gépek a sulyvektor hosszanak minimalizalédsa utjan biztositjak. A felsd
korlatok és az SVM egyes valtozatai kdzotti kapesolatot pedig az teremti meg,
hogy a sulyvektor hosszanak minimalizélasa a margd maximalizalasan keresztiil
a VC-dimenziot is minimalizalja.

A sulyvektor hosszénak minimalizalasa a tobbi kernel gép szarmaztatasa-
nak is része, vagy része lehet. Ez &altalanosan is ,simit6” regularizaciés hatast
eredményez. Az LS-SVM és a ridge regresszios megoldasoknal, valamint ezek val-
tozatainal a simité hatas ellenére jelenleg nincs olyan érvényes eredmény, amely
az SVM-hez hasonlo felsd korlatokat tudna megallapitani. Ez annak ellenére van
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igy, hogy a gyakorlati tapasztalatok szerint a kétféle kernel gép jellegében nagyon
hasonlo eredményekre vezet. Az SVM és az LS-SVM ilyen szinti kapcsolatanak
részletes elemzése még hatra van.

Az SVM és a t6bbi kernel gép kozott abban a tekintetben is eltérés van, hogy
a szupport vektor gépek ritka megoldast adnak, kivilogatjak azokat a tanito-
pontokat, melyek a megoldashoz sziikségesek, amelyek a megoldast ,tartjak”.
Hasonloan ritka megoldas az LS-SVM-nél, illetve a ridge regresszional is biz-
tosithato (pl. LS2-SVM, RRKRR), ezekben az esetekben azonban ez nem az
alapeljaras része, hanem az alapeljarast kovets redukcié eredménye.

Bar a kernel gépek alapvetGen egy matematikai eljarasként jelennek meg, ne-
uronhaloként is értelmezhetsk. Mint neuronhélok, a statikus el6recsatolt hélok
csaladjaba tartoznak. Ez lehet6vé tesz, hogy a klasszikus elérecsatolt statikus
halozatokkal — MLP, bazisfiiggvényes halozatok — is Gsszevetésre keriiljenek. Az
MLP-vel valo 6sszehasonlitas a legnehezebb, hiszen a kétféle megoldas struktura-
lisan is eltérs. A kernel gépek és elssorban az SVM el6nye, hogy a komplexitas-
problémara megoldéast adnak. MinGség tekintetében viszont nem lehet rangsort
felallitani, még akkor sem, ha a mindségre vonatkozo korlatok a klasszikus ha-
lokra nem vonatkoznak. A korlatok hidnya ugyanis nem azt mondja, hogy pl.
egy MLP-vel nem tudunk hasonldéan jo, vagy netédn jobb megoldast is elérni,
mint egy SVM-mel, csupan azt, hogy az MLP-vel elérhet valodi kockazatrol
altalanos eredményt jelenleg nem tudunk megfogalmazni.

A bazisfiiggvényes halokkal valo Osszehasonlitasnal az SVM-et és a tobbi
kernel gépet kiilon kell vizsgalni. Mig az LS-SVM és a ridge regresszio a kii-
16nb6z6 valtozatokkal egyiitt valojaban a bazisfiiggvényes halozatok eltérs, de
ekvivalens megvalositasa, az SVM a kiindul6 probléma méas megfogalmazasa mi-
att elvileg is mas eredményt ad. Erre vonatkozo6 kisérleti eredmények is ezt a
kiilonbséget tamasztjak ala. (1d. pl. az RBF és a Gauss kerneles SVM &sszeha-
sonlitasara vonatkozo eredményt [Sch96]).

A fejezet végén bemutatott kernel CMAC egy konkrét példa a kernel rep-
rezentacié hasznara bazisfiiggvényes halozatoknal. Ennek specialitasa a véges
tartoju bazisfiiggvény és az ebbdl kovetkezs véges tartoju kernel fliggvény. A
regularizalt kernel CMAC pedig arra egy példa, hogy regularizacios formaban
az alapkritérium mellett tovabbi mellékfeltételek is belefogalmazhatok egy fel-
adatba. Az eljaras hatékonysaga attol fligg, hogy az igy definialt optimalizaléasi
feladat milyen nehézségek aran oldhatd meg.

A kernel gépekkel kapcsolatos els6 eredmények alapvetGen a kilencvenes
években sziilettek. A szamos nyitott kérdés miatt azonban folyamatosan jelennek
meg tjabb és tjabb eredmények, melyek tobbiranyu kutatas eredményei. A fon-
tosabb irdnyok: a kernel fiiggvény megvalasztasa, adaptiv és adatfiiggs kernel
konstrukcio, az altalanosito-képességre vonatkozo djabb és kevésbé pesszimis-
ta korlatok meghatarozasa, tovabba a ritka megoldasok elérése és a szamitasi
komplexitas tovabbi mérséklése. Fontos kérdés az is, hogy a kernel gépek alkal-
mazasaval minél t6bb tapasztalat gytiljon Ossze, melyek a hatékony gyakorlati
felhasznalast segithetik. Néhany alkalmazasi teriiletrdl a kovetkezd fejezetben
lesz sz6.
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Feladatok

7.1 Mutassa meg, hogy egy pontnak a w’ x+b = 0 egyenlettel definialt linearis
szeparalo feliilettdl valo tavolsaga

7.2 A XOR probléma megoldasaban az (xTx + 1)p polinomialis kernel fiigg-
vény alkalmazhato, ha p = 2. Vizsgalja meg a polinomialis kernel alkalmazha-
tosdgat mas pozitiv egész p értékekre.

7.3 Konstrualjon szupport vektor gépet az egydimenzios sinc fliggvény app-
roximalasara (XTX + 1)p polinomiéalis kernel fiiggvény mellett. Vizsgalja meg p
szerepét az approximécié mindségét illetGen.

7.4 Készitsen egy osztélyozos mintakészletet (1d. 7.21. abra), valamint egy
paraméterezhets (kernel paraméterek — pl. RBF esetén o, C, ¢) tesztkornyezetet,
ami egy tanitokészlet alapjan megtanit egy SVM osztalyozot és meghatarozza a
hibas osztalyozasok szamat (aranyat) a tesztkészletre. (A feladatok soran mindig
legyen figyelemmel a megoldéas hibajara, a szamitasi idére valamint a szupport
vektorok szamara.)

a) Bontsa fel a mintapontokat tartalmazo fajlokat egy tanito és egy teszt kész-
letre. A fajlban a pontok elrendezése (sorrendje) nem ismert, ezért célszeri
figyelni arra, hogy mindkét osztalybol és egyenletesen valasszunk elemeket.
(Segitség: keverje Ossze az adatfajlt a valogatas elétt.)

b) Hatéarozza meg az SVM egy olyan paraméterezését, melyre az osztalyozas el-
fogadhato eredményt ad. (Segitség: hasznaljon kicsi — max. 200 mintapontbol
allo — tanitokészletet és Gauss kernelt.)

¢) Vizsgalja meg, hogy hogyan fiigg az eredmény a kernel fiiggvény megvélaszta-
satol. Tesztelje a halozatot az egyes kernelek paramétereinek valtoztatasaval
is.

d) Hogyan fligg az eredmény a C paraméter megvalasztasatol?

e) Vizsgalja meg, hogy hogyan fligg az eredmény és a futasi id¢ a tanitopon-
tok szamatol. (Segitség: célszertd kisebb tanitokészletbdl kiindulni és addig
novelni a pontok szamat, amig a szamitas kivarhato.)

7.5 Készitsen egy mintakészletet a sinc(z) fliggvény pontjaibol, valamint egy
paraméterezhetd tesztkornyezetet (kernel paraméterek — pl. RBF esetén o, C,
€), ami egy tanitokészlet alapjan megtanit egy SVM regresszort és meghatarozza
a regresszio négyzetes hibajat.
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a) Bontsa fel a mintapontokat egy tanito és egy teszt készletre (Segitség: Vegye
példaul az adatfajl minden n-edik elemét, vagy keverje 6ssze a mintapontokat
és ezt ossza kette.)

b) Hatérozza meg az SVM egy olyan paraméterezését, mely elfogadhato ered-
ményt ad. (Segitség: hasznéaljon kis — max. 200 mintapont — tanitokészletet
és Gauss kernelt.)

¢) Vizsgalja meg, hogy hogyan fiigg az eredmény a kernel fiiggvény megvélaszta-
satol. Tesztelje a halozatot az egyes kernelek paramétereinek valtoztatasaval
is.

d) Hogyan fiigg az eredmény a C paraméter megvalasztasatol?

e) Vizsgalja meg, hogy hogyan fiigg az eredmény és a futasi id6 a tanitopontok
szamatol. (Segitség: célszerti kisebb tanitokészlettel indulni és addig novelni
a pontok szamat, amig a szamitas kivarhato.)
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7.21. abra. Két lehetséges mintakészlet az osztéalyozos feladatokhoz

7.6 Az el6z6 regresszios feladatokat végezze el LS-SVM illetve LS2-SVM hasz-
nalataval is.

7.7 Szérmaztassa a magasabbrendi CMAC kernel fiiggvényét, ha a CMAC
hélozat bazsifiiggvénye k-adrendi B-spline.

7.8 Mutassa meg, hogy az RRKRR eljarasnal a bazisvektorok kivalasztéasanak
alapjat képezs approximéacios hiba (7.128) és (7.129) osszefiiggése ekvivalens.
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