Support vektor gépek (support vector machines)

A support vektor gépek az eldrecsatolt osztalyozd/regresszids haldzatok strukturalis kockazat
minimalizalason (structural risk minimisation) alapuld valtozatai. Alapvaltozatuk linearis
szeparalasra képes, amely azonban kiterjeszthetd nemlinedris szeparalasra és nemlinedris
regresszids feladatokra is. Ez az Osszefoglald a linedris szeparalasra alkalmas valtozat
bemutatdsaval indul, majd roviden foglalkozik a tovabbi feladatokra alkalmas
altalanositasokkal is, de nem foglalkozik részletesen az elméleti hattérrel (method of structual
risk minimisation, Vapnik-Chervonenkis (VC) dimension).

Kétosztalyos linearis osztalyozasi feladat:

Adottak az alabbi tanitopontok: {(x, .V, )}1.;1 ,mely x, bemeneti pontok két osztily elemei:

x,eX' y =+, x,eX’ y =-1
Keressiik azt a szeparal6 hipersikot, melynek egyenlete: w/x+5H=0

¢s amely a tanitopontokat hiba nélkiil osztalyozza, tovabba ahol a hipersikhoz legktzelebb allo
tanitopontok tavolsaga maximalis. A hipersik paramétereinek megfelelé skalazasaval
biztosithatd, hogy:

w'x, +b>+1, hax, ex' és

WTX,+b£—1, ha x, ex? (D
ami az alabbi formaban is irhatd:  (w'x, +b)y, >1, Vi-re.
Ez azt jelenti, hogy a hipersikhoz legkdzelebbi tanitopontokra : n}‘lin‘WTX, + b‘ =1
‘WT X+ b‘

Egy x pont tavolsaga a w ¢és b paraméterekkel megadott hiprersiktol: d(w,b,x) = W
w

Az optimalis hipersik az alabbi tartalék (a hipersikhoz legk6zelebbi tanitopontok tavolsaga)
maximumat biztositja :

Aw,b)= min d(w,b,x,)+ min d(w,b,x,)=
x;:0=1 Y =1 !

) ‘wa, + b‘ ) ‘wa, + b‘
= min —— '+ min 2)
{x;i=1 ||W|| xiyi=—1 ||W||
— L[ min [w'x, + 8+ min [w'x, +b[]= -
= ||w| [{xr’r;lyllrzll}w X, + b+ {x‘r;rylll:r}uw X, +b|] ||w||




Az osztalyozési tartalék maximalis akkor lesz ha ||w|| minimalis értéki, vagyis minimalizal-
ni kell az alabbi kifejezést:

1
O(w) = |w[

ami az (1) egyenlet figyelembevételével az alabbi feltételes szélsoérték keresési problémara
vezet

)
Jwb,a) =Wl =X dw'x, +bly, -1

i=1

3)
ahol az ¢, —k aLagrange multiplikatorok.

A fenti Lagrange egyenletet kell minimalizalni w és b szerint és maximalizadlni «, szerint.
(nyeregpont meghatarozasa)

A megoldast két 1épesben érjiik el. el0szor w €s b szerinti sz€lséértéket keresiink, majd ezek
eredményét behelyettesitve a Lagrange egyenletbe kapjuk az un. masodlagos feladatot,
melynek megoldasai a Lagrange multiplikatorok.

- aJ c : -
A w szerinti sz€ls6érték, w =W-— Z ax,y, =0 illetve ebbdl adodoan w = Z ax,y,
i=1

i=1
ol <
A b szerinti sz€lséértékbdl adodik: —=Zai v, =0
ﬁb i=1

Behelyettesitve w Osszefliggését a Lagrange egyenletbe a dualis probléma:

1&.E P
max W(a)= mfx—gzz aay,y, (X,Xj )+ 21:0‘,

=l j=1

P
azzal a feltétellel, hogy o, >0 i=1..P, és Za,y,- =0
i=1

A megoldas tehat a dudlis feladat: kvadratikus optimalizalasi feladat két mellékfeltétellel. Az
vagy pozitiv értéket vagy nullat vesznek fel. Azon tanitopontok, melyekhodz pozitiv g,

tartozik, az un. support vektorok, ezek a vektorok lesznek a legkozelebb az elvalasztd
hipersikhoz, igy a hipersik egyenletét is csak ezek a tanitopontok befolyasoljak:

P
w' = Z a,yXx, ,migh’ értékét a support vektorokra alkalmazott (1) egyenletbél hatarozhat-
i=1

juk meg. Az optimalis hipersik a két osztalyba tartozd support vektorok kozott helyezkedik el
olyan médon, hogy a support vektoroktdl valo tavolsaga a lehetd legnagyobb legyen.



Linearis szeparalas a biztonsagi savba es6 mintapontokkal

A tartalékkal linearisan szeparalhaté feladaton tal a &, support vektor gépek
altalanosithatok olyan linedrisan szeparalhato esetekre, ahol a biztonsagi savon beliil is lehet
tanitépont, illetve olyan esetekre is, ahol a tanitopontok részben atlapolddnak, tehat az
optimdlis hipersik "rossz" oldalan is lehetnek tanitopontok. Ezen esetek kezelésére tun.
nemnegativ gyengitd valtozokat vezetnek be. Ennek megfeleléen az alapegyenlet:

yIw'x, +b]21-¢ i=1...P 4)
Azon esetek, amikor & =0 , visszakapjuk az alapfeladatot, ha 0 < ¢ <1, a megfeleld

tanitépontok a hipersik megfelel6 oldalan, de a biztonsagi savban helyezkednek el, ha pedig
&, >1azadott tanitopont a sik ellenkez6 oldalan (a hibas oldalon) van. A hipersikot ugy

kell meghatarozni, hogy a hibas osztdlyozasok szama minimalis legyen, vagyis a
minimalizaland6 kifejezés:

. = [wf X 5)

ahol C egy adott érték. A megfeleld Lagrange egyenlet

J(W,b, é’ aaﬂ) = %”“’”2 + CZ éi B Z ai{yi[wrxi + b]_1+ 51} - Zﬂ,é (6)

melyet w, b és &, szerint kell minimalizalni és a; és f; szerint maximalizalni. Hasonléan az
eredeti feladathoz kapjuk, hogy :
0') P
&

. aJ a P
illetve —=w-)>» ax.y, =0 ésebbdladdédéoan, w=)> ax.y,
é’W z i Iyl le i Iyl

i=1

tovébba a 27 _ 0 feltételbdl: o, +p =C

24
Ezek figyelembevételével a dudlis feladat megegyezik a szeparalhat6 eset dudlis feladataval az
alabbi peremfeltételekkel: 7
Zay =0 ¢s 0<¢, <C,mindeni=1...., P-re.

i=1



Nemlinearis szeparalas SV gépekkel.

Ha egy feladat nemlinedrisan szeparalhatd a bemenet megfeleld nemlineéris (€s altaldban

srer

Perceptron kapacitdsara vonatkozo Cover tételt) . A nemlinedrisan szeparalhato feladat SVM-
nel torténd megoldasaban tehat két 1épés szerepel: (i) nemlinedris transzformacio, (ii) a
transzformalt térben az optimalis lineéris szeparald hipersik meghatarozasa.

A hipersik egyenlete:

wT(p(x)+ b=0 (7)

ahol a {(p } (x)}jil fuggvények a nemlinedris transzformacié fliggvényei, melyek a bemeneti N-
dimenzi6s térbél az M-dimenzi6s transzformalt térbe képeznek le. Bevezetve a ¢ (x)=1 és a

M
w, = b jelolést az elvalaszto feliilet egyenlete: ZW 9, (x) =0

J=0
A megoldas menete innen megegyezik a linedrisan szeparalhatdo eset menetével azzal a
kulonbséggel, hogy x helyére mindenhol (p(x) és x| x ; helyére o (x,.)q)(x j.)irand(’).

A bemeneti tanitopontok a K(x,,Xx )= o (x,.)q)(x j) belsé szorzat magfiiggvényen keresztiil

hatdrozzak meg az elvélaszto feliiletet, mivel:

Dy K. =3 (a,-y,- 2.0,(x)e, (x)} =0 8)

A magfliggvénynek fontos szerepe van a nemlinedrisan szeparalhatdo SV gépes megoldasban.
A magfiiggvény fontos tulajdonsagai:
- szimmetrikus K(x,.,x): K(x,x,)

M
- amagfiiggvény az alabbi sorba fejtheté: K (x, JX, ) = z/ik(pk (x, ), (x ; ),
k=1
ahola A, értékek a magfliggvény sajatértékei, a ¢, (x) fliggvények pedig a sajat-
fliggvényei.

A fenti sorfejtés érvényességéhez és abszolut egyenletes konvergencidjahoz sziikséges és
elégséges, hogy:

.[.[K(X"’Xj )g(xi)g(x_,- )dX, de >0

minden olyan g#0 esetre, ahol Igz (x)dx (oo. (Mercer tétel)

A Mercer tétel annak eldontésében segit, hogy egy magfiiggvény belsé szorzat magfiiggvénye,
de nem ad segitséget a sajatfliggvények megtaldldsaban. A SV gépeknél belsd szorzat
magfliggvény szerepel az elvalaszto feliilet egyenletében.



A SVM tervezése

Adott {(x,, y,)}f;l tanitopontok mellett keressiik azokat a Lagrange multiplikator értékeket,
melyek maximalizaljak a kovetkez6 fliggvényt (dudlis feladat):

Wa)= ial -

i=1

PP
z Z aa,y,y,K(x,x,)

i=1 j=1

| —

az alabbi feltételek mellett:

P
Za d,=0 é 0=<eg <C, i=1,..P, ahol C egy a felhasznal6 4ltal specifikalt pozitiv
i=1

paraméter.

A Lagrange multiplikatorok meghatarozasa utan meghatarozhato az optimalis sulyvektor, w’
és b’

Gyakrabban alkalmazott magfiiggvények SVM konstrukcidjanal:

- polinomialis K(x,x,) =x'x, +1)?, d=1..

- radidlis bazis fiiggvény K(x, x,) = exp(— 21 5 ||x - x,”zj
c
- Kétrétegt perceptron K(x, x,)= tanh(ﬁoxrx, + ﬂl)
Az utdbbi a Mercer tételt csak bizonyos S, ¢és f, értékekre elégiti ki.

Polinomialis esetben a magfiiggvény és a bazisfiiggvények (a magfiiggvény sajatfiiggvényei)
kétdimenzids bemeneti tér x=[x; xz]T mellett.

. 2.2 2.2
K(x, x,)— T4 x7 %, + 2%, %,X,X,,+ XX, + 2%, X;, +2X,X,,

(P(Xi) =L xizl’ \/Exilxlzs x1'22’ \/Exm \/Exlz ]T

Kiterjesztés regresszios feladatra

Fliggvényapproximacios feladatnal az atlagos négyzetes hiba helyett az & érzéketlenségi
savval rendelkez6 abszolutérték fliggvényt alkalmazzak az eltérés mérésére.

ha |y-f(x,a)<e

£
L(y.fxa)=|y-f(xa), = { - f(x.a) egyebkent




A kimenet eléallitdsa nemlinearis bazisfliggvények lineédris kombindciojaként torténik:

M
y=>wo,(x)
=0

A kielégitendo feltételek (gyengitd valtozok bevezetésével):

y,-wolx,)<e+é& i=1..,P

wolx,)-y <e+é& i=1,..P 9)
E>0  i=L..,P
20  i=1..P

A minimalizaland6 koltségfiiggvény:

w8 =]+ +8) (10)

A megfelel6 Lagrange fiiggvény:

JW.EE a.ay.y)=CY (& +E) +%wfw ~Ya[wox) -y +e+&]-
i;l i=1 ) (11)
_Za;[yi - W]‘(p(xi) +&+ éi’]_ Z(]/,; + 71{5’)

A Lagrange fiiggvényt minimalizalni kell w és a & és &' gyengitd valtozdk szerint €s
maximalizalni kell , &', yés y' szerint. Az optimalizacié eredménye:

w :i(ai _ai’)(p(x

i=1
7, =C—-a, ¢és (12)
yi=C-a
Ezek figyelembevételével kapjuk a dudlis feladatot:
1

:gy,(a,—a 82a+a _iﬁa oo, - Kx.x,)  (13)

i=l j=1

l\)

Ennek megoldéasa a megfeleld korlatozo feltételek



P

(@, —a)=0, 0<a, <C, i=1,.,P és 0<a <C, i=1,..,P
=1

i
i

mellett adja a Lagrange multiplikatorokat, melyek €és a magfliggvényértékek segitségével
kapjuk az optimalis approximalé fliggvény sulyvektorat, w-t. Azon tanitopontok melyekre
a, # a; lesznek a support vektorok, hiszen a stlyvektor (w) meghatarozasaban (12) szerint
csak ezek a pontok vesznek részt.

Az eljarasban ¢ és C értéke a felhasznal¢ altal megvalasztando.
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