Least Squares becslés

A négyzetes hibafluggveény:
P
% > Adi—w' o(xj))?
=1

A négyzetes hibafliggvény mellett a minimumot
biztositd megoldas

w=(e" ) 374




LS becslés

A gradiens szamitasa és nullava tétele
eredmeényeképp

A Moore-Penrose

A megoldés pseudo-inverse, B
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Regularizalt Least Squares

A hibafliggvény:

Ep (W) + AEw (W)

Adatoktdl fliggé + Regularizacios tag

A négyzetes hibafliggvény és a négyzetes
regularizacios osszefliggés mellett
N

oW Wt g iz::l{di —w' 9(xj)}?

A: regularizacios
egyutthaté

Ennek minimumat biztositdé megoldas
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Maximum Likelihood becslés

Feltesszik, hogy a megfigyelések egy determinisztikus
fuggvenybdbl szarmaznak Gauss additiv zajjal terhelve

d =y(X,w)+n p(n|p) = N(”‘O’ﬁ_l)

Amit irhatunk igy is:
p(d[xw. 8) = N(d|yoow), 57

megfigyeléseknél a likelihood fliggvény a kovetkez6

p(dX,w, 8) =TT N |[yw o(x). 5™




Maximum likelihood becslés

Vegyuk a logaritmusat:
In p(d]X,w, 8) = Y InN (i |[y(w o (x;), 57

=§Inﬁ—§ln(2ﬂ> —%ﬁ;wi “wTo(x)?

Vagyis az egyes megfigyeléseknél az eltérések
négyzetének 6sszegét nézzik




ML becsles

A gradiens szamitasa és nullava tétele
eredmeényeképp

A Moore-Penrose

A megoldés pseudo-inverse, B
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WML:((I)T(I)) ®'d
Ahol
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Maximum likelihood becslés

[ is meghatarozhato ha e szerint keressuk a
szélsGértéket:

1 P
S LR

Ami a jol ismert tapasztalati szorasnégyzet
Osszeflggés




Regularizalt Least Squares

Egyéb szokasos regularizacios lehetségek
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Lasso Négyzetes




A tozitas-variancia dekompozicio

Egy példa: 25 adatkészlet, a regularizacios egylitthato
fuggvényében.

InA =26




A tozitas-variancia dekompozicio

Egy példa: 25 adatkészlet, a regularizacios egylitthato
fuggvényeben
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A tozitas-variancia dekompozicio

Egy példa: 25 adatkészlet, a regularizacios egylitthato
fuggvényeben
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A tozitas-variancia dekompozicio

Egy tulregularizalt modell 0.15
(nagy A) er6sen torzitott lesz, |, |
mig egy alulregularizalt
modell (kis \) nagy

variancivaval fog rendelkezni. 0.06}

(bias)?
var 1ance

(blas) + Varlance
test error

0.09
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Bayes linearis regresszio

A Bayes megkozelitésnél feltételezzik, hogy w valdszin(liségi valtozo, ismert a
priori slrdségfliggvénnyel
p(w) = N(w|myg, Sp).
A megfigyelések birtokaban meghatarozhato az a poszteriori slrlségfliggvény.
Ehhez a Bayes tételt alkalmazzuk:

p(vix) = EEXPE) ) - S oy p(v)

p(X)
d d
| po?teri(?r oc likelihood x prior .p(w d) = 3l ||C\>A(l()1§)(W) _ I pr(’;hlv"‘)’)pl[(’sv";)dw
Mivel itt minden Gauss a posterior is Gauss lesz

p(wld) =N (w|mp,Sp)

ahol _ —1 T
m, = S, (S;'mo+ 57 d)
S, = S;'+pele.




Bayes linearis regresszio

Gyakori valasztas a priorra
p(w) = N(w|0,a™ 1)

Ekkor
m — /8SP‘I)Tt
Sp! = al+/e'®.




Gauss eloszlas

4
N(z|p,0?)

A

N (z|p, 0%) =
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Partitionalt Gauss eloszlas

p(x) = N(x|p, 3)




Partitionalt feltételes eloszlas és marginalis

p(xa‘xb) — N(Xa‘u’cﬂbﬂ Za|b)

Sap = Agy = Zaa — Ty, Sia
oy = 2app {Aaakty — Aab(Xo — ) }
= Bo— A Aap (% — 1)
= o+ STy, (Ko — )

p(Xa) = /p(xaaxb)dxb
— N(Xa|p’aazaa)




Partitionalt feltételes eloszlas és marginalis

Ty

0.5

10

p(zg|zy =0.7)

p(xa)

0.5




Bayes tétel Gauss valtozokra

Adott 1
p(x) = N (x|p, A7)
p(y|x) = N(y[Ax+b,L7})
ebbol
ply) = NylAp+b L'+ AATIAT)
p(xly) = NEE{A'L(y —b)+Au},%)
ahol
S=(A+A'LA)!




Bayes kovetkeztetés Gauss esetben

Tételezzuk fel, hogy o” ismert. Adott i.i.d. adat
x=1{x1,...,7 }, a likelihood fliggvény
[ -re

i 1 1 & )
p(X|/,L) — gp(mﬂﬂ) - (Q’JTO‘Q)PVQ exp {—20_2 ;(I‘n — 1) } .

ez Is Gauss.




Bayes kovetkeztetés Gauss esetben

Gauss prior ufelett,
p(p) = N (o, 05) -
Ebbdl a posterior

p(p]x) oc p(x|p)p(ps).

Teljes négyzetté alakitassa

p(plx) =N (ulun,o3)




Bayes kovetkeztetés Gauss esetben

... ahol
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Bayes kovetkeztetés Gauss esetben

Példa: p(ulx) = N (ulp, ;o7 ) for P=0,1,2 and 10.

5




Bayes linearis regresszio

Gyakori valasztas a priorra
p(w) = N(w|0,a™ 1)

Ekkor
m — /8SP‘I)Tt
Sp! = al+/e'®.




Bayes linearis regresszio

Gyakori valasztas a priorra
p(w) = N(w|0,a™ 1)

Ekkor
m — /8SP‘I)Tt
Sp! = al+/e'®.




Bayes linearis regresszio

Gyakori valasztas a priorra
p(w) = N(w|0,a™ 1)

Ekkor
m — /8SP‘I)Tt
Sp! = al+/e'®.




Bayes linearis regresszio

Megfigyelések el6tt W feltételezett eloszlasa, és az

ilyen W-kkel generalt adatok
Prior Adatok tere

1




Bayes linearis regresszio

1 megfigyelés érkezett

Likelihood Poszterior Adatok tere




Bayes linearis regresszio

2 megfigyelés utan

Likelihood Poszterior Adatok tere




Bayes linearis regresszio

20 megfigyelt adat utan

Likelihood Poszterior Adatok tere




Prediktiv eloszlas

Josoljuk a d valaszt egy uj x értékre ugy hogy w
felett integraljuk a posteriort:

pld, 0, 8) — / pd|w, B)p(wld, a, §) dw
— Ndm¥ o(x),0? (x))

ahol




Prediktiv eloszlas

Szinusz regresszio, 9 Gauss bazisfuggveny,és 1
adatpont esetén

)




Prediktiv eloszlas

Szinusz regresszio, 9 Gauss bazisfuggveny és 2
adatpont esetén




Prediktiv eloszlas

Szinusz regresszio, 9 Gauss bazisfuggveny és 4
adatpont esetén




Prediktiv eloszlas

Szinusz regresszio, 9 Gauss bazisfuggveny és 25
adatpont esetén




Bayes modell 6sszehasonlitas

Hogyan valaszthatjuk a megfelel6 modellt?

Tételezziik fel, hogy van tobb modelltink: M., =1,
...,L, és D adatkészletlink; a modell posterior
valdszinlségét szeretnénk meghatarozni

p(M;|D) o< p(M;)p(DIM;).

Posterior Prior Model evidencia vagy
margindlis likelihood

Bayes faktor: a modell evidenciak hanyadosa
p(D|M;)
p(D|M;)




Bayes modell 6sszehasonlitas

Ha ismerjik p(M,;|D)-ket, kiszamithato a prediktiv eloszlast
meghatarozhato, hogy az adatokbol ered6ben milyen joslas
adhatd. Most a modellek felett atlagolunk, tehat azt nézzuk
meg, hogy ha az adatokbdl tobbféle modell is konstrualhaté
valamilyen poszteriorral, akkor a josolhaté adat milyen

eloszlasu
L

p(d|x,D) = > p(d|x, M;, D)p(M;|D).

=1

E helyett célszer(ibb azt a modellt kivalasztani, mely-
nek az evidenciaja a legnagyobb.




Bayes modell 6sszehasonlitas

A w paraméterd modellnél a model evidenciat a w
feletti integralassal kaphatjuk (marginalizalas)

T
Megjegyezzik, hogy

p(D‘W, M%)p(W|M%)
p(D|M;)
T

p(W|D7MZ) —




Bayes modell 6sszehasonlitas

Ha van egy adott
modelltink egy skalar w
paraméterrel az alabbi
kdzelités tehet6

p(D) = ] p(Dlw)p(w) duw

Awp osterior

~  p(Dlwmar) —x —
prior

Feltételezve, hogy a
posterior kis szorasu
(csucsos).

Awposterior

/.

<

WMAP w

A?JUp.rior




Bayes model dsszehasonlitas

Véve a logaritmusat

A osterior
Inp(D) ~ Inp(D|wynap) + In ( i t_ ) .

\ J

Negativ

Ha nem egy, hanem M paraméterink van, és
mindegyiknél azonos Awpoesterior/ AWprior aranyt
tételezlink fel

A osterior
Inp(D) ~ Inp(D|wnap) + M In ( Tpost ) .
Awprior

L

Y
Negativ és M-mel linearisan né a
szamerteék




Bayes modell 6sszehasonlitas

Az adat és a megfelel6 komplexitasu modell illesztése

p(D)




A prior eloszlasok paramétereinek meghatarozasa

Meg kell hatdroznunk az optimalis « és (3
paramétereket. Keressuk In p(d|cr, 3) maximumat o és
(3 szerint.

a = ’Y
mPTmP
1 1 - T 2
3 ~ P Z{di_mp o(x; ) |
Ahol 7=
7= o+ A

v mind a-tél, mind 5-tdl fugg.

(04
A regularizacios egyutthatd szdrmaztatasa 4=—

p




