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Buntessuk a hatrakeresést!

De ugyanaz és konnyebb dijazni az elorekeresést a célallapot iranyaba.

Ehhez kell valami elképzelés, hogy a cel:
— merrefelé és,
— nagyjabdl milyen messzire fekszik.

Ez az informacio az un. heurisztika, heurisztikus fuggvény h(n), amit:
— a probléma minden allapotara tudni kell kiszamitani
— kifejezi az elérehaladas becsult koltsegét
— ha pontos, akkor elvben foloslegessé teszi a keresést
(ha nagyon pontatlan, akkor semmit sem segqit)

llyen keresés az un. heurisztikus, masképpen informalt keresés.
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Legyen a heurisztikus fuggvény a légvonalban mért tavolsag (h, ;)

Az igényeket teljesiti?
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A célhoz legkozelebbinek tiin6 csomépont el6szor
- a legjobbat-eloszor, avagy a moho keresés (Ro-MohoK.pdf)

Stratégia: a kovetkezb lépésben azt a csp-t fejti ki, amelyhez rendelt
probléma-allapotot a legkozelebbinek itéli a celallapothoz.

A itélethez kell teat egy becsl6 heurisztikus fuggvény h(n)
(1) az n csp-bdl egy cél-allapotba vezetd legolcsdbb ut becsult koltsége
(2) a célallapotban h(n)= 0, j6 célallapottesztnek is

(3) lehet hibaja (a tényleges koltséghez képest) és elvarjuk, hogy minél
kisebb hibanak minél Ugyesebb keresés feleljen meg.
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Moho algoritmus altalaban gyorsan megtalalja a megoldast, de
nem mindig az optimalis megoldast talalja meg. A moho keresés
érzékeny a hibas kezdd lepésekre is.
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Moho keresés: mélységi keresésre hasonlit, egyetlen ut végigkdvetését
preferalja a célig: de zsakutcabol visszalép

Ua. a problemak, mint a meélysegi keresésnél: nem optimalis, nem teljes
(elindul egy végtelen uton és nem tér vissza Uj lehetdseget kiprobalni)

(worst-case) iddigéeny: O(b™)

Az 0sszes csomopontot a memariaban tartja:  tarigeny = idoigény

JO heurisztikus fuggveénnyel a tar- és iddigeny jelentésen csokkenthet6,
a csokkentés az adott problematdl és a h fuggveny mindsegétol fugg.

Tokéletes informacio = elbretartas elagazasok nélkul =
linearis tar = linearis idd!

Szoval a moho keresés igéretes, de mégsem jo.



A teljes utkoltség minimalizalasa - A* keresés (Ro-AcsillagK.pdf)

moho: min {h(n)} a célhoz vezet6 utkoltség becslbjet minimalizalja
nem teljes (nem optimalis)

egyenletes koltségi: min {X g(n)} a megtett ut koltségét minimalizalja
optimalis (egyben teljes is), de nagyon rossz hatékonysagu

a két stratégia 6tvozése: min {f(n)} = min {h(n) + £ g(n)}
> g(n): a kiindul6 cs-ponttdl az n cs-pontig szamitott ut tényleges koltsége
h(n): az n cs-ponttdl a célba vezetd legolcsébb koltségl ut becsult értéke

f(n): a kiindul6 csp-tol az adott n csp-on at a célba vezetd legolcsobb
koltségl ut becsiilt értéke (de facto standard az utkeresésben)
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Ha a h fuggvény soha ne becsuli felll a cél eleréséhez szukseges koltseget
= elfogadhato heurisztika (optimista, a cél kozelebbinek tlnik, mint amilyen)

Ha h elfogadhato, akkor f(n) soha sem becsuli tul az n csomoéponton at
vezetd legjobb megoldas valodi koltségeét

A* keresés:
az ffuggvenyt alkalmazo legjobbat-el6szor keresés, ahol h elfogadhato

(olyan Dijkstra-keresés, ahol a grafban a csomopontokra cél-felé egy
p(n) csokkend potencialmezdt értelmeztuk, és a figyelembe vett élsuly

a redukalt élsuly_(n1,n2) = élsuly(n1,n2) — p(n1) + p(n2) )

Ha a gyokerbdl nézve egyetlen ut f értéke nem csokken — a heurisztika
monoton. Egy heurisztikus fuggvény aka. monoton, ha teljesiti a haromszog
egyenlbtlenseget (konzisztens heurisztika, h , - ilyen).

trkk: maximalis-ut egyenl6seg (n-bdél n’-be):
f(n’) = max( f(n), £ g(n’) + h(n’) )

ha fa gyokérbdl kiinduld utak mentén soha sem csokken = hatarvonalak



Egyenletes koltségl (A* keresés h = 0 mellett) a csp-savok a kiindulo
csp koré huzott tobbé-kevésbé koncentrikus ,korok”. Koncentrikusak a

szélessegi keresés esetében.
Pontosabb heurisztikus fluggvény esetén: a savok a cél-allapot felé
nyulnak, fokuszalédnak az optimalis ut korul.
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http://mialmanach.mit.bme.hu/demonstraciok/a_kereses_usa_terkepen_konturkovetessel
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Az A* teljes és optimalis Kiindulé csomépont

f(G,) =2 9(G,) > Z g(G) > f(n) ot

Ha f*az optimalis megoldasi ut

koltsége, akkor:
GQ G,

- A* kifejti az 0sszes f(n) < f* csp-t

- ezek utan egy cél-csp kivalasztasa el6tt még kifejthet néhany
csp-t a ,cél-hatarvonalon”, amelyekre f(n) = f*

Az ilyen tipusu optimalis algoritmusok kozul az A* keresés barmely adott
heurisztikus fluggvény mellett optimalis hatékonysagu. Egyetlen optimalis
algoritmus sem fejt ki garantaltan kevesebb csomopontot az A* kereses
altal kifejtett csomopontnal.

A* teljessége - pontosan: az A* algoritmus lokalisan véges
grafokon — (véges elagazasi tényez0) teljes, ha létezik 6 pozitiv
konstans, amelynél semelyik operator koltsége sem kisebb.

(ki akarjuk kerulni a véges hatarértékkel rendelkez6 veégtelen szamu infinitezimalis
mennyiségekkel kapcsolatos problémakat, azonban a probléma formalizalasa
rajtunk mulik, és vessen magara, aki ilyennek formalizalna a problémat)



Az A* algoritmus komplexitasa
(teljes, optimalis és az 0sszes ilyen kozul optimalisan hatékony)

Buktato: a legtobb esetben a csp-tok szama a keresesi tér cel-hatarvonalan
belul a megoldas hosszanak még mindig exponencialis fliggveénye.

Exponencialis - kivéve, ha a heurisztikus fliggvény hibaja legfeljebb az
aktualis utkoltseg logaritmusaval né:

| h(n) — h*(n)| < O(log(h*(n)), (h*(n) a valodi koltség)

Majdnem minden, gyakorlati heurisztikus fuggveny esetén a hiba legalabb
aranyos az ut koltséggel - exponencialis novekedés.

Egy jol megvalasztott heurisztikus fuggveny ettdl A x ﬂ:

fuggetlenul a nem informalt keresési algoritmushoz :j;g°‘f"2/‘,\:/ |

képest jelentés megtakaritast eredményezhet?! =
(hogyan?!)

A* algoritmus nagy problémaja: az 0sszes legeneralt csomopontot eltarolja,
lényegesen hamarabb felemeészti a memoriat, mintsem kifutna az id6ébdl.



Heurisztikus fuggveények letrehozasa (legyen sok és jo)
8-as tili-toli: kb. 20 lépés, b ~ 3, kimerito keresés = kb. 32° = 3.5 x 10° allapot

gyorsan és a legrovidebb megoldas?

- elfogadhato heurisztikus fuggveny kell! S (L4 110 2 ||| 3
v , ; 6 1 8 8 4

h1 = arossz helyen lévo lapkak szama.
7 3 2 7 6 5

elfogadhatd: minden rossz helyen Iévd
lapkat legalabb egyszer mozgatni kell

Kiinduléallapot Célallapot

h2 = a lapkak céltol mert (vizsz. és flugg.)
tavolsagainak osszege: haztomb- vagy Manhattan-tavolsag

elfogadhato: minden egyes mozgatassal egy lapkat csak egy (vizszintes
és fuggolleges) lepeéssel lehet kozelebb vinni a célhoz.

Pl=1+1+1+1+1+1+1 =7 J6 lesz pl.:
reserirSrenanenOre=I p3=m1+h2)2o

Stb.



Heurisztikus fuggvény pontossaga és hatékonysaga
A heurisztikus fuggvények mindsitése: b* effektiv elagazasi tényezo

ha A* altal kifejtett 0sszes cs-pont szama N, a megoldas mélysége d,
akkor b* annak a d mélységi kiegyensulyozott fanak az elagazasi
tenyezG6je, amely N cs-pontot tartalmazna:

N=1+b*+(b*2+... +(b%

(pl. 5 mélységben fekvd megoldas 52 cs-pont kifejtésével:
az effektiv elagazasi tényez6 1.91)

1+17+12+ 13+ 14+ 1°=6<02< 63=1+2+22+25+24+2°

Egy adott heurisztikus fliggveény altal generalt fa effektiv elagazasi
tenyezGje altalaban nagyjabdl allandé egy adott problemaosztaly szamos
egyedere.

A b* kis szamu probléma halmazon végzett kisérleti mérése jo6 becslés.
Egy jol megtervezett heurisztikus fuggveny effektiv elagazasi tényez6je

1 koruli érték.




h1 és h2 tesztelése: 100 random probléma peldany, 2, 4, ..., 24 melysegl

megoldassal, A*, illetve a neminformalt iterativan mélyul6 keresés

20
22
24

IMK
10
112
680
6384
47127

364404
3473941

Keres. ktg. b*

A*(h1) A*(h2) IMK A*(h1) A*(h2)
6 6 2.45 1.79 1.79
13 12 2.87 1.48 1.45
20 18 2.73 1.34 1.30
39 25 2.80 1.33 1.24
93 39 2.79 1.38 1.22
227 73 2.78 1.42 1.24
539 113 2.83 1.44 1.23
1301 211 - 1.45 1.25
3056 363 - 1.46 1.26
7276 676 - 1.47 1.27
18094 1219 - 1.48 1.28
39135 1641 - 1.48 1.26







Heurisztikus fuggvény: pontossag és hatékonysag
a h1, h2 heurisztikus fliggvények tesztelése:
vajon a h2 mindig jobb-e, minta h1? Igen (miért?).

minden n csp-ra h2 (n) > h1 (n):

h2 dominalja h71—et, dominacioé = hatékonysag
a h2-t hasznal6é A* kevesebb csp-t fog kifejteni, mint a h1—et hasznald

Mindig jobb nagyobb értékeket adoé heurisztikus
fuggvényeket alkalmazni, amig nem becsuljuk
tul a valodi koltséget.

— Tényleges

Elfogadhaté, kozepes hiba

)
WWm==_ Elfogadhaté, nagyon durva hiba O



(JO) Heurisztikus fuggveények kitalalasa

Egy lapka az A-rol a B-re mozgathato, ha A és B szomszédok és a B mez6
ures, akkor egy vagy tobb feltétel torlesével harom un. relaxalt problémat
hozhatunk létre

(a) Egy lapka az A-rél a B-re mozgathato, ha A és B szomszédosak. (h2)
(b) Egy lapka az A-rél a B-re mozgathato, ha a B mezd Ures.
(c) Egy lapka az A-rol a B-re mozgathato. (h1)

(Absolver: heurisztikus fv-k automatikus generalasa probléma definicidjabdl)

(@) 6+3=9lépeés . 2 3

1 1
(c)1+1=2Ilépeés 4 5 6 7 4 5
319 9

2|3
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(JO) Heurisztikus fuggveények kitalalasa

Relaxalt probléma: olyan probléma, amelyben az operatorokra kevesebb
megkotést teszunk, mint az eredeti problémaban.

Gyakori, hogy a relaxalt probléma pontos megoldasanak koltsége j6
heurisztikus fuggvény az eredeti problémara.

Gyakori, hogy a relaxalt probléma egyszeriisége miatt, az optimalis
megoldas analitikusan is meghatarozhato.

A relaxalt probléma pontos megoldasa mindig egy elfogadhaté
heurisztika a kevésbé relaxalt problémara.




(J6) Heurisztikus fuggvények kitalalasa

h3: (Disjoint) Pattern Database Heuristics

h4: Linear Conflict Heuristics

h5: Gaschnig’'s Heuristics

Piros lapkak megoldasa = 20 lepés
Kék lapkak megoldasa = 25 lépés

Telljes heurisztika: h3 = 20+25=45 Iépes

_ HIE]
w3061/ _, 4|5 6]
15| 12[9 7 89 10]

h1 =14
h2 =39
h3 =45

h2 a h3 egy specialis
esete, ha minden pattern
egy lapkal



(JO) Heurisztikus fuggveények kitalalasa

h3: (Disjoint) Pattern Database Heuristics

h4: Linear Conflict Heuristics

h5: Gaschnig’'s Heuristics

B W

i B

h2=2+2=4

de a lapkak egymassal
szemben nem tolhatok

ha = h2 + 2 (kikeriilés)

h4 = h2 + 2 x (sorbeli linearis konfliktus, minden sorra
+ oszlopbeli linearis konfliktus, minden oszlopra)



(JO) Heurisztikus fuggveények kitalalasa

h3: (Disjoint) Pattern Database Heuristics

h4: Linear Conflict Heuristics

h5: Gaschnig’s Heuristics (b) Egy lapka az A-rdl a B-re mozgathato,
ha a B mez0 Ures.

elfogadhato, j6 becslés

3 E 123 ' 2
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(JO) Heurisztikus fuggveények kitalalasa
Nehéz felismerni a ,nyilvanvaldan legjobb” heurisztikus fuggveényt.

Ha egy problémahoz adottak a h,,...,h  elfogadhato heurisztikak
és semelyik sem dominalja a masikat, melyiket kellene valasztanunk?

Nem kell valasztanunk. A lehet6 legjobb:
h(n) = max{ h,(n),...,h_(n) }

mindig azt a fuggveényt hasznalja, amelyik az adott csomopontra
a legpontosabb, elemek mind elfogadhatoéak, ezért h is elfogadhato,
h dominalja az 0sszes heurisztikus fuggvényt.

Probléma: az elemezhetdség, hiszen konkrét h mindig valtozik?

Heurisztikus fuggvenyek megalkotasa:

- ha a heurisztikus fuggvény olyan O0sszetett, hogy értékének egy
csp-ra torténd meghatarozasa sok idot vesz igénybe, akkor baj van.

Egy jo heurisztikus fuggvény: pontos és hatékonyan szamithaté



Memoria korlatozott keresés

altalaban az elsé korlat, amibe belelitkbzlnk, a rendelkezett memoria.
IMA*: az Iterativan-Meélyul6-Keresés heurisztikus kiterjesztése.

RLEK: Rekurziv Legjobban ElI6szor Keresés

EMA*. EgyszerUsitett véges memoriaju A*
mint az A*, de korlatozza a sor meretéet, hogy az beférjen a memoriaba.
stb.

Iterativan Meélyulo A* keresés (IMA¥)

Minden egyes iteracio egy meélységi keresés, mélységkorlat helyett egy
koltség korlattal.

Minden egyes iteracio kifejti az 0sszes - az adott f-koltség hatarvonalon
belul fekvd - csomopontot, atnézve a hatarvonalon, hogy megtalalja, hol
fekszik a kovetkez6 hatarvonal.

Az IMA* ugyanazokkal a kitételekkel teljes és optimalis, mint az A*
algoritmus, de a mélységi keresés jellege miatt csak a leghosszabb
felderitett ut hosszaval aranyos memoariat igényel.



Iterativan Meélyulo A* keresés (IMA¥)




Iterativan Melyulo A* keresés (IMA¥)

Az IMA* algoritmus idbigénye erdsen fligg attdl, hogy a heurisztikus
fuggveény hany kulonboz6 értéket vehet fel.

Pl. a 8-as kirakojaték:
Manhattan tavolsag csak néhany egész értéket vesz fel.
f tipikusan csak 2-3-szor novekszik barmely megoldasi ut mentén.

Az IMA* algoritmus csak 2-3 iteraciot végez, és az id6 hatékonysaga az
A*-hoz hasonlo. Az IMA* utolso iteracioja altalaban durvan ugyanannyi
csomopontot fejt ki, mint az A* (id6komplexitas!).

Az IMA* algoritmus Osszetettebb problemateruletekkel nehezebben
boldogul (ha heurisztikus fuggveny értéke minden allapotra mas és mas
— sok iteracio kell).



Rekurziv Legjobb EI0szor Keresés (Ro-RLEK.pdf)

Addig halad Legjobbat EI6szor modon f értek szerint, amig jobb

alternativara nem lel hatrahagyott elagazasban.
Atkapcsol, felszabadit memoariat, de a pillanatnyilag kovetett ut koltségét

memorizalja.
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Rekurziv Legjobb EI0szor Keresés (Ro-RLEK.pdf)

Addig halad Legjobbat EI6szor modon f értek szerint, amig jobb

alternativara nem lel hatrahagyott elagazasban.
Atkapcsol, felszabadit memoariat, de a pillanatnyilag kovetett ut koltségét

memorizalja.
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Rekurziv Legjobb EI0szor Keresés (Ro-RLEK.pdf)

Addig halad Legjobbat EI6szor modon f értek szerint, amig jobb

alternativara nem lel hatrahagyott elagazasban.
Atkapcsol, felszabadit memoariat, de a pillanatnyilag kovetett ut koltségét

memorizalja.
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