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Milyen matematikat vethetunk be, ha a tudashiany
merteke mar lehetetlenné teszi a logika alkalmazasat
az eddig megismert trukkokkel egyutt?

Kell-e lemondani a logikarol?

Ha a tudashiany meértéke valtozo, képezhetunk
atmenetet az eddigi logika fele?



A logikai szabalyok sokszor szukségszeruen hianyosak:
- tul sok feltéetelt kellene figyelembe venni,
- bizonyos feltételek egyszeriien ismeretienek.

Gondolatkisérlet: hogyan kell kijutni a Liszt Ferenc reptérre?

90p-terv (jelentése): - a jarat indulasa eldtt 90p-cel elindulni
- a kotelez0 sebesseégkorlatot betartani

90p-terv = igaz? (a terv eljuttat minket idoben repuléterre)
bebizonyithat6?

90p-terv igaz, hacsak:
a kocsival nem tortéenik valami, nem fogy ki a benzin,
nem lesz baleset, nem lesz baleset utkozben,
a gep nem indul korabban, nem lesz foldrenges, ... ... ...



ATAA2 AA3 A ... A A999 A A1000 ... > 90p

logikai allitas bebizonyithato,
haigaz A1, ..., A1000, ..., stb.

Jo oOtlet a 90p-terv? Nem lenne jobb-e a 120p-terv?

90p-terv mégis ,,helyesebb” (nincs folosleges varakozas
repuléteren, nincs gyorshajtas, nincs ...), de el6nyeit
,monoton logikai formalis ...” médon garantalni nem
lehet.

Kizaro informacioé hianyaban, nagy az ,esély”, hogy egy
Ilyen dontés helyesnek bizonyul.

Probléma: mi legyen, ha 90p-terv végrehajtasa kozben,
valamelyik ,akadalyjelenség” megis bekovetkezik?

(1) vissza kellene vonni az ,90p-terv” allitas igaz ertéeket.
(2) uj tervet kellene léptetni helyére.



Tudas-, ismeretek bizonytalansaga - az okok

,Lazasag/lustasag” - a részletes szabalyok megfogalmazasa tul
nehéz, a hasznalatuk szintén nehézkes (véges eroforrasok miatt)

Elméleti tudatlansag - adott problémateriletnek az elméleti
feltarasa még nem zarult le, vagy lezarni soha nem lehet

Gyakorlati tudatlansag - nem minden, a szabalyokban hivatkozott
feltétel ismert a szabalyok alkalmazasakor

(90p tervnél mindegyik probléma jelen volt és ellenlnk is dolgozott)

Lehetseges megoldasok:

- a monotonitas feltételezése tulsagosan szigoru,
mert ha a tudas (,axiomak™) valtozik, akkor a logikai
igaz allitasok halmaza is kell, hogy valtozzon.

- a két logikai érték esetleg kevés.



Bizonytalansag kezelése alapeseti (default) tudassal

A mindennapi nem monoton kovetkeztetés problémaja
(alapveté mérnoki gondolkodasi seéma):

nem tudjuk, hogy a konkrét eset valamiben specifikus-e,
tetelezzuk fel, hogy egy tipikus esettel allunk szemben,
tipikus esetekre megvannak mar a mintamegoldasok,
kalonben a tudashiany miatt nem tudnank haladni.

tipikus/ gyakori/ ismert
Formalisan: ——— | specialis/ ritka/ nem nagyon ismert

- egy tudasdarabka hianyzik

- sejtés = az alapeseti (default) alternativa igazkent felvétele
(= a tudasbazis igy mar teljes)

- formalis kovetkeztetés elvegzeése, eredmeények felhasznalasa

- de ha a hianyzo informacio eldall és a felvett alternativanak
logikailag ellentmond, akkor mit csinaljunk?



Nem monoton kovetkeztetésekre megoldasok
Globalis

kovetkezmény-> esetleg a félig eldonthetdség is elszall

(2) FOL logikai rendszer adminisztrativ kiegészitése:
bizonyitasok, ertékek, és ellentmondasok nem logikai
adminisztralasaval — TMS Truth Maintenance System.

kovetkezmény -> félig eldonthetéseég megmarad
kovetkezmény -> ki kell talalni az algoritmust

Lokalis
(3) STRIPS tervkészités: ponalt as negalt hatasokkal

kovetkezmény -> nem kell logikai problémakkal bajlodni
kovetkezmény -> ki kell talalni az algoritmust



Ha megis tobb erték kell — valészinlseg?

Képzeljik el egy FOL fogorvosi diagnosztikai rendszert
V p Tinet(p, Fogfajas) — Van(p, Fogszuvasodas)

Becsapas! Nincs minden fogfajos betegnek lyukas foga. Lehet
inysorvadasa, bdlcsesseégfoga, vagy valami mas. Legyen akkor ....

Vv p Tanet(p, Fogfajas) — Van(p,Fogszuvasodas) v
Van(p,Inysorvadas) v Van(p,Bblcsessegfognd) v ...

Hogy igaz legyen, kozel vegtelen szamu okot kell felsorolnunk.
Es kllébnben mennyi hasznunk lesz egy ilyen szabalybol?

Legyen ok-okozati szabaly:
vV p Van(p, Fogszuvasodas) — Tlinet(p, Fogfajas)

Ez sem helyes, nem minden lyukas fog okoz fajdalmat.
A betegnek akar egymastol figgetlendl is lehet fogfajasa és lyukas
foga.



Fogfajas es fogszuvasodas kozotti kapcsolat egyik iranyban
sem feltétlen logikai kovetkezmeény.

Az agens tudasa legjobb esetben is csak egy bizonyos
mertékld hiedelmet jelenthet az adott allitassal kapcsolatban.

Valbszinliseg?



Ugye volt mar? Valésziniiség: 0<P(A)<1

Valdszinlségi axiomak
1. Minden esemény valdszinldsége 0 és 1 kozé esik.

2. A biztosan igaz (érveényes allitas) esemeny valoszinlsége 1,
a biztosan hamis (kielégithetetlen allitas) esemeényé pedig 0.
P(lgaz) =1 P(Hamis) =0

3. Diszjunkcio valészinisége: P(A v B)=P(A)+ P(B) - P(A A B)

Axidomak helyessége? Ha hazardirozunk e axiomakra alapozva, senki nem tud minket
tisztessegtelenul kihasznalni. (di Finetti, 1931)

P(Q)

vilagok,
ahol A hamis




Valbszinlsegi axiomakbaol bebizonyitottuk, hogy:

P(—A)=1-P(A) fuggetlen események:e P(AB) = P(A) P(B)
P(A) = P(AB) + P(A—B)

Feltételes valdsziniiség: !

F = “Faj a feje”, | = “Influenzaja van” ‘ [j |F
P(F)=1/10 —!
P(l) = 1/40
P(F|I) =1/2

“Fejfajas nem gyakori, influenza még ritkabb, de ha valaki influenzas,

akkor fele-fele esélye van, hogy a feje is fog fajni”.

P(F|l) = P(FI) / P(l)

Lancszabaly: P(AB) = P(A|B) P(B)
P(ABC) = P(A|BC) P(BC) = P(A|BC) P(B|C) P(C) , stb.

Bayes-szabaly:

P(A) P(A) prior — posterior




Miért fontos a Bayes szabaly?
Sokszor rendelkezunk kauzalis (ok-okozati) tudassal:

P(szimptoma | betegség)

P(villany kiment | biztositékok allapota)

P(riasztas | tlz)

P(videdkép ugy néz ki, hogy ... | kocsink el6tt fékez egy kocsi)

és szeretnenk evidenciara alapozo kovetkeztetést elvégezni:

betegseg | szimptoma)
biztositékok allapota | villany kiment)
thz | riasztas).

P(
P(
P(
P(kocsink elott fékez egy kocsi | videdkép ugy néz ki, hogy ... )



Véletlen valtozok:
A értéke: {v1, v2, ... vN} P(A=vk)=P,

P((A=vk) A (A=vn))=0
P((A=v1)v (A=v2)..v (A=VN))=1

P((A=vl)v(A=v2)..v(A=vj))=%_ PA=vi=%_ P

]

ey PABPE) [ PABAX)PEIX)

Valbszinlseg:
frekvencionista: valészinlség valami objektiv, események gyakorisagabadl
szamithato (...egy kisérletet sokszor elvégezve ... azonos eloszlasu fliggetlen ..., lim)
bayesi:valoszinliség a hiedelem mérteke.
Prior valoszinliségekbdl (hiedelmekbdl) indulunk és az uj evidencia
érkezésekor azokat frissitjuk (posterior valoszinliségek).
P(A) — P(A|B)
bayesi objektiv: prior esetében egyetértes
bayesi szubjektiv: prior is szubjektiv.



Egy adott kijelentéshez rendelt (szubjektiv) 0 / 1 valészinliség:
hatarozott hiedelem, hogy az allitas hamis / igaz.

A 0 és 1 kozotti valésziniség a mondat igazsagtartalmaban valé hiedelem
meértékének felel meg. Az allitas valéjaban persze vagy igaz vagy hamis.

A .8 (szubjektiv) valosziniség nem jelenti, hogy az allitas a ,80 %-ban
igaz”, hanem egy 80 %-o0s mértekl hiedelmet, azaz igen erds elvarast az
allitas igazsagaval szemben.

[télet kalkulus + elsérendl logika: egy allitds az interpretaciojatol és a
vilagtol fuggden igaz vagy hamis, csak akkor igaz, ha az a tény, amelyre
hivatkozik, megfelel a tényallasnak.

Valoszinlsegi kijelentés szemantikaja: az agens altal egy kijelentéshez
rendelt valdsziniliség az addigi észleléseitol (tény, evidencia, tényallas)

fugg.

Agens kihuz egy lapot egy megkevert kartyapaklibdl.
Miel6tt ranézne a lapra: P(,a lap pikk asz (lesz)”) = 1/52.
Miutan megnézte: P(...) = 0, vagy 1.

Orvos paciens megvizsgalasa utan P1 valoszinlUseglnek lat egy konkrét
betegseget. Labor lelet ezt vagy erositi (> P1), vagy gyengiti (< P1).




Egyiittes valdsziniiség-eloszlas Volt mar

elemi esemény: ha a probléma allapotat teljes mértékben specifikaljuk.
Az egyuttes valdszinlseég-eloszlas P(X,, ... ,X ) minden egyes elemi

eseményhez valoszinlseget rendel.
Az egyuttes valoszinlség-eloszlas egy n-dimenzios tablazat.
Egy cella = az adott allapot valészinlsége.

irjuk le a budapesti id&jarast két (egy binaris és egy ternaris) valtozoval:
idgjaras: {napos, felhds}, hdmérséeklet. {meleg, kdozepes, hideg}.
Akkor az egyuttes eloszlas P(idéjaras, hbmeérséklet):

Mivel az elemi
esemenyek egymast

Kizaroak, ezek egyuttes

bekoOvetkezese

sziikségszeriien Felnds .05 35 2
hamis teny.

Az axiomakbal:

a tablazat elemeinek o0sszege 1.




Marginalis eés mas eloszlasok

P(hémerseklet| id6jaras = Napos) =

P(id6jaras| hdmerséklet) =

Felhds 33 .64 67



Egyuttes eloszlas:

JO hir: egyuttes eloszlas birtokaban minden kérdésre kapunk
valaszt, ami a benne szerepl6 véletlen valtozok viszonyara és
tulajdonsagaira vonatkozik.

Rossz hir: nemigen megy 10-nel tobb valtozot tartalmazo
eloszlasok megadasa

P(x,, X,, ..., Xy) eseten kell 2N —1 fuggetlen valoszinlségerték.

A diagnozishoz exponencialis szamu valoszinlseg ismerete
szukseges.

Rémalom: ha valamelyik valoszinlség ertéke megvaltozik?



Bayes-i frissités: egyesével gylijti a tényeket, majd modositja az
ismeretlen valtozoval kapcsolatos korabbi hiedelmi merteket.
1. Fogfajas:
P(Ffaj | Fogsz)
P(Fogsz |Ffaj) = P(Fogsz) --------------==-------
P(Ffaj)
2. Lyuk: a Bayes-tetelt ugy alkalmazzuk, hogy a tovabbiakban
a Fogfajas-t allando feltételnek tekintjuk:
P(Lyuk| Fogsz)
P(Fogsz | Lyuk) = P(Fogsz) --------------==-------
P(Lyuk)
P(Lyuk |Ffaj A Fogsz)
P(Fogsz |Ffaj A Lyuk) = P(Fogsz |Ffaj) ----------============mmmmmmm-
P(Lyuk |Ffaj)

P(Ffaj|Fszuv) P(Lyuk|Ffaj A Fszuv)
= P(FSzuv) X =========mmmmmmmmm- X mmmmmmmmmm e




P(Lyuk|Ffaj n Fszuv) megadasa?

Mind a fogfajasnak, mind a Iyuknak kozvetlen oka a
fogszuvasodas. Amint tudjuk, hogy fogszuvasodas, nem hisszuk,
hogy a szonda lyukba akadasanak valoszinlsége a fogfajastol fog
fuggeni. Hasonloképpen, a szonda talalata nem befolyasolja annak
valoszinUséget, hogy a szuvasodas fogfajast okoz.

FELTETELES FUGGETLENSEG

Feltételes fuggetlenség formalisan:

P(Lyuk/ Fogsz » Ffaj) = P(Lyuk | Fogsz)
P(Ffaj | Fogsz A Lyuk) = P(Ffaj | Fogsz)

a Fogszuvasodas ténye esetén a Fogfajas és Lyuk kozott fennall
a feltételes fuggetlenség. A frissités egyenlete most:

P(FfajlFogsz) P(Lyuk|Fogsz)
P(Fogsz |Ffaj A Lyuk) = P(FOQSZ) ---===m=m=m=m=m=  —mmemememmemeeee-
P(Ffaj) P(Lyuk|Ffaj)



Még mindig kérdéses a: P(Lyuk|Fogfajas)?!

varhatdan figyelembe kell venni a tunetek 6sszes lehetséges
parositasat (harmasait, stb.), valésagban ez a kifejezés kiesik:
a nevezOk szorzata: P(Lyuk|Fogfajas) P(Fogfajas) = P(Lyuk)

Ezt a korabbiakhoz hasonléan normalizalassal kikuszobolhetjuk,
feltéve, hogy pl. a P(Lyuk|—Fogszuvasodas)-t megbecsuljuk.



PROSPECTOR: az els6 szakértd rendszer

- szabalyformatum (ha — akkor) 'felfedezése': a problémahoz

tartozo tudas abrazolasahoz,
- érclel6helyek elemzése probabilisztikus apparatussal (1974 -1983).

A dontéshez szukséges mennyiségek (e — evidencia, h — hipotézis):
Ls = P(e|h)/P(e|-h) Ln = P(—e|h)/P(—e|=h)

Ls az e evidencia elégségessége a h hipotézisre nézve (sufficient)
Ln az e evidencia szukségesseége a h hipotézisre nézve (necessary)

O(h) = P(h)/P(=h) O(hle) = P(hle)/P(=hle)
O(hle)=Ls *O(h)  O(h|—e) = Ln * O(h)

O(.) fuggvény az esélyesség (odds)



A Bayes-tétel (akkori) problemai:

- a priori feltételes és egyuttes valoszinliségek begyljtése nehéz és
koltseges (frekvencionista megkozelités eseten),

- emberek rossz valoszinlUségbecslOk (szubjektiv esetben),

- sok adat eseten a begyujtées nem tud lepeést tartani az elavulassal
(pl. a mikrobak reakciodja a gyogyszerre gyorsan valtozik),

- Bayes rendszer modositasa korulmenyes (Z p =1 ?),

- Bayes szabaly sok szamitast igényel (elpazarolt eréforrasok),

- ha a valészinlségek nem pontosak, mi a végleges pontossag?

- kizar6é esemeények (kettd vagy tobb egyszerre nem fordulhat €l6),
- Bayes képlet pontossaga, ha az elvi feltételei nem teljestinek ?



Javasolt megoldasok — ,kozelitd” modszerek:

Bizonytalansagi Tényezdk (Certainty Factors)
Dempster-Shafer elmélet

Valoszinlseqgi logika

Fuzzy halmazok

és majd a valoszinlség nagy visszatérése a 80-as evekben:

— Bayes Halok (Bayes Nets)



Problema:
logikai szemantika < valoszinlségi szemantika

1. Lokalitas: logikai szabaly alkalmazasanal csakis a premisszaja
szamit. Mas szabalyok alakja, db. szama nem.
2. lgazsagfuggveny: logikai kifejezések igazsagfuggvenyek, csakis az
elemeinek érteketdl és a miveletek definiciojatol fuggenek.
3. Levalasztas: a bizonyitas tarolasara nincs szukseg.

Valésziniliségnél az osszetett valészinliség (,,logikai kifejezas”)
értéke a jelentések fuggvénye
(ketszeri penzdobas: F1 = fej, 1’ dobas, stb.)

PA) P(B) P(A v B)
P(F1)=0.5 P(F1)=0.5 P(F1vF1)=0.5
P(1) =0.5 P(F1vI1)= 1.0

P(F2)=0.5 P(F1v F2)=0.75

A bizonytalansagi tényezOk hasznalata ujabban kritizalt és nem
tanacsolt!



Dempster-Shafer elmélet (evidencia-elmélet)

Alapveto ujdonsag:

1. egy evidencia nem egy hipotézishez (elemi eseményhez), hanem egy
hipotézishalmazhoz rendel probabilisztikus jellegl sulyt.

2. egy hipotézis(halmaz) probabilisztikus sulya nem pontszerl, hanem
egy intervallum, amely novekvé evidenciaval pontszer( felé zsugorodik.

0 Bizonytalansag +» }

|
i“"— Bel(A) —» <«— Bel(—A) —
« PI(A) : |

{hipotézisek részhalmaza} < [Belief, Plausibility]
Szlksegszerli < lehetséges
valoszinliség also < felsé hatara
Bel(A), PI(A) =1 - Bel(—-A)
Bel(A) < PI(A) stb.



Belief fuggvény axiomatikus felepitése:

Bel(Ures/lehetetlen esemény) = 0,
Bel(teljes/biztos esemény) = 1, Bel(A) + Bel(—A) < 1

egyeb axiomak: PI(A v B) = max (PI(A), PI(B))
Bel(A A B) = min (Bel(A), Bel(B)))

Evidencia teljes hianya: valoszinlség - egyenld pontvaloszinlségek,
D-S elmélet - [0,1] intervallum.

Erds evidencia megléte: a valoszinliségek akar ugyanazok!
D-S elmélet - keskeny intervallum.

Tomegeloszlas m(p)

p - a hipotézisek egy részhalmaza r1 r2
minden Uj evidencia — egy uj m(p) P

probléma az m(p)-k fuzionalasa a Q
Bel(p) = % ,_, m(q) -

Pl(p) = 2, m(r)




Példa: A - allergia m(T) = 1.0,
F - influenza mas részhalmaz = 0
M - megfazas
G - tud6gyulladas
T - a teljes tér (0sszes alternativa)

1. evidencia: laz = {F,M,G} m1({F,M,G}) =0.6, m1(T)=0.4
A marado evidenciat nem a komplemens, hanem a teljes halmazra vonatkoztatjuk.
2. evidencia: natha = {A,F,M} m2({A,F,M}) = 0.8, m2(T) = 0.2

Es most az evidenciakat kumulalni kellene! Hogyan?

Evidenciak kumulalasa:

1-%, oo M1(X) x M2(Y)

Kumulalas kozben el6fordulhat, hogy Ures esemeény is kap pozitiv sulyt (a
marado evidencia kezelése miatt), amit tobbi eseményhez normalizalassal
,vissza kell forgatni”.



(FMG) .6 {F,M 48  {FM,G} .12
T 4 {AFM} .32 T .08

3. evidencia: kirandulason kezdédott = {A}
{A} .9 T 1

(FM} 48 & 432 {FM} .048
(AFM} .32 {A} .288 {AF,M} .032
(FMG) .12 & .108 {F,M,G} .012

T 08 {A} 072 T  .008

m3 = f(m1, m2)

m3({F,M}) 48
m3({A,F,M}) .32
m3({F,M,G}) 12
m3(T) .08

m4({A}) = 0.9, m4(T) = 0.1

mS = f(m3, m4)
m5({A}) .8
m5({F,M}) A
mS({A,F,M}) .07
mS({F,M,G}) .026
mS(T) .002

Szamoljunk ... Bel(A)=.8 PI(A)=.8+ .07 +.002 = .872
=0

Bel(F) =

PI(F) = .1 + .07 + .026 + .002= .198

BelM)=0  PI(M)=.1+ .07 +.026 + .002= .198
Bel(G)=0 PI(G)=.026 +.002=.028

Es szépen alakulnak a bizonytalansagi intervallumok:

A=[.8,.87]
F= [0,.198]
M= [0, .198]
G = [0, .028]



4. evidencia: meghallgatas = m6({M,G}) = 0.6, m6({G}) = 0.2, m6(T) = 0.2
{M,G} 0.6 {G} 0.2 T 0.2

A}y 8 @ 48 @ 16  {A} 16  m7({M,G) .25
FMy 1 {My 06 @ .02 {FM} .002 m7({A) 24
IAFM} 07 {M} 0042 @& .014 {AFM .014 m7({M}) .096
[F.M,G} .026 {M,G}.0156 {G} .0052 {F,M,G}.0052 m7({F,.M}) .03
T 002 {M,G}.0012 {G} .0004 T  .0004 m7({AF,M}) .021

m7({G))  .0084

m7({F,M,G}) .0078

m7(T) .00006
Szamoljunk ..

Bel(A) = 2 , PI(A) = .24 + .021 + .00006 = .261
Bel(F) = 0, PI(F) =.03 +.021 + .0078 = .0588
Bel(M) = .096, PI(M) = .25 + .096 + .03 + .021 + .0078 + .00006 = .4048
Bel(G) =.0084, PI(G) = .25 + .0084 + .0078 + .00006 = .2663

A= [.24, .261]

F = [0, .0588]

M = [.096, .4048]
G = [.0084, .2663]

és most 5. evidencia: labor = m8({G}) = 0.4, m8(T) = 0.6 ?7?7?



