1. fejezet

Egzakt, optimalizaciés, és Monte Carlo
kovetkeztetések VGM-benn

1.1. Prediktiv kovetkeztetés Bayes-hal6kban

Mint lattuk, a Bayes-halok elsédleges célja, hogy az altaluk reprezentalt valdszintségi
valtozok egyiittes eloszlasat leirja. A Bayes-halokban alkalmazott legalapvetébb miivelet
a prediktiv kovetkeztetés, amely soran egy vagy tobb t.n. célvdltozo eloszlasat vagy adott
konfiguraciojuk valoszintiségét keressiik adott feltételek mellett. Ezek a feltételek tipikusan
az a.n. bizonyiték- vagy evidencia valtozokra vonatkozo ismeretek.

Ebben a fejezetben a diszkrét valtozokat tartalmazé Bayes-hélokban vald kévetkezte-
téssel foglalkozunk.

A bizonyiték tipusai Ha egyértelmien ismert a bizonyitékvaltozo altal felvett érték,
akkor biztos evidencidrol, ha csak egy eloszlas erejéig ismert, akkor bizonytalan evidencidrol
beszéliink. Lathato, hogy a biztos evidencia a bizonytalan specialis esete: ekkor a valtozo
eloszlasa 0,...0,1,0,...0 alaku.

A két legaltalanosabb kovetkeztetési eset az alabbi:

Egy célvaltozé marginalisa. A kiévetkeztetés alapfeladata: keresett az egyetlen célval-
tozo eloszlasa a bizonyiték-ismeretek, mint feltétel mellett (P(X|E =e)). A 6 oka
annak, hogy ezt a kovetkeztetési esetet kiilon kiemeljiik az, hogy sok kovetkeztetési
algoritmus (elsésorban az egzaktak) esetén a legegyszeriibb és leghatékonyabb modja
az Osszetettebb esetek kezelésének az, ha azt visszavezetjiik erre.

To6bb célvaltozo egylittes konfiguracidja. A kovetkeztetés altalanos esete: az eviden-
cidk ismeretében keresett a (tipikusan) tobb célvéaltozo egyiittes eloszlasa. Ha egy
adott algoritmus esetén nem adhat6 kozvetleniil hatékony megoldas erre az esetre,
akkor alkalmazhat6 a lancszabaly: vessziik az els¢ célvaltozot és kiszamitjuk a va-
l6szintiségét a bizonyitékok mellett; ezutan a bizonyitékok halmazat kib&vitjik a
célvaltozo értékével és a kovetkezd célvaltozod valoszintiségét mar az 0j bizonyiték
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mellett szamitjuk. Ha végigértiink a teljes célvaltozo-halmazon, a keresett valdszi-
niiséget az egyes elemekre kapott részeredmények szorzataként kapjuk.

A fenti alapesetek alkalmazasaként még szamos kovetkeztetési tipust kaphatunk. Ezek
koziil a legjelentGsebbek a kovetkezdk:

Kovetkeztetés érzékenysége (Sensitivity of inference) Ebben az esetben azt vizsgal-
juk, hogy adott valtozok értékére vonatkozo ismereteink, hogyan befolyasoljik a
célvaltozok eloszlasat. Azaz egy vizsgalt valtozo esetén azt vetjiik Ossze, hogy a
célvaltozo(k)nak az evidencidk eredeti allapota szerinti feltételes eloszlasa hogyan
valtozik, ha a bizonyitékok korét rendre kibévitjiik a vizsgalt valtozo értékeivel. A
vizsgéalat természetesen kib&vithets tobb vizsgalt valtozora is.

To6bbletinformacio értéke (Value of information) Amennyiben a halo csomépontjainak
(egy halmazanak) konfiguracioihoz valamiféle hasznossagértéket rendeliink, vizsgal-
hatjuk, hogy egy adott (vagy tobb) véaltozo értékének ismerete hogyan fogja megval-
toztatni a varhaté hasznossagot. Az informécio6 értéke a kovetkezd képlettel szamol-
hato:

VOI(X|E) = 3" P@lE) x [Egrm[UV)] = Epam UV (L)

zeX

vagyis varhatoan (az 0j evidencia feltételes valoszintiségével silyozva) mekkora ab-
szolut hasznossagvaltozast fog okozni az 1j bizonyiték belépése.

1.2. A kovetkeztetési eljarasok attekintése

Bar a Bayes-hélokban vald prediktiv kovetkeztetés célja minden esetben alapvetGen az,
hogy bizonyos ismeretek birtokdban a haloé tobbi részére vonatkozo valdszintiségi mennyi-
ségeket szamitsunk ki, magara a kovetkeztetés elvégzésére szamos eljaras alkalmazhato,
aszerint, hogy mi a kovetkeztetés konkrét targya. Ennek megfelelGen a kovetkeztetési el-
jarasokat tobbféle szempont szerint is csoportosithatjuk, melyek koziil a leglényegesebbek
a kovetkezdk:

e Az oksagi viszonyok, azaz a kiilonb6z6 szerept (megfigyelés illetve célpont) csomo-
pontoknak a haloéban egymashoz képest elfoglalt strukturalis helyzete alapjan;

e Az alkalmazott eljaras jellege szerint;
e Illetve a Bayes-halo (és ezzel egyiitt a teljes kovetkeztetés) komplexitasa szerint.

A megfigyelés - és a célcsomopontok oksagi viszonya a intuitiven fogalmazva a kovet-
keztetés logikai iranyat jelenti, azaz hogy a cél- és a bizonyitékvaltozok kozott mend utakon
milyen az élek iranyitottsiga. E szerint a besorolas szerint a {6 csoportok a kovetkezsk
(az [1.1] 4bra illusztralja ezeket):
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1.1. abra. Tipikus kovetkeztetési esetek az evidenciak és célvaltozok topologikus viszonya
szerint: okozati (a), diagnosztikai (b), okok kizti kimagyarazas (c) és kevert (d).

a

Okozati A megfigyelt csomoépont a célpontnak az Gse, azaz a kovetkeztetés iranya meg-
egyezik a héld definialasa soran feltett ok-okozati iranynak: az okot ismerve kell
meghataroznunk az okozat eloszlasét.

Diagnosztikai Az el6z6 ellentettje, bizonyos kovetkezmények ismeretében kell meghaté-
roznunk az azt kivalto okokat (pontosabban azok eloszlasat).

Okok kozotti kimagyarazas A hélo egy csomopontjanak két Gse kozott (egy v-struktira
két fels6 csomopontja) kozott is fellép valoszintségi fiiggés, amennyiben a koézos le-
szarmazott értéke is ismert. Ilyen esetben beszélhetiink egy ok kimagyarazaséarol,
azaz, amikor egy masik ok ismerete a vizsgalt ok eloszlasat megvéltoztatja.

Kevert Altaldnos esetben (amikor tobb megfigyelési és célpont véltozonk is van) a meg-
figyelések és célpontok strukturalis viszonya nem fedhetd le teljes mértékben egyik
fenti kategoriaval sem, ilyenkor beszéliink kevert kovetkeztetésrdl.

1.2.1. A kovetkeztetési algoritmus

Az aldbbiakban a legalapvetébb, illetve a leggyakrabban alkalmazott kévetkeztetési elja-
rasokat soroljuk fel.

Egy teljes konfiguracié valoszintiségének kiszamitasa. Amennyiben a megfigyelt
- és a célvaltozok halmazai egyiitt lefedik a halo egészét, a kérdéses valdszintiség a Bayes-

“ 0,

P(V=v) =[] P(X = z|Pa(X)); (1.2)

Xev

azaz a valtozok egy topologikus sorrendjén végighaladva, rendre értékiil adjuk az adott
valtozonak a megfigyelt vagy lekérdezendd értéket, és amennyiben a csomoépont célval-
tozo, ugy annak feltételes valoszintiségét bevessziik a szorzatba, amennyiben megfigyelt,
kihagyjuk a szorzatbol.

Bar ilyen kovetkeztetési eset praktikus esetben szinte sohasem fordul eld, az eljaras
megjelenik a kovetkezd kovetkeztetési modszer épitSkockajaként.
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Kimerits felsorolas A legegyszertibb kivetkeztetési eljaras: lényegében felsoroljuk a
vizsgalt bizonyiték-célvaltozo konfiguracioval kompatibilis teljes konfiguraciokat és ezek
valoszintségeinek Osszegeként adodik a keresett valoszintség. A részletes leirast az [1.3.1]
alfejezet tartalmazza.

Kovetkeztetés fa-grafokban Ha a vizsgalt Bayes-halo struktiraja egy fa-graf (vagyis
barmely két csomoépontja kézott maximum 1 ut vezet) akkor lehetség van a fentinél
jelentGsen hatékonyabb egzakt kiovetkeztetésre. Ennek az algoritmusnak a leirasat az[1.3.3]
alfejezet tartalmazza.

Kovetkeztetés masodlagos struktiraban Ha a haloban van iranyitatlan kor, akkor
a fa-grafokra alkalmazhato algoritmus mar nem hasznalhato. A masodlagos strukturakat
létrehozo algoritmusok ezt probaljak kikiiszobolni: a halot tgy alakitjak at, hogy az 1j
modell az eredeti egyiittes eloszlast reprezentélja, de egy fa-strukturaban, amelyben mar
hatékonyan kovetkeztethetiink. Természetesen ezeknél az algoritmusoknél a latszolagos
komplexitas-csokkenésnek mindig megvan az ara: pl. az 1j struktira csomoépontjai az
eredetihez képest joval nagyobb értékkészlettiek lesznek.

Az ebbe a kategoridba tartozé algoritmusok koziil bemutatunk néhény egyszertibbet
alfejezet), illetve egy Osszetettebbet, amely valos alkalmazasokban a leggyakrabban
el szokott fordulni alfejezet).

Kozelits kovetkeztetés Monte Carlo eljarasokkal Ha a fenti egzakt eljardsok nem
alkalmazhatok (ennek oka a leggyakrabban a halo til nagy volta), sztochasztikus szimula-
ci6 alkalmazhato. Ezen eljarasok alapotlete, hogy mintavételezziik a halo altal reprezen-
talt eloszlast, és a minta alapjan szamitott statisztikaval becsiiljiik a keresett mennyiséget
és alfejezet).

Természetesen itt is igaz, hogy az egyszertibb algoritmusok koltsége a probléma néve-
kedtével kezelhetetleniil nagyra né. Az fejezetben bemutatunk egy olyan Markov-lanc
Monte Carlo mintavételezési eljarast, amely nem kozvetleniil a Bayes-hélo egyiittes elosz-
lasat mintavételezi (de belathaté rola, hogy az egyensilyi eloszlasa ehhez tart), és igy
kezelhet6bb komplexitasi megoldast kinal.

1.2.2. A kovetkeztetés komplexitasa

Altalanos esetben (amikor a Bayes-halé tetszélegesen nagy fokban Gsszekotott részeket is
tartalmazhat) belathato, hogy a kovetkeztetés feladata NP-nehéz, és a kovetkeztetés a cso-
mopontok szamaban exponencialis komplexitasu. Az ezzel kapcsolatos gondolatmeneteket
és levezetéseket az [1.7] fiiggelék tartalmazza.

Kovetkeztetés polifakban. Fa-grafokban (azaz amelyeknek barmely két csomopontja
kozott maximum 1 ut fut) belathato, hogy a kovetkeztetés végrehajthatoé polinom idében.
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Ez igaz mind az[I.3.3]alfejezetben bemutatott specidlisan fa-grafokra alkalmazhato algorit-
musra (hisz az eljards minden egyes csomo6pontot maximum egyszer érint), mind az m
alfejezetben bemutatott valtozo eliminécios algoritmusra. A részletes gondolatmeneteket
a hivatkozott alfejezetekben kozoljiik.

1.3. Egyszertibb egzakt kovetkeztet6 eljarasok

A kovetkezGkben a Bayes-halokban valo egzakt kovetkeztetésre szolgalod alapvetébb eljara-
sokat mutatunk be. Az algoritmusok tobbségét az alabbi modell felhasznalasaval illuszt-
raljuk:
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1.2. 4bra

A kovetkezd algoritmusok lefrasanal minden esetben az egy valtozd marginalis eloszlé-
sat kiszamito eljarast adjuk meg; ha tobb valtozo egy egylittes konfiguracidjanak valoszind-
ségét akarjuk kiszamitani, az megtehetd a ldncszabdly alkalmazéséaval: elGszor kiszamitjuk
az els6 célvaltozo valoszintiségét, ezutan az evidenciak halmazat kibovitjiik ezzel az érték-
kel és kiszamitjuk a mésodik célvaltozo valoszintiségét. Ha ezzel az eljarassal végigériink
az Osszes célvaltozon, a menet kozben kapott egyes valdszintiségek szorzataként adodik a
teljes konfiguracio valdszintisége.

P(X1,... X,|E) = ﬁP(XZ-]EU{Xj};;ll) (1.3)

=1

1.3.1. Kovetkeztetés felsorolassal

A legegyszertibb kovetkeztetési eljarasban lényegében felsoroljuk a szabad (nem cél- és nem

s,z

szeparalva Osszegezziik. Az egyes célvaltozo-értékekhez tartozo osszegek a célvaltozo nor-
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malizalatlan eloszlasat adjak, amibdl a normalizalt értékek mér egyszertien szamithatok:

N
P(X —alB=e) = 3 - S [[ POV Y, (1.4)
F Fn oi=l
P(Vi|Pa(Vi))
ahol {F;} a ,szabad”, azaz se nem cél- se nem evidencia valtozok halmaza.

Valojaban nem kell, hogy a szorzatban szerepl§ Osszes tag az Osszes szummén beliil
helyezkedjen el: ha a valtozok felett futé szummakat a Bayes-halo egy topologikus sorrend-
jében (=¢op) helyezziik el, a P(V;|Pa(V;)) tagok elérehozhatok kézvetleniil a vonatkozo 7,
szumma mogé, hisz az értékiikk nem fiigg a szumma indexvaltozojatol, igy konstansként
kiemelhetdk. Igy a kifejezés a kovetkezs lesz:

PX=zE=¢)= ][ PWVilPa(Vi)) x> ( [T PvilPa(vi)) x> (...))
©:V;<topF1 Fy 1:Vi<top 2 Fy
(1.5)
Magat a kifejezést és annak kiértékelését az abra szemlélteti, kiszamitasa pedig az
algoritmus szerint torténhet.

P(alb,e)
95

P(—albe) P(nalbe)

Q)
N -4

P(jla) P(jl~a)
90 05

P(alb,me)
94

Pjla) P(jl—a)
.90 05

P(mla)
0

P(ml=a)
01

P(ml=a)
01

1.3. dbra. A felsoroldsos kivetkeztetés altal kiértékelt kifejezés szerkezete a P(A|D, E)
lekérdezés esetén.

Tehat a ,FELSOROLAS-KERDEZES” csak annyit tesz, hogy rendre kib&viti az eviden-
cidkat a célvaltozo értékeivel, ezen inicializal6é lépések utan pedig ,,FFELSOROL-MINDET”
szamolja ki az egyenletben szerepls Osszegeket, azaz a normalizalatlan eloszlas-vektor
elemeit.

1.3.2. Kovetkeztetés valtozo eliminacidoval

Az el6bbiekben bemutatott felsorolasos eljaras f6 gyengesége hatékonysagi szempontbol,
hogy a kifejezés-fa als6 csomdpontjaiban talalhatdé mennyiségeket feleslegesen, tobbszor
is kiértékeli; természetesen adodik tehat a hatékonysagot javitd modositas: a felsorolasos
modszerben tobbszor is kiértékelt mennyiségeket taroljuk el, és hasznaljuk fel Sket djra,
amikor sziikségesek lesznek.
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Algorithm 1.1 Egzakt kovetkeztetés Bayes-halokban felsorolassal

1: function FELSOROLAS-KERDEZES(X, e, bn) > returns P(X)
> X : a lekérdezés valtozoja

> e : az E valtozok megfigyelt értékei

> bn : a val6szintiségi halo

2: Q(X) « tres eloszlés

3: for each z; in X értékei do

4: terjeszd ki e-t x;-vel

5: Q(z;) < FELSOROL-MINDET(VALTOZO|bn| €)
6: end for each

7 return NORMALIZAL(Q(X))

8: end function

9: function FELSOROL-MINDET (vdltozdk, €) > returns valos szam
10: if URES(vdltozdk) then

11: return 1.0

12: end if

13: Y + ELSO(vdltozdk)
14: if Y értéke y € e then

15: return P(y|Pa(Y))x FELSOROL-MINDET(MARADEK (vdltozdk), e)

16: else

17: return ), P(y|Pa(Y))x FELSOROL-MINDET(MARADEK (vdltozdk),e U{Y = y})
18: end if

19: end function
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A wvdltozo elimindcids eljdrds altal elvégzett feladat tehat a kovetkezs: adott egy Bayes-
halo és ezzel egyiitt az altala abrazolt P(U) eloszlas; keressiik a P(X|E) eloszlast, ahol
X a célvaltozok, F az evidencidk halmaza. Az eljaras a szamitast ugy hajtja végre, hogy
U-bol egymas utan eliminalja a sem X-ben, sem E-ben szerepls valtozokat.

Példaképpen tekintsiik a P(B|j, m) mennyiség kiszamitasat a mar ismert, Judea Pearl-
féle foldrengéses haloban. Szamitsuk ki az alabbi kifejezést:

P(B|j,m ZP ZP@|BE |) P(mla). (1.6)

M

A kifejezés minden tag-valoszintiségét megjeloltiik az ahhoz kapcsolédd valtozo nevével,
ezek az t.n. tényezdk (factors). A kiértékelés jobbrol balra haladva, a kovetkezSképpen
torténik:

M: Mivel M valtozo értéke rogzitett (a bizonyitékban) ezért itt nincs sziikség M szerinti
Osszegzésre, pusztan eltaroljuk M valészintiségét, mint a feltételek (ebben az esetben
A) figgveényét, egy vektorban: f,(A) = (P(mla), P(mla)).

J: Itt M-hez hasonloan egy kételemii vektort kell eltarolnunk: f/(A) = (P(jla), P(j|a)).

A: Ebben az esetben a P(a|B, e) értékeket egy 2 x 2 x 2-es ,méatrixban”, f4(A, B, E)-ben
taroljuk el.

Yo Az A feletti Osszegzést két 1épésben végezhetjiik el: el6szor Osszeszorozzuk a tényezs-
ket, majd a szorzas eredményébdl kiosszegezziik A-t. A tényezdk szorzasara az u.n.
pontonkénti szorzds miivelet szolgél (részleteit lasd lentebb), az Osszegzés utan pedig
az fayn (B, E) tényezét kapjuk, amely tehat J és M valoszintségeit tartalmazza, B
és E szerint indexelve, A-t pedig kidsszegezve (erre utal a A alsé index).

. A tovabbi lépések mér a fentiekbdl sejthetsk: letaroljuk fg-t, majd 6sszeszorozzuk az
elébb kapott tényezével és E-t kiosszegezve kapjuk fragy = D . fe X fau(B, E)-
t. Ezutan méar csak a B-hez tartoz6 tényezdvel kell megszorozni az eddig kapott

eredményt: P(B|j,m) < fgeam = fB X feasm

Pontonkénti szorzas. A fenti szamitasokban hasznalt tényezsk (faktorok) valojaban
egy valtozohalmaz konfiguracidival indexelt tablazatok/tombok. A pontonkénti szorzds
két ilyen tablazatot kombindl 0ssze: az indexalashoz hasznalt valtozok halmaza a szorzat-
ban a két eredetinek az unidja lesz, az egyes bejegyzések pedig az 1j indexbdl vetitéssel
visszakaphato eredeti indexekhez tartozo bejegyzések szorzata lesz, azaz pl. fixq(a,b,c) =
fi(a,b) x fao(b,c). Az tablazat két tényezd pontonkéni szorzatara ad egy példat.
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A| B fl(AuB) B|C f2(B7C) A|B|C fle(AaBJC)
I 1 0,3 1 0,2 I[ 11| 03x0,2
I | H 0,7 I | H 0,8 I/ T |H 0,3x0,8
H|I 0,9 H|I 0,6 I 1 H|I 0,7x0,6
HlH| o1 H|H| 04 I H|H| 07x0,4
H| T1|1]| 09x0,2
H|T|H 0,9 x0,8
H/ H|I 0,1x0,6
HIH|H| 0,1x0,4

1.1. tablazat. Két tényez6 pontonkénti szorzata.

Az eljaras komplexitasa polifakban.

Lathato, hogy a valtozo eliminécios algoritmus soran egy-egy 0sszegzés elvégzésével mindig
eltavolitunk egy csomopontot a képletbdl, vagyis az ilyen kiosszegzések szamét a valtozok
szama feliilrél korlatozza. Ezek utéan belathato, hogy a teljes eljaras koltségét az hatérozza
meg, hogy egy-egy kidsszegzés soran mekkora f_(...) tényez6t kell elgallitani és feldol-
gozni. Ezek mérete erésen fiige az eliminalas sorrendjétsl, de ennek helyes megvélasztasa
esetén, azaz ha ez konzisztens a halé egy topologikus sorrendezésével, a legnagyobb ilyen
tényezd is aranyos lesz az éppen eliminalt csomépont CPT-jének méretével.

Ha tehat a haloban a csomoépontonkénti sziil6k szamara, és a csomépontok értékkész-
letére is adott egy felss korlat (k és d), akkor az eljards komplexitasa O(nd¥) lesz (ahol n
a csomopontok szama).

Valtozok relevanciaja a kovetkeztetés szempontjabol

Tekintsiik a kovetkezd lekérdezést ugyanebben a haloban:
P(J|b) x P(b ZP ZP alb,e)P(J|a) > " P(mla). (1.7)

Lathato, hogy a > = P(m|a) mennyiség definici6 szerint 1 lesz, vagyis belathato, hogy
minden levélcsomopont, amely nem bizonyiték, vagy célvaltozo eltavolithaté a halobol a
konkrét kovetkeztetési esetben, mivel nem befolyasolja annak kimenetelét. Természetesen,
ha egy levélcsomopontot ily moédon eltavolitottunk, az Gj halo is tovabb ,nyeshets”, amibdl
a kovetkezd tétel adodik.

1.1. tétel (Valtozok irrelevanciija). Egy Bayes-hdloban minden csomdpont, amely nem
eleme vagy dse a bizonyiték- vagy a célvdltozoknak, irrelevans az adott lekérdezés szem-
pontjabol.

A relevans csomopontok halmaza tovabb sziikithets a kovetkezsk figyelembevételével:
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1.1. definicié (Moralis graf). Eqy DAG (iranyitott kormentes graf) moralis grafja gy
kaphato meg, hogy az eredeti grafban az eqyes csomopontok szileit eqymassal 6sszekityiik,
majd az gy kapott grdafban torélyik az élek iranyitdsdt.

1.2. definicié (m-szeparacio). Az X és Y wdltozohalmazokat Z m-szeparalja a G DAG-
ban, ha Z szepardlja X-et és Y-t G mordlis grafjaban.

1.2. tétel (Valtozok irrelevancidja I1.). Azon vdltozok, amelyeket G-ben a bizonyitékok
m-szepardlnak a célvdltozoktol, az adott lekérdezés szempontjdabol irrelevansak.

1.3.3. Kovetkeztetés polifakban

Ha a Bayes-halo egy t.n. erdd, azaz egy (potencidlisan) tobb fabol allo graf-, akkor létezik a
valtozok szamaban lineéris kovetkeztetési algoritmus. Ahhoz hogy ezt belassuk, tételezziik
fel, hogy a feladat egy célvaltozo egy adott értéke valoszintiségének kiszémitésaﬂ.

U,

&3

1.4. abra. Koévetkeztetés polifiban: az X célvaltozé egymastol fiiggetlen részekre szeparalja
a teljes halot.

A feladat tehat a P(X|E) valoszintség kiszamitasa, amely, ha az evidencidk teljes
halmazat kettébontjuk az X  feletti” és X ,alatti” részekre, a Bayes-szabaly segitségével
a kdvetkezd alakra hozhato:

P(Ex|X, EX)P(X|EY)

P(X|B) = P(X|BY, By) = =X

(1.8)

Mind a teljes marginalis eloszlas, mind egy tobbvaltozos konfiguracio valészintiségének kiszamitésa
megoldhat6 hasonlé nagysagrendben, hisz a marginalis kiszamithatd az eljaras egyszerd megismétlésével
a valtozo Osszes értékére, egy tobbvaltozos konfiguracio esetén pedig alkalmazhato a lancszabaly: kisza-
mitjuk az els§ célvaltozod valoszintiségét, ezutan felvessziik az evidencidk kozé, és kiszamitjuk a masodik
célvaltozo valoszintiségét az 1j, b6vitett evidencia mellett, majd végiil a kapott valoszintiségeket 0sszeszo-
rozva kapjuk az eredeti lekérdezésre a vilaszt. Vagyis a kovetkeztetés nagysagrendje O(cn), illetve O(n?)
nagysagrendben, ahol ¢ az adott valtozo kardinalitdsa, n pedig a valtozok szama
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A P(Ey|EY) értéke kezelhets konstansként, igy elhagyhato, hiszen az X feletti elosz-
last majd X értékei felett kapott értékek normalizalasaként kapjuk; tovabba, mivel X
d-szeparalja Ef-t és Ey-t az egyenlet a kovetkezSképpen egyszertisithets:

P(X|E) x P(Ex|X)P(X|E}). (1.9)

P(X|EY) kiszamitasa A P(X|EY) mennyiséget egyszertien kiszdmithatnank X sziilei-
nek (U) eloszlasai ismeretében, a P(X|U) feltételes valoszintségek P(U) szerint silyozott
osszegeként. Ezt felhasznalva P(X|EY) tovabb bonthato:

P(X|EY) =) P(X|u, EY)P(u|EY,). (1.10)

Mivel X d-szepardlja U elemeit, és Ey azokhoz tartozo részeit (az abran E-nek a
bejelélt dobozokban 16v6 részeit), P(u|EY,) felithaté a P(u;| EY) mennyiségek szorzatakeént;
a P(u;|EY) valoszintiségekben pedig EY a szitkebb Eyp,\ v halmazokra cserélhetd:

P(X|E}) = ZP X|u) HP ;| By, x)- (1.11)

Ez a képlet mér alkalmas lesz arra, hogy az eredetibe visszairva egy rekurziv eljaras alapjat
képezze, hisz P(X |u)-k a Bayes-halo CPT-inek bejegyzései, P(u;|Ey, x) pedig (P(X|E))-
hez hasonldéan szamithato, viszont ez mar kevesebb evidenciat tartalmaz vagyis intuitive
mér lathato, hogy az algoritmus ezen része terminalni fog.

P(Ey|X) szamitasa Kihasznalva a halo strukturajanak fagraf voltat (hasonloképpen
az egyenletre vezets megfontolasokhoz), P(Ey|X) is felithato egy X gyermekei (V;)
feletti szorzatként:

P(EX|X) = HP(Eyi\X|X), (1.12)

amelynek a tagjait ha felirjuk X gyerekei (Y;) és azok sziilei (Z;) feletti Gsszegzésekként,
kapjuk:

(Ex|X) = HZZP Eyvax|X,yi, ) P(yi, 2| X). (1.13)

Yi

Ha Ey,\ x-et E-hez hasonléan felbontjuk Y; alatti és feletti részekre (Ey, és EY \ )

(Ex|X) = HZZPE X, yir 20) P(EY x|X, 9 20) Py, 2] X). (1.14)

Yi

Kihasznalva, hogy Y; d-szeparélja Ey.-t X-t6l és 2;-t6], illetve, hogy z; d-szeparalja E;ﬁ -t
X-t6l és y;-t6l, valamint kiemelve egy z;-t6l nem fiiggd tagot a masodik szummabol:

(Ex|X) = HZPE |yi) ZP Y\X’Zﬁ P(ys, 2| X), (1.15)
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majd alkalmazva a Bayes-szabalyt P(EY, y|zi)-re

P(z|Ef\ )P(EY
50 = [ Pl s,

z;

amibdl:

zil By x )P EY\x
() =TT Pl 2 e ]\3(;)( W py X sgp(al). (L)

Itt kihasznalhatjuk, hogy a d-szeparacio miatt P(z;|X) = P(z;), illetve P(E;\X) -t atne-
vezve [3; normalizicios allandovas:

(Ex|X) = HZPE i) Zﬁz (21l B ) Pl X, 20)- (1.18)

A f;-k kiemelhetSk az Osszegzések elé, az igy keletkez6 [[, 5; pedig elhagyhato a késbbi
normalizacié miatt, Y; sziilei (Z;;-k) pedig fiiggetlenek lesznek egymastol Y; ismeretében,
igy egylittes valoszintségiik szorzatként felirhato:

(Bx1X) o [T PUB ) 3 PwilX, ) [ Pl Bzpe). (119)

A fenti kifejezés mér szintén felhasznalhaté a rekurziv algoritmusban, hisz
e P(Ey|y:) arekurziv megjelenése P(Ey|X)-nek;
e P(y;|X, z) CPT bejegyzések a haloban;

o P(zi|Ez,\y,) pedig a rekurziv megjelenése P(X|E)-nek.

Az eljaras komplexitasa. Lathato, hogy az eljairas minden csomdpontot maximum
egyszer latogat meg, hiszen az a célcsomopontboél inditott rekurziv hivasokbol all, ame-
lyek az élek mentén haladnak a célecsomoponttol tavolodva (a rekurziv hivasok soran az
azt indit6 el6z6 csomopont kizarodik a meglatogatott csomoépontok koérébsl); ebbdl pedig
kovetkezik hogy komplexitasa aranyos a csomopontok szamaban linearis.

1.3.4. Kovetkeztetés tobbszorosen osszekotott halokban

Ha a héaloban tobb 1t is vezet két csomopont kozott, a fenti algoritmus nem alkalmazhato.
Ilyen helyzetben alkalmazhatunk egy az 0Osszekotottség fokara érzéketlen egzakt algorit-
must mint példéuul a felsorolasos fejezet) Vagy a véltozéeliminéciés fejezet)
A halot atalakithatjuk egy polifa struktiraba valamilyen elJarassal. Ebben az alfejezet—
ben ilyen eljarasokra mutatunk egyszertibb példakat, illetve az alfejezet fog bemutatni
egy Osszetettebbet. Egy tovabbi lehet&ség, hogy lemondunk az egzakt kovetkeztetésrdl és
valamilyen sztochasztikus szimulacios (Monte Carlo) eljarast alkalmazunk. Ezek bemuta-
tasaval és hatteriikkel az alfejezet foglalkozik.
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Osszevonos eljarasok A halo csomoépontjai koziil bizonyosakat ésszevonunk @.n. me-
gacsomoOpontokba amelyek az altaluk tartalmazott eredeti csomopontok egyiittes feltételes
eloszlasat tartalmazzak. Az abra egy ilyen esetet illusztral.

@ (A () @&
® (© BxO
© ©

1.5. abra. Té6bbszordsen Gsszek6tott halé és a beldle osszevonassal 1étrehozott, megacso-
moépontokat tartalmazo transzformalt halo.

Bér a kovetkeztetés feladata ebben az 1j strukttraban mar végrehajthato a linearis
id6ben, az eredeti halohoz viszonyitva ez nem &ll fenn, hisz az Osszevont csomoépontok
értékkészlete a tartalmazott csomopontok értékkészletének Descartes-szorzata.

Feltételezéses eljarasok A feltételezéses eljardsok az el6z6 megkozelitésnek éppen az
ellenkezGjét alkalmazzak, itt az egyetlen, de (az egyes csomopontok szintjén) bonyolultabb
mésodlagos struktira helyett tobb, de egyszertibb halot hozunk létre, amelyekben mar
egyszeriien végrehajthatd a kovetkeztetés. Az itt bemutatott vdgdhalmaz feltételezésen
alapulo eljdrds a kovetkezs {6 1épésekbdl all:

e Keressiik meg a csomépontok egy olyan halmazéat, amely konfiguraciojat rogzitve a
halo strukturdja egy fava redukéalodik (az ilyen csomopont-halmazt nevezzik vdgo-
halmaznak, jeloljik ezt C-vel).

e A vagohalmaz lehetséges konfiguracioival szarmaztatott halok mindegyikén végezziik
el a kovetkeztetést: P(X|EU{C = c}).

e A keresett valoszintiség a fenti valoszintiségeknek a vagohalmaz egyes konfiguracioi-
nak valészintiségével silyozott atlagaként adodik:

P(X|E) =) P(X|EU{C =c})P(C =c|E) (1.20)
Ve
Ennél az eljarasnal is lathato, hogy a kovetkeztetés exponenciélis volta nem keriilhetd

meg: altalanos esetben a kiértékelends fak szdma a vagoéhalmaz méretében exponenciélis
(egészen pontosan a vagohalmaz elemei értékkészletei Descartes-szorzatanak szamossaga).

Adott pontossagu vagohalmaz feltételezés. FEnnél a modszernél lehet&ség van a sza-
mitasi komplexitis csokkentésére —természetesen a pontossag rontasa, és az egzaktsagrol

val6 lemondas dran— megtehetjiik, hogy csak adott 6sszvaldszintiségi alhalora végezziik el
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a kovetkeztetést és az ezekbdl addodo eredményt korrigaljuk a figyelembe vett halok 6ssz-
valoszintiségével. Ha tehat a vilasz pontossaganak példaul 0,1-en beliil kell lennie, annyi
alhalot kell figyelembe venniink, amennyinek az 6sszvaldszintisége a 0,9-et meghaladja.

1.4. A PPTC kovetkeztetés

A PPTC (Probability Propagation in Trees of Clusters) eljaras soran az eredeti Bayes-
halobol egy mésodlagos strukturat hozunk létre, amely a véltozok eloszlasat (illetve po-
tencialisan az evidencidkat is) mar egy olyan formaban tarolja, amely egyszeri eljarasok-
kal, kozvetleniil felhasznalhato a lekérdezések megvalaszolasara. Mint azt a tovabbiakban
osszefoglaljuk, az eljaras két {6 részbdl all: elGszor a grafstruktarat transzformaljuk egy
u.n. klikkfaba; majd ezutan az eredeti hald csomodpontjainak feltételes eloszlasait, illetve
az evidenciakat vissziik be a klikkfa csomdpontjaiba.

Az eljarast el6szor Lauritzen és Spiegelhalter publikalték [2], ebben a fejezetben pedig
Huang és Darwiche metodolégiai cikkének [I] f6bb elemeit ismertet;jiik.

1.4.1. Klikkfa konstrualasa

A PPTC eljaras els6 részeként az eredeti struktirabol egy masodlagos struktirat hozunk
létre. A kovetkezs részekben ennek a lépéseit vessziik sorra. Az abra ennek a folya-
matnak a lépéseit illusztralja.

(a) A
(B)

1.6. dbra. A masodlagos struktira létrehozasanak lépései a PPTC algoritmusban: az
eredeti Bayes-halo struktiira (a), a morélis graf (b), a haromszogesitett graf (c), a klikkeket
(folytonos) és szeparalé halmazokat (szaggatott) tartalmazé klikkfa (d).
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Moralis graf forméara alakitas Els§ 1épésként a DAG-ot annak moralis grafjava ala-
kitjuk, azaz Osszekotjiik az egyes csomoépontok sziileit egymaéssal, majd toroljiik az élek
irdnyitottsagat.

Haromszogesitett graf A kapott morélis grafot hdromszogesiteni kell, azaz minden,
3-nél hosszabb korben kell lennie 2, a korben nem szomszédos, 6sszekotott csomopontnak.
A haromszogesités megvalositasara az algoritmus szolgalhat.

Algorithm 1.2 Moralis graf Gj; haromszogesitése

Készitsiink Gj-r6l egy masolatot: Gy,
while G, # @ do
Vilasszuk ki G;-b6l a V' cstcsot afg] sortol lefrt kritérium szerint.
V' és szomszédai egy u.n. klikket alkotnak, kossiik Ossze az Gsszes csomopontpart
a klikkben, és az tjonnan hozziadott éleket hiizzuk be GGj/-ben is.
Toroljik V-t G-bél.
6: end while
7: (Gjr az Gjonnan hozziadott élekkel igy méar haromszogesitve van.

ot

8: A B sorban alkalmazott kritérium:

9: Egy csomoépont siulya annak értékkészletének szamosséga.

10: G',; csomopontjai koziil valasszuk azt, amelyik a [4| sorban a lehetd legkevesebb él
grathoz adaséat indukalja.

11: Ha tobb ilyen is van, valasszuk a legkisebb stlytit.

Mint lathatod, G, hatékony haromszogesitéséhez minden csoméponthoz két szameérté-
ket kell szamon tartani: az altala esetlegesen okozando él-hozzaadasok szamat, és a hozza
tartozo klikk sulyat. Ezeket az értékeket azonban nem kell minden csomoépont-torléskor a
teljes halora tjraszamolni, elég csak az utoljara tordlt V' csomoépont szomszédaira Gjrasza-
molni Sket.

Klikkek azonositasa A haromszogesitett grafban azonositani kell a maximalis klikkeket
(teljesen Osszekotott csomoponthalmazokat), ezek fogjak a klikkfa csomopontjait alkotni.
Bar vannak altalanos eljarasok tetszéleges grafban vald klikk-keresésre, ebben a lépésben
felhasznalhatjuk, hogy (1) minden a grafban 1évé klikk a haromszogesités soran jott 1étre;
és (2) egy ilyen klikk nem lehet egy korabban létrehozott méasik klikk részhalmaza. Ebbdl
kovetkezGen, elég, ha a haromszogesités sorén feljegyezziik azokat a klikkeket, amelyek az
eddig lementettek egyikének sem részhalmazai: ez a lista meg fog egyezni a klikkekével

Optimalis klikkfa épitése A fentebb elGéllitott klikkekbdl ezutan ki kell alakitani a
klikkfat, mégpedig tugy, hogy lépésrél-1épésre Osszekotogetjiik a klikkeket, amig a fa az
Osszeset nem tartalmazza. A klikkek Osszekotése formalisan gy torténik, hogy kozéjik a
grafban egy t.n. szepardld halmazt (angol terminologiaval sepset-et) illesztiink a grafban.
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A sepset ugyanigy az eredeti halo6 csomoépontjainak egy halmazat tartalmazza, mint a
klikkek, nevezetesen azokat, amelyek a hozza kapcsolodd mindkét klikkben jelen vannak.
Az, hogy a klikkeket milyen médon kotjik Ossze egy faban, a teljesitmény miatt 1é-
nyeges. Az algoritmus egy olyan kivalasztasi kritériumot tartalmaz, amely biztositja,
hogy a klikkfa a kovetkeztetés szamitasi komplexitasa szempontjabol optimalis legyen.

Algorithm 1.3 Optimalis klikkfa épitése

1: Kezdjiink n darab kiilonallo, egy csomopontos graffal (a ¢ € C klikkekbdl) és egy S
iires halmazzal.

2: for each (X,Y)in (X,Y): X, Y €C,X #Y do

3: Allitsuk el6 az Sxy sepset-et, amely X-re és Y-ra hivatkozik szomszédaiként és
X NY csomoépontokat tartalmazza.

4: Adjuk hozza Sxy-t S-hez.

5: end for each

6: repeat

7: Valasszunk ki egy Syy sepset-et S-bél, a [I1] sortdl kezd&dden leirt kritérium
szerint.

8: Toroljik Syy-t S-bdl.

9: Illessziik be Sxy-t az altala hivatkozott X és Y klikkek kozé, feltéve, hogy X és Y
kiilon fakban vannak.
10: until Beillesztettiink n — 1 sepset-et.

11: A0 sorban alkalmazott kritérium.

12: Sxy sepset tomege az altala tartalmazott csomoépontok széma, azaz | X NY|

13: Sxy sepset koltsége X és Y klikkek stulyanak osszege, ahol egy klikk silya az 6t
alkot6 csomopontok stlyainak szorzata (lasd [1.2] algoritmus, [0} sor).

14: Az Sxy € S sepset-ek koziil valasszuk azt, amelyiknek a legnagyobb a tomege.

15: Ha tobb ilyen is van, akkor ezek koziil azt, amelyiknek a legkisebb a koltsége.

Ures sepset-ek A fenti algoritmusban olyan sepset-ek is el6fordulhattak, amelyek nem
tartalmaztak egy csomopontot sem. Bér a legtobb esetben ezek a sepset-ek nem jelennek
meg a végss struktiraban, ha az eredeti halo nem volt teljesen Gsszekotve, a klikkfa is
tartalmazni fog ilyen sepset-et (egészen pontosan annyit, ahény a kiilonallé komponensek
Osszekotéséhez kell, vagyis ha az eredeti graf K darab komponensbdl allt, akkor K — 1-et).

1.4.2. Valészintiségek terjesztése a klikkfaban

Ha a fenti modon elgallt a klikkfa struktiraja, a klikkek és sepset-ek altal térolt valoszi-
ntiségi eloszlasokba be kell vinni az eredeti Bayes-héalo altal reprezentalt értékeket. Ez a
kovetkezs £6 1épésekkel torténik.
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Inicializacié A csomopontok (vagyis klikkek és sepsetek) altal tarolt valoszintségi po-
tencialok inicializalasa az [1.4] algoritmus szerint torténik.

Algorithm 1.4 Klikkfa potencialjanak inicializélasa

: for each X in CUS do
ox <1

end for each

: for each V in U do
Keressiink egy X klikket, hogy V U Pa(V) C X
¢x < oxP(V|Pa(V))

end for each

RIS S

Vagyis el6szor minden klikk és sepset potencialjat ,feltoltjiik” 1-esekkel, majd pedig
minden BN csoméponthoz keresiink egy olyan klikket, amely tartalmazza annak csaladjat,
és annak potencialjaba pontonkénti szorzassal bevissziik a valtozo feltételes valoszintségi
eloszlasat, P(V|Pa(V))-t. Ezutan a klikkfara igaz lesz a kovetkezs:

Hi\il ¢Xi _ ngl P(Vk‘CVk>
va;ll qbsj 1
(ahol N a klikkek, @) a BN csomopontjainak szdma, ¢y pedig a H halmaz feletti potencial),
vagyis a klikkfa globalisan konzisztens lesz.

= P(U) (1.21)

Evidencia bevitele. Ha bizonyos valtozokrol rendelkezésre allnak evidencidk is, akkor
ezek is konnyen bevihetSk a rendszerbe: ha Ay jeloli a V' valtozoval kapcsolatos ismere-
teinket leir6 valoszintségi potencialt, akkor elég egy megfelels (azaz V-t tartalmazo) X
klikkbe bevinni ezt is egy pontonkénti szorzassal:

Px < dxAv (1.22)

A valoszintiségek globalis terjesztése. A valoszintiség-terjesztés célja, hogy a klikkfat
lokalisan is konzisztenssé tegye, vagyis annak csomépontjai valoban az altaluk tartalmazott
valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazzak. Ezt a mtveletet egy sor, szomszédos klikkek
kozotti t.n. iizenetkiildéssel valosithatjuk meg. Egy X-bol Sxy-on keresztiil Y-ba kiildott
tizenet utan Ryy konzisztens lesz X-szel (vagyis ¢s,, = ZX\(Xm,) ¢x), mikdzben a

PU) = % egyenlet sem sériil.
05,

A globélisjvalészinﬁség—terjesztés sordn minden klikk minden egyes szomszédjahoz pon-

tosan egy iizenetet fog kiildeni, és a teljes folyamat végére a klikkfa lokalisan konzisztens

lesz. Egyetlen iizenetkiildés a kovetkezdk szerint torténik, az alabbi két 1épésben:

Projekcié. Taroljuk el Sxy régi tablajat, és rendeljiink hozza egy tjat:

Doy ¢ Psxy (1.23)
G5y D Ox (1.24)
X\SXY
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Abszorpcié. Rendeljiink Y-hoz egy 4j tablat Syy régi és 4j tablajanak felhasznalaséval:

Py < oy (/b;gxy- (1.25)
¢SXY
Belathato [Jensen|, hogy ¢ . csak ott vehet fel 0 értéket, ahol ¢g,, is, az ilyen
esetekben vegyiik tigy, hogy ¢ =0

A teljes valoszintiség terjesztés soran egy tetszélegesen valasztott X klikkbdl indulunk,
majd ebbdl kiindulva torténik meg a 2(n — 1) darab tizenetkiildés. Ez két fazisban torté-
nik, az els6, G.n. bizonyiték-gyijtési fazisban minden klikk X iranyaba kiild iizenetet, a
méasodik, G.n. bizonyiték-elosztasi fazisban (X-szel kezdve) minden klikk X-t6] tavolabbi
szomszédainak kiild iizenetet, az rekurziv algoritmus szerint. Ebben minden egyes
klikkhez egy jelzébitet (b(X)) rendeliink, amelynek segitségével szamon tartjuk, hogy az
adott fazisban mely klikkek kiilldtek méar iizenetet és melyek nem.

Normalizalas. Ha a fentiek sorédn bizonyitékok bevitelére is sor keriilt az egyes cso-
mopontok nem feltétel nélkiili, hanem az evidenciakkal egyiitt vett eloszlasokat fognak
tartalmazni, vagyis példaul P(V,e)-t. Ahhoz, hogy ezekbdl megkapjuk az altalunk kere-
sett P(V]e)-ket sziikséges még a klikkek és csomopontok tablainak normalizaléasa is.

1.4.3. Kovetkeztetési esetek

Ha a fenti médon a klikkfat lokalisan és globélisan is konzisztenssé tettiik, végre elkezdhe-
tiink benne kovetkeztetni. Az alabbiakban réviden vazoljuk, hogy az alapvets kovetkezte-
tési esetek megoldasat.

Egyetlen valtozé marginalisa. A lokalis konzisztencidnak megfelelGen minden klikk és
sepset tablaja egy valos tobbvaltozos marginalist tartalmaz, ennek megfelelGen, ha egyet-
len véltozoéra vagyunk kivancsiak, elég keresniink egy (lehetéleg minél kevesebb véltozot
tartalmazo) csomépontot, és annak tablajabol marginalizalassal elgallithatjuk a keresett
val6szintiségi eloszlast.

Tobb valtozé marginalisa. Ha létezik olyan klikkfa csomépont, amely tartalmazza az
Osszes lekérdezés-valtozot, a marginalizalas itt is végrehajthat6. Ha viszont nincs olyan
klikk, amely teljes egészében lefedné a célvaltozok halmazat, a lancszabalyt kell alkalmaz-
nunk.

Egy masik lehet6ség még a globélis konzisztencia, vagyis a

PU) = % (1.26)

egyenlet kihasznalasa. Ezt felhasznalva a keresett valoszintiségek szintén elGéallithatok (bar
a szerzG tapasztalata szerint joval kevésbé hatékonyan, mint a lancszabaly alkalmazaséval).
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Algorithm 1.5 Globélis valoszintiség-terjesztés
1: Vélasszunk egy tetszdleges klikket: X.

2: for each C in C do b(C) < false
3: end for each
4: call COLLECT-EVIDENCE(X)

5. for each C in C do b(C) < false
6: end for each

7. call DISTRIBUTE-EVIDENCE(X)

8: function COLLECT-EVIDENCE(klikk X)
9: b(X) « true

10: for each Y in X szomszédai do

11: if b(Y') = false then call COLLECT-EVIDENCE(Y)

12: end if

13: end for each

14: Kiildjiink tizenetet X-bdél abba a csomdpontba, amely ezt a fiiggvényhivast indi-
totta.

15: end function

16: function DISTRIBUTE-EVIDENCE(klikk X)
17: b(X) « true

18: for each Y in X szomszédai do

19: if b(Y') = false then

20: Kiildjiink tizenetet X-bdl Y-ba.
21: call COLLECT-EVIDENCE(Y)
22: end if

23: end for each

24: end function

1.5. Kozelité kovetkeztetés sztochasztikus szimulaciéval

Sztochasztikus szimulécios eljaras alkalmazasara akkor van sziikség, amikor az egzakt ko-
vetkeztetési eljarasok —azok szamitasi koltségei miatt— nem alkalmazhatok. A Monte Car-
lo eljarasok alapfeladata és a hozza tartozo alapelve a kovetkez6: adott egy valdszintségi
valtozotol fliged mennyiség, amelynek keressiik a valdszintiségi véaltozo eloszlasa szerin-
ti varhatoértékét; mivel a teljes eloszlas nem kezelhets, ezért mintavételezziik azt, és a
mintabol szamitott statisztikdval becsiiljiik a keresett mennyiséget. Képlettel kifejezve:

A

Bpoo (/X)) = Epon (F(X) = 1 30 7(X0), (1.27)
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A mi konkrét esetiinkben, a Bayes-halokban val6 prediktiv kovetkeztetés esetén, a min-
tavételezendd eloszlas a halo altal reprezentalt egyiittes eloszlés feltéve a bizonyitékokat, a
keresett mennyiség pedig a célvaltozo(k) marginélis eloszlésa. Lathato, hogy az alfe-
jezetben bemutatott felsoroldsos modszer a mintavételezendd eloszlas kimerité felsorolésos
feldolgozéasanak felel meg.

Mivel azonban ez a naiv megkozelités a legritkdbb esetekben vezet csak eredményre,
ebben az alfejezetben elGszor olyan egyszertibb eljarasokat mutatunk be, amelyek magat a
halo eloszlasat mintavételezik; majd a Markov-ldancos Monte Carlo (Markov Chain Monte
Carlo — MCMC) modszerek rovid elméleti attekintése és a Bayes-halos kovetkeztetésre
valo alkalmazésanak bemutatésa kovetkezik.

1.5.1. Mintageneralas ,jires” halébol

A mintavételezésen alapuld kovetkeztetési eljarasok mindegyike azon alapul, hogy a halo
(és esetleg az evidencidk) alapjan general egy mintahalmazt, amely alapjan méar kiszamit-
hatunk egy statisztikat, amellyel a kérdéses valoszintiséget becsiilhetjik. A legegyszeriibb
esetben az evidencidkat figyelmen kiviil hagyva generalunk egy mintahalmazt a halo altal
leirt egyiittes eloszlasbol.

Egyetlen minta generalasa Bayes-halobdl Az eljaras alapeleme egyetlen minta ge-
neralasa, amely a kévetkezd 1épésekbdl all:

1. Vegyiik a csomdpontok egy topologikus sorrendjét, kezdetben minden csomépont
alljon behelyettesitett érték nélkiil. Ebben a sorrendben minden egyes csomépontra:

2. Sorsoljunk ki egy értéket az aktualis csomopontnak annak a halo altal leirt feltételes
valoszintiségi eloszlasabol, feltéve a sziilgk aktualis értékeit (P(X|Pa(X))); adjuk
értékiil a csomopontnak a kisorsolt értéket.

3. Ha végiglépdeltiink az 6sszes csomoponton, a nekik adott értékek alkotjak a kisorsolt
konfiguraciot.

1.5.2. Elutasité mintavételezés

A fenti eljaras kell§ szamu ismétlésével kapott minta mér egyszertien felhasznalhatod egy
adott (halobeli) esemény adott evidencidk melletti valoszintiségének megbecslésére: ez
egyszertien az céleseménnyel és az evidenciakkal is kompatibilis mintédk szaménak aranya
lesz az evidenciakkal kompatibilis esetek szamahoz.

Az G.n. elutasito mintavételezés a fentieknek megfeleléen még két lépést alkalmaz a
generalt mintan:

1. Kisziri (.elutasitja”) a mintabol azokat, amelyek nem kompatibilisek az evidenciak-

kal.
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2. A fennmaradd mintan a kérdéses feltételes valoszintiség a célkonfiguraciéval kompa-
tibilis mintdk szaméanak aranya a teljes (mar megsziirt) mintaszamhoz.

A modszer {6 elénye az egyszertisége, hatranya viszont, hogy a becslés sordn valoban
felhasznalhaté mintak szama az evidencidk mennyiségével exponenciélisan csokken.

1.5.3. Val6szintiségi stlyozas

Ez az algoritmus az el6z6 modositasa annak az érdekében, hogy elkeriilhessiik a becs-
lésben fel nem hasznalhato (az evidencidkkal inkompatibilis) mintak generalasat. Ennek
eléréséhez az alap mintageneralési lépést annyiban modositjuk, hogy az evidencia-valtozok
értékeit rogzitjiik és csak a fennmaradoknak sorsolunk; az igy nyert mintékat azonban sui-
lyoznunk kell: mig korabban minden egyes minta 1.0 stullyal szerepelt, most ezt a silyt
meg kell szorozni az evidencia-valtozok feltételes valoszintségeivel (intuitive lathato, hogy
ezzel lényegében a mintavételezés soran elutasitott —azaz az evidencidkkal inkompatibilis—
mintékkal egyiitt kapott szamokhoz képesti aranyokat kapjuk meg).

A becsiilt valoszintiség maga az el6z6 eljarashoz hasonldan, a lekérdezéssel kompatibilis
és az Osszes mintak osszstlyainak aranyaként all eld.

Bar ez az eljaras mar hatékonyabb, mint a elutasito mintavételezés, mert figyelembe
veszi az Osszes legeneralt mintat, az még mindig problémat jelenthet (hatékonysagi szem-
pontbol), hogy eléfordulhat, hogy a teljes minta Osszsulyanak egy nagyon nagy részét a
mintak egy kis héanyada képviseli. Azok a mintdk ugyanis, amelyek valosziniiségileg ke-
véssé illeszkednek csak a bizonyitékékhoz kis stilyokat kapnak igy hatasuk a végsé becslés
szempontjabol sem lesz jelentGs.

A tovabbiakban bemutatott Gibbs-mintavételezd ezt a gyengeséget orvosolja oly mo-
don, hogy a mintavételezés soran végig olyan konfiguracidkat sorsol, amelyek az adott
szituacioban valoszintiek. Miel6tt a Gibbs-mintavételezs részletezésére térnénk, attekint-
jik az annak alapjaul szolgalé Monte Carlo-eljarasokat.

1.6. A Monte Carlo-eljarasok attekintése

A Monte Carlo eljarasok alapotlete, hogy egy eloszlas feletti integralt vagy (az ebben a
fejezetben vizsgalt diszkrét esetben) Gsszegzést annak analitikus megoldasa helyett vala-
milyen mintavételezési eljaras segitségével kozelitsenek.

Adott tehat a kiszamitando

[ = Exxlf(X)] (1.28)

mennyiség, amelynek kozelitésére a kovetkezs lépéseket alkalmazzuk:

e Generaljunk egy {X;}Y, figgetlen, azonos eloszldsi (independent, identically dist-
ributed — i.i.d.) mintahalmazt (X ) mintavételezésével.

e A minta alapjan szamoljuk ki az fy = Zfil f(X;) kozelitést.
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e Adjunk valamiféle megbizhatosagi becslést az |f — f| valos és becsiilt érték kozotti
eltérésre.

Bayes-halokban valo kovetkeztetés esetén a mintavételezendd 7(X) eloszlas a halo altal
reprezentalt P(U) egyiittes eloszlas, esetleg ennek az evidencidk szerinti feltételes értéke:
PU |E) A keresett f érték pedig a célvaltozok marginalis eloszlasa, esetleg azok egy

sz 0z

A becslés megblzhatosagarol a kdovetkezd eredmények léteznek:

o A nagy szdmok erds torvénye alapjan az fy becslés erGsen konzisztens, azaz:

P(lim fy=f)=1. (1.29)

o A kdzponti hatdreloszlds tétele szerint fN standardizaltja aszimptotikusan Gauss-
eloszlasu lesz:

fNU;T — N(0,1), ha N — oo, ahol oy = %

e Ha, mint a mi esetiinkben, f(X) korlatos, akkor a kozelités konvergencidjanak se-
bességére tovabbi becslések adhatok a Hoeffding- és a Bernstein-egyenlGtlenségek
alapjan (specifikusan, ha 0 < f(X) < 1):

(1.30)

p(|fx = Fl = €) < 2exp(—262N) < 677 (1.31)

Ellfy — [l < \/% (1.32)

1.6.1. Fontossagi mintavételezés

Abban az esetben, ha a m(X) eloszlas nem mintavételezhets hatékonyan, de rendelkezésre
all egy megegyez6 tartoju q(X) eloszlas, amelyen ez megtehets, alkalmazhatjuk a fontos-
sagl mintavételezést. Ebben az esetben a ¢(X)-bdl vett mintékat a kévetkezs képleten
keresztiil hasznalhatjuk fel f kozelitésére:

(X (X)

0 (1.33)

[=Exx)[f(X)] = Eqx)l

vagyis az fN kozelités az aldbbi szerint szamithato:

; NZt 1w(Xt al
v = — ), 1.34
I N Zt 1w(Xt 2:: ( )

ahol w(X;) és w*(X;) a fontossagi stulyok:
(X)L w(Xy)

q(Xt)’w = %Zi\ilw(Xt) (1.35)

w(Xy) =
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1.6.2. Markov-lancok

1.3. definicié (Markov-lanc). Az X = {Xo, X1,...} valdsziniségi vdltozok sorozata egy
(elsérendii) Markov-lanc, ha P(X;|X;_1,... Xo) = P(X¢|X;—1) A Markov-ldnc homogén,
ha P(X| X, 1) nem figg t-tél.

A fenti X, valtozokat altalaban a Markov-lanc dllapotainak tekintjiik, amelyeket az
egymas utan felvesz; ahhoz, hogy egy folyamat Markov-lanc lehessen —mint az a defini-
ciobol latszik— az kell, hogy allapotai a miltbeli adllapotoktol csak a megel6zén keresztiil
fiiggjenek. A t paraméternek gyakran valamiféle idébeli interpretaciot tulajdonitunk.

A tovabbiakban az X, allapotokat természetes szamokkal (4,7, ...) jeldljik, és mivel
feltessziik, hogy a vizsgalt Markov-lancok homogének (vagyis id6-invariansok), az i al-
lapotbol j-be valo atlépés valoszintiségét p;; = P(X, = j|X;—1 = i)-vel jeloljik. A p;;
értékekbdl alkotott egylépéses dllapot-dtmeneti mdtriz pedig P = Plp;j|]. Az n-1épéses
allapot-atmeneti matrix P n-edik hatvanya: P™ = P",

1.4. definici6 (Invaridns eloszlas). A p™ eloszldst a x homogén Markov-ldnc invaridns
eloszldsdnak nevezziik, ha p'™ = p'™ P, ahol P x dllapotdtmenet-mdtriza. (Kivetkezés-
képpen, ha p© = p"™ akkor ¥t : p) = p/™v.)

Markov-lancok tulajdonsagai

Az alabbiakban sorra vessziik a Markov-lancok legfontosabb tulajdonsagait, és a hozzajuk
kapcsolodo alapvets tételeket.

1.5. definicié (Stabilitas). Az X Markov-ldnc stabil, ha a lim;_. p(X;) = p>) létezik,
valdban eqy eloszlds és fiiggetlen a p(Xo) kitnduldsi eloszldstél. p>)-t hatérérték- vagy
egyensulyi eloszlasnak nevezziik.

1.6. definici6 (Irreducibilitas). A diszkrét, véges dllapoti X Markov-ldnc irreducibilis, ha

Mmis) 5 .

barmely (i, j) pdrra létezik ni; > 0, hogy p;;

1.7. definicié (Aperiodicitas). A diszkrét, véges dllapoti X Markov-lanc aperiodikus, ha
van olyan i (irreducibilitast feltételezve ez barmely i-re igaz), hogy létezik n; > 0, hogy
(n)

>0

i

barmely n > n;-re p

1.3. tétel. Ha eqy diszkrét, véges dllapoti X Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus,

akkor X stabil, és létezik egyetlen invaridns eloszldsa, amely X hatdrérték-eloszldsa (vagyis

P’ az egyetlen, nemnegativ megolddsa p'™ = p'>P-nek és p(>) eloszlds).

A stabil Markov-lancok esetén ezt a hatéarérték-eloszlast (p™, p™) m(X)-szel jeloljiik.

1.4. tétel. Ha a diszkrét, véges dllapoti X Markov-linc stabil és [ = Ex)[f(X)] < oo,
akkor P(limy o0 fv = f = 1), ahol fx = £ SN f(X)
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1.8. definicio (Ergodicitas). A diszkrét, véges dllapoti X Markov-ldnc geometrikusan
ergodikus, ha létezik 0 < A <1 és V(.) > 1 fiigguény, hogy

Vit |pl) —m| < V()N (1.36)
J

A legkisebb ilyen A-t a konvergencia sebességének hivjuk.

1.5. tétel. Legyen X eqy diszkrét, véges dllapoti, geometrikusan ergodikus (vagyis stabil is)
Markov-lane, annak invaridns eloszldsabdl w(X) inditva, [ pedig egy valds értékd figgvény,
amelyre igaz, hogy E.[f(X)**¢] < oo wvalamely ¢ > 0-ra. Ekkor f = E.[f(X)], és 0% =
Var,(f(X)) jelslések mellett fy = ~ SV F(X)-re:

T8 = 0"+ 2 E[(f(Xo) = F)(f(Xx) = )] (1.37)
k=1
létezik, nemnegativ és véges, valamint
Nog L % N(0,1), ha N = oo (1.38)
T

1.6.3. A Metropolis—Hastings-algoritmus

Jelolje m(X) a normalizélatlan, szigorian pozitiv (Vi : m; = n(X =4) > 0) céleloszlast az
S =0,1,... K halmaz felett. Legyen (), egy atmenet-valoszintiségi méatrix (Q1 = 1), az
u.n. javasolt eloszlas, gy hogy g;; > 0 akkor és csak akkor, ha ¢;; > 0. Definidljuk a x
Markov-lancot a P allapotatmenet-matrixszal a kdvetkezdképpen:

Vi # j @ pi; = ¢;jmin(1, w), (1.39)
Tidij
% = 0-t feltéve és p; = 1 — Zj i Dij definiciéval. Fontos latni, hogy csak a 7 céleloszléas
elemeinek aranyaira van sziikségiink, ami jol illeszkedik a bayesi analizis soran elGfordulé
normalizalatlan eloszldsok alkalmazéasahoz.
A definialt Markov-lanc stacionarius eloszlasa 7(X) lesz, ami kénnyen belathato, lat-
van, hogy a részletes egyensuly-feltétel teljesiil. Az i = j ésa q;; = gj; = 0 esetek trividlisan
teljestilnek. Ha @ # j és ¢;; > 0, akkor feltéve, hogy m;q;; > m;q;;:

_ i9ji
TiPij = T

— = Qi = TjDji (1.40)
Ha @) irreducibilis, akkor P is az lesz, és ez hasonloképpen igaz az aperiodikussagra is.
Kovetkezésképpen, ha talalunk egy olyan () javaslati eloszlast, amely irreducibilis és ape-
riodikus, akkor egy adott w(X) céleloszlashoz a fenti konstrukeié egy stabil és reverzibilis
Markov-lancot definial, amelynek (invarians) hatareloszlasa 7(X) lesz.
A Metropolis—Hastings-algoritmus alkalmazasa tehat az alabbi {6 1épésekbdl all:

www.tankonyvtar.hu (© szerzb neve, egyetem


http://www.tankonyvtar.hu

1. fejezet. Egzakt, optimalizaciés, és Monte Carlo kévetkeztetések VGM-benn 25

0. (Konstrualjuk meg a poszterior eloszlas egy P° kozelitését; ezt az MCMC inicializa-
lasara és késsbb esetlegesen ellendrzésre hasznalhatjuk.)

1. Konstrualjunk egy irreducibilis és aperiodikus () javaslati eloszléast, specifikusan a
doménhez.

2. Sorsoljunk egy z( kiindulo allapotot P°-bél.

3. t=1,2,... -ra:
Sorsoljunk egy z* jelolt allapotot (Q-bol, feltéve x4-t.
Szamitsuk ki az « elfogadasi valoszintiséget az x4-b6l z*-ba torténd 1épésre:

Ty qx*,zt

a(xy, ) = min(1,
Wxtht,x*

(1.41)

Legyen x4, = x* a(xy, x*) valoszintiséggel, kiillonben legyen x;,1 = ;.
4. Folytassuk ezt, amig az a lanc nem konvergél és el nem éri az elGirt konfidenciat.

5. (Ertékeljiik ki a konvergencia sebességét és javitsunk a hatékonysagon @ tjraterve-
zésével; ezutan lépjlink vissza 2-re.)

6. (Vessiik 6ssze a modszert P° fontossagi Gjramintavételezésén alapulé alap modszer-
rel; ezutan lépjiink vissza 1-re.)

A Metropolis—Hastings algoritmus alesetei

A fentebb ismertetett Metropolis—Hastings algoritmus a legaltalanosabb MCMC eljarés;
bizonyos paramétereinek kiilonféle beallitasaival szdmos, a szakirodalomban szamon tar-
tott specialis esetét kapjuk. Ezek koziil a kovetkezbket kell megemliteni:

Metropolis-algoritmus. Akkor all el§, ha a ) allapotatmeneti matrix szimmetrikus.

Véletlen bolyongis Metropolis-algoritmus. Ha () csak a jelenlegi és a javasolt alla-
pot k6zott értelmezett valamilyen tavolsagtol fligg: q(x*|x;) = q(|a* — x4|).

Fiiggetlen mintavételezé. Ha Q) nem fiigg a jelenlegi allapottol: ¢(z*|z;) = q(x*).

Gibbs-mintavételez6. Ha () olyan, hogy az allapotvektornak egyszerre mindig csak egy
elemét valtoztatja meg, annak a tobbitdl valo feltételes eloszlésa szerint, 1 elfogadasi
valoszintséggel.
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1.6.4. Kovetekztetés Bayes-halokban Gibbs-mintavételezéssel

A Gibbs-mitavételezd a kovetkezd 1épéseket koveti.
1. Kisorsolunk egy konfiguraciot, amely kompatibilis a bizonyitékokkal.

2. Rogzitjik az evidencia-valtozok értékét, majd a fennmaradé valtozokon periodiku-
san:

3. Az aktudlis valtozo értékét djrasorsoljuk a tobbi valtozo (praktikusan az aktudlis
valtozo Markov-takardja), mint feltétel szerint.

4. Minden egyes, a fenti 1épés szerint kapott konfiguricié egy-egy eleme lesz a teljes
mintahalmaznak.

1.7. Flggelék: A kovetkeztetés komplexitasa Bayes-halékban

Egy Bayes-hal6 ,mérete” Ahhoz, hogy beszélni tudjunk egy eljaras tar- és idsigé-
nyérdl, meg kell tudnunk hatarozni a bemenet (esetiinkben az adott Bayes-halo) hosszét.
Egy Bayes-halo leirasahoz annak struktarajat, illetve a csomoépontokhoz tartozo feltételes
eloszlasokat kell megadnunk. Ezt megtehetjiik tgy, hogy minden csomépontra megad-
juk annak sziileit, és a CPT bejegyzéseit. Mivel ez utobbiak szama a csalad (a gyermek
és sziilel) tagjai értékkészlete Descartes-szorzatanak szamossaga, vagyis a sziilok szama-
ban exponenciélis, a strukturélis informaci6 mértékét elhanyagolhatjuk és tekinthetjiik a
Bayes-halot meghatarozo paraméterek szaméat az osszes CPT bejegyzés szamanak. (Az,
hogy az eloszlas-kényszer miatt egy-egy CPT mérete valojaban |gyerek| — 1-gyel aranyos
szintén elhanyagolhato, hiszen csak egy polinom szorzot jelent.)

Mint fentebb lattuk, a kovetkeztetés komplexitasa egy naiv, az 6sszes lehetséges valtozo-
konfiguraciot felsorolé eljaras esetében arényos ezek szamaval, ami a valtozok szamaban
exponencialis, vagyis valos alkalmazasok esetén kivitelezhetetlen. Az alabbiakban bemu-
tatjuk, hogy az ismert 3SAT probléma visszavezethets a Bayes-halokban valo kovetkezte-
tésre, amibdl kovetkezik, hogy az valéban NP-nehéz. A koévetkezdkben néhény, az algorit-
mikus problémak nehézségével és nehézségiik 6sszehasonlitasaval kapcsolatos alapfogalmat
tekintiink &t.

1.9. definici6 (P). P = Up> TIME(n*), ahol TIME(.) a Turing-gépek dltal a bemenetnek
a paraméterben megadott figguényével ardnyos idében felismerhetd (megoldhaté) nyelvek
(problémdk) osztdlya.

Vagyis P azon nyelvek (problémék) halmaza, amelyek a bemenet hosszanak valamilyen
polinomialis fiiggvényével aranyos idében felismerhets (eldonthets). Altalanosan kijelent-
hets, hogy a P-be tartozé probléméak ,konnyen”,  hatékonyan” megoldhatok, kezelhetdk.

1.10. definicié (NP). NP = Up>;NTIME(n*), ahol NTIME(.) a nemdeterminisztikus
Turing-gépek dltal a bemenetnek a paraméterben megadott fligguényével ardnyos iddben
felismerhetd (megoldhatd) nyelvek (problémdk) osztdlya.
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Az NP-beli problémék tehéat olyanok, amelyek esetén egy megoldéasrol polinom idd-
ben eldonthets, hogy az valoban helyes-e, arrél azonban, hogy ezt a megoldést hogyan és
mennyi id§ alatt lehet megtaldlni, mar nem allitunk semmit. Mint a kévetkezékben latni
fogjuk, szamos ,,nehéz” NP-beli probléma létezik, ha pedig ezeket vissza tudjuk vezetni egy
mésik (az altalunk éppen vizsgélt) probléméara, akkor ily modon belathatjuk (vagy leg-
alabbis elfogadhatjuk), hogy a mi adott probléménk is ugyanolyan nehéz. A visszavezetés
fogalménak precizebb definicidja az alabbi.

1.11. definicié (Karp-redukcio). Az f leképezés az Ly nyelv Karp-redukcidja az Ly nyelv-
re, ha Vx szora x € Ly pontosan akkor teljesiil, ha f(x) € Lo, és f polinom idében szamit-
hato. Jelolése: Ly < Lo.

1.12. definicié (NP-teljesség). Egy L nyelv NP-teljes, ha eleme NP-nek és barmely L' €
NP nyelvhez létezik L' < L Karp-redukcio.

1.13. definici6é. Egy L nyelv NP-nehéz, ha létezik hozzd eqy L' NP-teljes nyelv, hogy
L' < L.

Belathato, hogy ha egy adott L; NP-teljes nyelvhez 1étezik L, € NP nyelv, amelyre
Ly < Lo, akkor Ly is NP-teljes.

Vagyis Osszefoglalva: ha tudunk adni egy polinomidejd algoritmust, amely egy ismerten
NP-nehéz probléméat a mi problémaosztalyunk egy elemére vezet vissza, azzal bizonyithat-
juk, hogy a mi probléménk is NP-nehéz.

1.7.1. A 3SAT probléma visszavezetése a Bayes-haloban val6 ko-
vetkeztetésre

Konjunktiv normdl formdnak (conjunctive normal form — CNF) hivjuk az olyan logikai
kifejezéseket, amelyek literalok diszjunkcidinak (,vagy” kapcsolatainak) konjunkci6jaként
(,68” kapcsolataként) allnak eld, azaz példaul (z1 VTa V xs) A (z2V xy) A ... alakiak. Egy
n-CNF egy olyan CNF melynek egy-egy tagjaban maximum n literal szerepel.

A 3-CNF-ek kielégithetSségét vizsgalo 3SAT problémarol (amely tehéat azt vizsgalja,
hogy egy adott 3-CNF valtozoi behelyettesithetSek-e gy, hogy a kifejezés igaz legyen)
ismert, hogy NP-teljes. Ha tehat tudunk egy eljarast adni, amely minden 3SAT problémat
visszavezet egy Bayes-héloban valo kévetkeztetésre, akkor azzal igazoljuk, hogy a Bayes-
halokban val6 kovetkeztetés NP-nehéz.

Vegyiik a kovetkezd kifejezést:

(AVBVC)AN(AVCVD)A(BVCVD). (1.42)
Ebbél az abran lathato struktarat konstruéljuk, vagyis:
e A hal6 minden csomopontja az {igaz, hamis} tartomanybol kaphat értéket.

e A kifejezésben szerepld valtozok a halo felss soranak csomopontjai lesznek, {0,5,0,5}
a priori eloszlassal.
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e Az egyes tagoknak egy-egy, a kozépsé szinten elhelyezkedS csomopont felel meg,
amely feltételes eloszlasa az adott tag altal leirt kifejezésnek lesz megfelels (példaul
az ,,17-es csomoépont 1 valoszintséggel igaz lesz, ha B és C koziil legalabb az egyik
igaz, vagy ha A hamis, minden mas esetben 1 valdszintiséggel hamis lesz).

e A halo ,AND” csomoépontja az el6zé szinthez hasonléan fogja Gssze a kdzépss cso-
mopontok értékét ,és” kapcesolattal.

Belathato, hogy ebben a haloban az F = {AND = igaz} bizonyiték mellett azon behelyet-
tesitéseknek lesz nem nulla a valoszintisége, amelyek a kifejezést igazza teszik. Ebb6l mar
lathato, hogy egy a leképezett 3SAT kifejezést kielégits kifejezés keresése visszavezethets
a konstrualt haloban valo kovetkeztetésre. Ezzel belattuk, hogy a kovetkeztetés altalanos
esetben NP-nehéz.

1.7. abra. A 3SAT probléma visszavezetése egy Bayes-halo struktirara.
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