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1. fejezet

Val6szintiségi becslés- és dontéselmélet

1.1. Bevezetés

Ez a fejezet alapvetGen a [4] jegyzet 5. fejezetén alapszik. Tovabba az 1.2, 1.3, 1.4 és 1.5
fejezetekhez hasznos lehet a |2| konyv 1. és 2. fejezete, az 1.2, 1.6, 1.7 és 1.8 fejezetekhez
pedig a 3] konyv 1. fejezete.

1.2. Definicidok

Gyakori probléma, hogy egy X megfigyelheté mennyiségbdl kell egy masik, kozvetleniil
(még) nem megfigyelhetd Y mennyiségre kovetkeztetniink, annak értéket megbecsiilniink.
Altalanos esetben matematikailag mindkét mennyiséget valoszintiségi valtozokkal model-
lezhetjiik. Jelolje X illetve Y értékkészletét (azaz lehetséges értékeinek halmazat) X illetve
Y. Ekkor formélisan X : Q — X, Y : Q — Y fiiggvények (ahol 2 a valdszintiségi mezd
alaphalmaza).

1. példa. X és Y tipikusan lehet példaul R (a valos szamok halmaza), R%, {0,1}¢, [0, 1]¢
vagy ezek tetszGleges megszamlilhato, esetleg véges részhalmaza. Legegyszeriibb esethen

Yy ={0,1}.

X értékébsl Y-t a g : X — Y kivetkeztetésfiigguénnyel probaljuk meghatarozni,
ahol Y az elképzelhets kovetkeztetésfiiggvények értékkészletének unidja. g(X)-t kdvet-
keztetésnek nevezziik. Tipikusan ) D ). Egy kovetkeztetés josagat egy nemnegativ
C:YxY —[0,00) kiltségfiigguény (vagy jdsdgi, hasonldsdgi, megbizhatdsdgi kritérium)
méri, azaz C(y,y') a koltsége annak ha a valodi y érték helyett y/-re kovetkeztetiink. Pl.
ha a megfigyelés = volt és Y =y, akkor a g altal adott kovetkeztetés koltsége C(y, g(x)).
Minél kisebb ez a koltség, a kovetkeztetés annél jobbnak tekinthetd.

Ha minden y € Y-ra C(y,y') konstans minden 3 € Y\ {y}-ra, azaz pontatlan kovet-
keztetés esetén mindig azonos, akkor dontési problémdrol beszéliink. Ilyenkor el akarjuk
talalni y-t. Ha nem taléljuk el, mindegy, hogy ,mennyire” nem. Ha C valamiféle intuitiv
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tavolsag, akkor becslési problémarol beszéliink. Ilyenkor az is szamit, hogy mennyit téve-
diink. Dontési problémaknal dltaldban ) = ) véges vagy megszamlalhaté (diszkrét), mig
becslési problémaknal dltaldban ) vagy akar ) is folytonos (megszamlalhatatlan végtelen).
Mivel C(Y, g(X)) fiigg (X, Y)-t6l, maga is valoszintiségi valtozo. Igy g josagat a varhato
koltsége, az
R(g) € E[C(Y,g(X))]
globdlis kockdzat (risk) méri. Célunk annak a kovetkeztetésfiiggvénynek a megtalalasa,
amelyre R(g) a legkisebb. Ezt Bayes-feladatnak, mig az ilyen g-t optimdlisnak nevezziik.
Legyen

def
r(g,z) = E[C(Y, g(X))|X = ]
a lokdlis kockdzat fiigguény, azaz g koltségének feltételes varhatoértéke X = x esetén.

1. gyakorlat. Lassuk be, hogy g(X) helyett irhatunk g(z)-et is.

Nyilvan a teljes varhatoérték tétele és feltételes varhatoérték definicidja szerint

E[r(g, X)] = R(g) (1.1)
m%mzmaxwmw:ﬂzlpmm@mmaw (1.2)

ahol Fy|, az Y feltételes eloszlasfiiggvénye ha X = x, amelyet a posteriori eloszldsfiigg-
vénynek is neveziink. Ez tehat altalanos esetben tun. (Lebesgue-)Stieltjes integrallal irhato
fel, de a tovabbiakban altalunk vizsgalt diszkrét illetve abszolut folytonos eloszlasokra egy-
szerl Osszegzésre illetve Riemann-integralra vezet. Az a posteriori eloszlas elnevezés arra
utal, hogy ez Y eloszldsa X értékének ismerete utdn. Ett6l megkiilonboztetends Y feltétel
nélkiili, eredeti (azaz X értékének ismerete eldtti) eloszlasat az Y a priori eloszldsdinak is
nevezziik.

1.2.1. Gyakori koltségfiiggvények és tulajdonsagaik

Dontési problémaknal a leggyakoribb koltségfiiggvény véalasztas a kovetkezs:

2. példa. 0-1 koltség: Legyen Cy(y,y') o Iy, (ahol I az A esemény indikatorfiiggvé-
nye, azaz 14 = 1, ha A bekovetkezik és I4 = 0, ha nem). Ekkor

R(g) = E[Co(Y,9(X))] = E [Tiyzex)y] =P[Y # g(X)],
vagyis a globalis kockézat éppen ¢ hibdzasanak a valoszintisége.

Becslési problémaknél ) = Y = Rere pedig gyakori valasztas az L, tavolsag (mas

jeloléssel a | - ||, norma) p-edik hatvanya, azaz Cy(y.y) = S0 |ys — viP = |y — v/'|IZ

Ekkor
R(g) =E[C,(Y,g(X)] =E[|Y — g(X)|] .

Leggyakrabb a p = 1 és 2 eset (ezért || - ||; helyett || - ||-t is hasznalunk):
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3.példa. C,(y,y) = ||ly—v'| az abszohit kéltség. Ekkor pl. ¥ = R-re R(g) = E[|Y — g(X)|]
az abszolut kézéphiba.

4. példa. Co(y,y') = |ly — v'||3 a négyzetes kiltség. Ekkor pl. Y = R-re R(g) =
E[(Y — g(X))?] a négyzetes kizéphiba.

Erdemes el6szor megvizsgalnunk, hogy a fenti példdk — és az egyszeriiség kedvéért 2.-
ben diszkrét ), 3., 4-ben ) = R esetén milyen g € ) érték minimalizalja a E[C(Y g)]
varhato koltséget, azaz rendre

E[C(Y,g)| =P[Y #g],
E[Ci(Y,9)] = E[]Y —g]],
E[Cy(Y,9)] =E[(Y —g)?] -t

P [Y # g] minimalizalasa nyilvan P [V = g| maximalizalasat jelenti, vagyis g-t az

Py =
argmax P [¥ =]

halmaz egyik elemének, azaz Y (nem mindig egyértelmi) mdduszdnak kell valasztani.
2. gyakorlat. Lassuk be, hogy E[|Y — g|]-t Y (nem mindig egyértelmii) medidnja mi-
nimalizélja, azaz azon g értékek, amelyekre P[Y <g] > 1/2 & P[Y >g¢] > 1/2. (Pl
abszolit folytonos Y-ra ez P[Y < g] =P [Y > g| = 1/2-ként irhato.)

A négyzetes kdzéphiba minimalizaldsaban segit a kovetkezd

1. tétel (Steiner-tétel). Bdrmely véges szorasi Y valds valdsziniségi valtozdra és g € R-re

E[Y -g)] =E[(Y -E[Y])’] + (E[Y] - g)".

Bizonyitds.
E[Y -9 =E[(Y -E[Y]) + (E[Y]-9))*] =
=E[Y-E[]]+2E[Y -EY]))(E}Y]-9)]+E[E[Y]-g)°] =
=E[Y -EN])’]+ (E}]-9)",
mivel a kozépss tagban (E[Y] —¢)E[Y —E[Y]] =0. O

1. megjegyzés. A tétel (R3-re vonatkozo verzidjénak) fizikai analogidja az, hogy egy test
tehetetlenségi nyomatéka egy tetszéleges tengely koriil nem mas, mint a tehetetlenségi nyo-
matéka a tomegkoézépponton dtmend, parhuzamos tengely koriil plusz a test tomegeszer a
két tengely merdleges tavolsaganak négyzete (parhuzamos tengely tétel). Innen szarmazik
a Steiner-tétel elnevezés.
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A 1. tétel kdvetkezménye, hogy
minE [(Y —¢)’] =E[(Y —E[Y])?],

geR
azaz E[(Y — g)*]-t a ¢ = E[Y] vilasztds minimalizalja.
Osszefoglalva, a minimalizal6 értékek rendre a kovetkezGk:
Co :modusz (argmax P [Y = y]),
yey
C} :median,
Cy :varhatoérték (mean) (E[Y]).

Latni fogjuk, hogy amikor g = g(X)-t az X-t6l fiiggden valasztjuk, akkor ezen megfigye-
lések feltételes verzidja 1ép érvénybe, azaz a minimalizalo értékek helyébe az Y feltéve X
feltételes eloszlas modusa, medianja, illetve varhatoértéke 1ép. A bizonyitasok a fentiekkel
anal6g modon torténnek.

Az L, tavolsagon alapulé C), kéltségfiiggvények kozotti tovabbi fontos Osszefiiggés a
kovetkezd:

2. tétel. Y = Y = R esetén mind (Cy(y,y')/d)/? = |ly—y'||,d" /P, mind E [CP(Y,g(X))/d]l/p
monoton névekvd p-ben. Specidlisan Y = R-re, C;/p(y, y') és E[C,(Y, g(X))]l/p monoton
novekvd p-ben.

Bizonyitds. Barmely 0 < p < g-ra

1/p d q/p 1/q
Cp(y7y/) 1/p : 1 /|p 1 /\p
_— et —_ —_ et —_ —_ <
d 1/q d 1/q 1/
1 1 Coly, )\ "
< (Z ;l<|ys—y;|p>q/p> - (Z 3|ys—y;|q) - (S
s=1 s=1

ahol az egyenlGtlenség a Jensen-egyenlGtlenség alkalmazésa egy egyenletes d értéki el-
oszlasra, hiszen ¢/p > 1 és igy x%/P konvex fiiggvény. A bizonyitas az (X,Y) szerinti
varhatoértékkel egyiitt is pont ugyanigy torténik a Jensen-egyenlGtlenség kétszeri alkal-
mazasaval. O

Sokszor az y € R? lehetséges értékei specialisan eloszlasok stlyvektorai. Ilyenkor
gyakran hasznos koltségfiiggvény valasztas az tn. Kullback Leibler (KL) tdvolsig (vagy
relativ entrdpia, I-divergencia) |1, 2.3. fejezet]:

» def
5. példa. Legyen Cxyr(y,y) = Dkr(y||y) = Zle Ys In ?;—,S

Ismert, hogy a KL tévolsig domindlja az L; tavolsag négyzetét [1, p. 300, Lem-
ma 12.6.1]:

3. tétel (Pinsker-egyenl6tlenség). 2Cxy(y,y') > |ly — /' ||*> = Ci(y, ).
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1.3. Bayes-dontés

Vizsgaljuk meg el6szor alaposabban azt az esetet, amikor Y = Y az {yi,...,yx} véges
halmaz. Ekkor

1. definicié. Az {Y = y;} eseményt i-edik hipotézisnek nevezziik. Y (a priori) el-

P def . NN . s . £z
oszlasat a ¢ = P[Y =y, a priori valdsziniségek, mig az a posteriori eloszlasat az

ni(z) “p Y = y;| X = x| a posteriori valdsziniségek adjak meg,.

g-t dontésfigguénynek, g(X)-t dontésnek is nevezziik. Az y; értékek g-vel valo Gsképei
X egy particiojat adjak, amelynek D; = {z € X : g(x) = y;} osztalyait (i = 1,2,... k)
dontési tartomanyoknak nevezziik. D; tehat X azon maximalis részhalmaza, amely bar-
mely elemének megfigyelésekor y;-re dont g.

3. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy adott J = {y1,...,yx}-ra, a (Dy,..., D;) dontési
tartoméanyok teljesen meghatarozzak a g dontésfiiggvényt, azaz a dontésfiiggvényt megad-
hatjuk a dontési tartomanyok rendezett k-aséval, tovabba hogy Iigw)=y,} = Lizen,}-

Most — bevezetve a C(y;,y;) = C;; roviditést — (1.2) szerint a lokalis kockazat

k "
r(g,x) =Y O g(@)mi(x) = D> > Tgamy,y C i, yi)mi(w) =
i=1 =1 j=1
kook k K K
= Z Z Liven,yCiymi(x) = Z Liven;y Z Cijni(z) = Z Lizen;ydi(z),  (1.3)
=1 j=1 =1 i=1 =1

ahol d;(z) o S Cyni(x). Bz éppen a kdltség feltételes varhatoértéke ha X =  és a
kovetkeztetés a j-edik hipotézisre dont.

Lathato, hogy a fenti r(g, x)-et olyan g minimalizalja, amely z-et az (egyik) legkisebb
d;(z)-hez tartoz6 D; tartomanyba sorolja (Id. 4. tétel alabb). Ha t&bb legkisebb d;(x)
van, akkor mindegy melyiket valasztjuk, legyen ez pl. legkisebb indext. Legyenek tehat a
D; tartomanyok olyanok, hogy Va € D} akkor és csak akkor, ha d;(r) < di(x) Vi < j-re
és dj(vr) < di(x) Vi > j-re, vagyis o pontosan akkor eleme Dj-nak, ha az X = x esetén
a j-edik hipotézisre valo dontés (feltételes) varhato koltsége az (egyik) legkisebb, és tobb
minimélis varhato koltség esetén a hipotézisek indexei koziil j a legkisebb.

4. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a fenti Dj-k péronként diszjunktak és uni6juk &,
azaz X particiojat adjak, tovabbé hogy

r € D} = dj(r) = min di(x). (1.4)

1<i<k

2. definicié. A fenti (Dj,..., D;) tartoméanyok altal meghatarozott ¢* dontésfiiggvényt
(azaz amire g*(z) = y; < v € D}) Bayes-dontésnek nevezziik.

4. tétel. A Bayes-dintés Yx-re minimalizdlja o lokdlis kockdzatot, és igy optimdlis. A
minimum értéke r(g*, ) = minj<;<x d;(x).
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Bizonyitds. Barmely g dontésfiiggvényre és Vo € X-re, (1.3) szerint
k
ZI{xGD ydj(z Z {e€D;} 1g11§kd (z) = g}gk di() ZI{weDj} =

= min d;(z) = min d;(x ZI{xeD*} = ZI{IGD*} miin di(x) =

1<i<k 1<i<k
k
= ZI{xGD;‘}dJ(x) = T(g*v ZL’),
j=1

ahol az utolso két egyenlgséghez (1.4)-t majd ismét (1.3)-t hasznéaltuk. Tehat r(g*,x) <
r(g,x), és igy (1.1) alapjan R(gx) < R(g), azaz g* optimalis.

U
Tehat a Bayes-dontés (optimalis) globalis kockazata
wdef 0o N

R* = R(¢g")=E {lrglgkdz(x)] . (1.5)

Ezt Bayes-kockdzatnak is nevezziik.
Vizsgaljuk meg a 2. példabeli Cj; = Cy(i, j) = L)y koltségfiiggvényt. Ekkor

k
=) Cynilz Z Lizjymi (2 Z mi(z =1-—n;(z).
=1

Igy most « € D} pontosan akkor, ha n;(z) > n;(x) Vi < j-re és n;(z) > ni(x) Vi > j-re,
vagyis ekkor n;(x) = maxj<;<j 7;(x). Tehat most ¢* azt a hipotézist valasztja, amelyik a
legvaloszintibb a megfigyelés ismeretében, azaz g*-ot a maximalis a posteriori valoszintisé-
gek megkeresésével hatarozhatjuk meg. Ezért ekkor a Bayes-dontést maximum a posterior:
dontésnek is nevezik.

Ebben az esetben g lokalis kockazata (1.3) szerint

Z Lieep; (1 =1- Z Lizep;ym;(x

ami g = g*-ra a fentiek alapjan igy egyszeriisithets:

r(g",z) —1—21{3@*}77] —1—21@@*} max 7;(x) = 1 — max n;(z).

1<i<k 1<i<k
7=1

Tehat a globalis kockazat (1.1) alapjan ekkor R* = R(g*) = 1 — E [maxj<;<x 7;()], amit
Bayes-hibdnak is neveziink. [2, 2.1. fejezet|
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6. példa. Specialisan ha csak két hipotézis van, azaz Y binaris (k = 2), akkor a kockazatok
egyszertien igy is irhatoak:

r(g*,x) =1 = max(ni(x), n2(x)) = min(ni(2), n2())
és
R(g*) = E [min(n: (X),72(X))] = E [min(n; (X), 1 —m(X))].

Ha X diszkrét vagy abszolut folytonos valtozo, akkor az n;-ket kifejezhetjiik az elosz-
lasokbol.

Legyen el6szor X diszkrét (azaz X megszamlalhato halmaz), és jeldlje

pi(z) =P[X =z|]Y =y

az X feltételes sulyfiiggvényét ha Y = y;. Ekkor a pozitiv eséllyel el6forduld x-ekre a
feltételes valosziniiség definicidja szerint

P[X = 1]
PV =ylPX=zY =y]  qpiz)
B P[X = 1] CP[X =a] (1.6)

Tehat a maximalis a posteriori valoszintiséget — és igy a Cj 0-1 koltség esetén a Bayes-
dontést — az a hipotézis adja, amelyikre ¢;p;(r) maximalis.

Abban a specialis esetben, ha minden ¢; egyenl§ (sziikségképpen 1/k), azaz Y (a priori)
eloszlasa egyenletes, akkor ¢;p;(z) és p;(x) ugyanazon i-re maximalis, tehat a Bayes-dontés
azt a i-t valasztja, amelyikre p;(z) maximalis.

Amikor a ¢; valosziniiségek ismeretlenek, sokszor nincs jobb kiindulas, mint egyenletes
a priori eloszléast feltételezni és ezért a fentiek alapjan arra a hipotézisre dénteni, amelyikre
pi(r) maximalis, azaz amelyiket feltételezve a megfigyelésnek a legnagyobb a valoszintisége.
(Dontetlen esetén a valasztas most is tetszéleges lehet.)

3. definicié. Diszkrét X esetén g-t mazimum likelihood dontésnek nevezziik, ha g(x) = y;
esetén p;(z) = max; p;(x).

2. megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy itt a maximalizdlando feltételes valoszintiségben az
argumentum és a feltétel éppen fel van cserélve a maximum a posteriori déntéshez képest!

Legyen most X C R, X abszolut folytonos f(z) stirtiségfiiggvénnyel, és jelolje

filw) = f(2lY = wi)

az X feltételes stirtiségfiiggvényét ha Y = y;. Ekkor n; preciz definici6ja technikailag
bonyolultabb, de hatarérték szamitassal meggondolhatd, hogy f(x) # 0 esetén a diszkrét
esettel és az (1.6) egyenlGséggel formailag analog modon

k)
=)

adodik. Ekkor tehat a Bayes-dontés megkeresése 0-1 koltség esetén ¢, f;(x) maximali-
zélasat, a maximum likelihood dontésé pedig f;(x) maximalizalasat jelenti:

(1.7)
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4. definici6. Abszolut folytonos X esetén g-t mazimum likelihood dontésnek nevezziik,
ha g(x) = y; esetén f;(z) = max; fi(x).

3. megjegyzés. Az (1.7) egyenlGség fennallasat illusztralhatjuk egy specialis esettel: Koze-

litsiik 7;(z)-ben az {X = z} feltételt a Sc(z) o {r — e < X <z + €} eseményekkel, ahol
¢ > 0 egyre kisebb, majd n;(x)-t a nf(x) “p Y = y;|Se(z)] fiiggvényekkel. Ekkor, ha
fise oo fr, és kovetkezésképpen f(z) folytonos fiiggvények, akkor f(x) > 0 miatt elég kicsi
era P [S.(z)] > 0, és igy

ni(z) = PY =y, S(z)] _ PlY =y P[S(2)]Y = y] _ i f;:e fi(2) dz
Z P [Se(x)] P [S.()] G

_ qigie f;f; filz)dz ¢ fi(x)
L[ f(2)dz fla)

ahol a szamlaloban és a nevezében is az integralszamitas folytonos fiiggvényekre vonatkozo
kozépértéktételét alkalmaztuk. Tehéat az a posteriori valoszintiségek ¢ — 0 hatarértékben
valoban a ¢; f;(x)/f(x) értékek lesznek.

7. példa. Emlékezet nélkiili binaris szimmetrikus csatorna (BSC) kimenetének maximum
likelihood dekddolédsa. Tekintsiik a kovetkezd szituaciot: Egy emlékezet nélkiili, zajos
binaris szimmetrikus csatornan egy Y = (Yi,...,Y,) kodszot tovabbitunk. Y vektor
valosziniiségi valtozo, amely az n hossziusagu, binaris (pl. {0, 1} értéki) sorozatoknak egy
rogzitett Y C {0, 1}" részhalmazan (kodkonyv) veszi fel az értékét. A binéris szimmetrikus
csatorna minden bitet p € (0, 1) eséllyel megvaltoztat, 1— p eséllyel valtozatlanul hagy. Az
emlékezet nélkiiliség azt jelenti, hogy a kiilonb6z6 bitekre ezek az események fiiggetlenek.
Igy a csatorna kimenete is egy n hosszisagi X = (X1,..., X,,) € X = {0,1}" bitsorozat
(egy vektor valoszintiségi valtozo, amely azonban nem feltétleniil kodszo). A zajos X-et
megfigyelve akarunk dontést hozni, hogy mi lehetett a kodszé tgy, hogy a koltségiink 1
ha hibazunk, 0 egyébként (Id. 2. példa). Figyeljiik meg, hogy mig a csatorna bemenete
Y és kimenete X, addig a dontés (a dekodold) bemenete X és kimenete Y (-ra vonatkozd
dontés).

Jeloljiik az i-edik lehetséges kodszot y; = (Yi1, Y2, - - -, Yin)-nel, egy lehetséges csatorna
kimenetet x = (xq, xa, ..., x,)-nel, vagyis az i-edik kodszo j-edik bitje y;;, a kimeneté z;.
Ha Y =y;, akkor az X = x feltételes valoszintisége a kivetkezd

PX=x|Y=y)|=P[Xi=0,,Xo =25,...,. X, =0,|Y1 = yi1r, ..., Y0 = Uin] =
=P[Xi =01|V1 = ya| P [Xo = 22|Yo = yio] .. . P[X,, = 2, |Y0 = ¥in]

ahol az utolso egyenlGség az emlékezet nélkiiliség definicioja. Mivel az &tmenetvaloszintiség
D;

h .
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Tgy aztan
PX=x|Y =y = H I{z#yn} p)lfl{z#yit}} = primi Mo (1 — p)n= i Letva) =
t=1
D Iy I{It#ﬁt}
= (1 =p)" | —— . 1.8
- (1) (18)

Ha az Y a priori eloszlasa nem ismert, akkor a Bayes-dontés is ismeretlen, maximum
likelihood dontést azonban hasznalhatunk X ismeretében az Y kodszora vald kévetkezte-
téshez. Ekkor azt a y; € ) kodszot valasztjuk, amely mellett p;(x) = P [X = x|Y =y,
a legnagyobb. Feltéve, hogy 0 < p < 1/2, azaz p/(1 — p) < 1, (1.8) alapjan ez az a y;,
amelyre Y " Ir, 2.y a legkisebb. Megfigyelhetjiik, hogy > ) | Itz £y, éppen azon bitek
szama, amelyekben x és y; kiilonbozik. Ezt x és y, Hamming tdvolsigdnak is nevezik.
Ezek szerint binaris szimmetrikus csatorna esetén a maximum likelihood déntéssel valo
dekodolas a kimeneten megjelend sorozathoz Hamming tavolsagban legkozelebbi kodszo-
nak (kodszavak egyikének) a valasztasat jelenti. (Természetesen egyenletes bemeneti (Y)
eloszlas esetén a maximum likelihood dontés most is éppen a maximum a posteriori déntés
lesz.)

5. gyakorlat. a) Mi lesz a maximum likelihood dekodolas p > 1/2 esetén? Mi emdogott a
magyarazat?
b) Mi lesz a maximum likelihood dekodolas p = 1/2 esetén? Mi emogott a magyarazat?

1.4. Bayes-dontés ismételt megfigyelés alapjan

Elsfordul, hogy egyetlen X megfigyelés helyett n szama megfigyelés, X = (X,...,X,) €
X", is a rendelkezésiinkre all, amelyek az {Y = y;} feltétel mellett feltételesen fiiggetlenek
és azonos (p;(z)) eloszlastak. Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy X, diszkrét, k = 2
(Y =Y = {y1,1}) és Oy = Cp = 0 (mint pl. a 2., 3. és 4. példdkbeli és barmely
(pszeudo)metrika tulajdonsaga koltségfiiggvénynél). Sejthetd, hogy ha az X-bdl egyaltalan
lehet kovetkeztetni Y-ra, azaz az X;-k nem fiiggetlenek az Y-t6l, akkor az (X,Y')-hoz
tartoz6 Bayes-kockazat tetsz6legesen kicsivé valik, amint n — oo. Valoban, az alabbi tétel
szerint a Bayes-kockazat exponencidlisan tart 0-hoz.

5. tétel. Legyen g’ az (X,Y) diontési problémdhoz tartozé Bayes-dintés. Ha q1qo = 0,
vagy ha q1qa # 0 és létezik © € X, hogy p1(x) # p2(x), akkor

lim R(g;,) =0,
n—oo
€s a konvergencia erponencidlisan gyors.

4. megjeqyzés. A tétel feltétele pontosan akkor all fenn, ha ¢;qo = 0, vagy ha q1q2 # 0 és
X; és Y nem fiiggetlen (azaz 216{1,2}@6;( gipi(z)log P[X i@ )] kolesonds informaciojuk nem
0). Az is lathato, hogy ha ¢1q2C12Ca1 # 0 de X és Y fiiggetlen, akkor nem kaphatunk

tetszdlegesen kicsi Bayes-kockazatot n névekedésével.
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Bizonyitds. Az 1.3 fejezetben lattuk, hogy a Bayes-kockazat (1.5) szerint

R(g;) = B [min(d; (X),d2(X))] = ) min (Z Ciami(x Zcﬂm ) =x] =

xXEX™

- Z min(021772(x), Clgnl(x))P [X = X] .

xexn

Ha ¢1qo = 0, akkor Vx € X"-re n;(x) vagy nq(x) is 0, igy a minimum és R(g}) is 0. Ha
q1g2 # 0, akkor behelyettesitve (1.6)-t

R(g,) = Z min (021 L2p2(x) 012 11 () )P X =x] =

2 PX=x ""PX=x
= Z min(Ca1¢2p2(x), Cr2q1p1(x)) < (1.9)
xeXxn
< Z \/021(122?2 )Cr2q1p1 (%),
xexn

ahol a legutobbi lépésnél azt hasznaltuk, hogy Vai,ay > 0-ra min(ay, as) < \/ajas.
X = (21,...,2,) € X™re a pj(x) = P[X = x|V = y,] feltételes valoszintiségek az X;-k
feltételes fiiggetlensége alapjan a kovetkezdképpen fejezhetGek ki:

pi(x) =P[X1=a1,. .., X, = x|V =g = [[P[X; = 2|V = 4] = [[ il0).
t=1 t=1

Ezt (1.9)-be helyettesitve

R(g;) < VCiaCnargs Y [Tpi() sz Ty

(z1,..n ) EXT t=1

= C12C1¢1q2 Z H Pl Ty p2 $t

(1,00, cxn t=1
=V C12C21q192 (Z A pl(ff)pz(l‘))
reX

A szamtani- és mértani-kézép kozotti Osszefiiggés alapjan

val T)p2(x Zpl +p2 Zpl %sz(x) —

reX reX xGX rzeX

ahol egyenl6ség (akkor és) csak akkor all fenn, ha Vo € X-re pi(x) = po(x). Tehat ha

Jr € X, hogy p1(x) # pa(x), akkor 0 < Y7 o /pi(x)pe(x) < 1, igy R(g;) exponencialisan
0-hoz tart. O
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1.5. Bayes-dontés kozelitése

A d;(x) varhato koltségek (vagy az n;(x) a posteriori valosziniiségek) pontos értékei al-
taldban ismeretlenek. Tekintsiink egy ilyen szituaciot, amelyben azonban a d;-ket meg
tudjuk becsiilni valamely d; fiiggvényekkel. Az (1.4)-et teljesité Bayes-dontés mintédjara
a {Ji}lgigk fiiggvényekhez is hozzarendelhetiink analég modon olyan ¢ dontést, amely
z esetén az (egyik) legkisebb d;(z)-hez tartozo y;-re dont, azaz §(z) = y; = d;(x) =
ming <;<y czz(x) (T6bb minimaélis esetén valamilyen elv szerint valasztunk ezen hipotézi-
sek koziil, pl. ismét a legkisebb indextt.) ¢ tehat ugy viszonyul a d;-khez, ahogy ¢* a
d;-khez. Vajon ha a d;-k jo becslések, akkor § (lokélis/globalis) kockézata kozel lesz g*
(lokalis/globalis) kockazatéahoz? (Kisebb természetesen nem lehet az 4. tétel alapjan.) A
kovetkez§ tétel erre ad pozitiv valaszt mutatva, hogy a szébanforgd kockézatok kiilénbsége
korlatozhato a di-k becslési hibajaval:

6. tétel. i = 1,... k-ra legyen d; : X — [0,00) a d; becslése és § eqy a {Ji}lgigk—khez
rendelt dontésfiigguény. Ekkor
k

r(G.7) = (9", 2) < Lgargr@y Y di(x) — di(z))|

=1

€s

<E

k
> 1 (X) - di<x>|] .

Bizonyitds. Az egyszeriibb jeldlés kedvéért az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehet;jiik,
hogy y; = j. Ekkor (1.3) szerint a lokalis kockazata igy is irhato

k
R(§) = R(9") < B |Ti50020 0y Y 1di(X) — di(X
=1

k
) = Z Lig@)=ydj(z) = dy(ay ().
=1

Tehat g és g lokalis kockazatanak kiilonbsége

(g, x) = 7(g",7) = dga) (%) = dye (@) (7).
Ha g(z) = ¢*(x), akkor r(g,z) — r(¢*,z) = 0. Ha g}( ) # g*(x ) akkor viszont

(o) (@) = dy ) (%) = dga) (+) = d(o (@) + dy) (2) = dyge ) ()
< dy(a) () = dyia) (%) + dg*m(ﬂf) - dg*(x) ()
<mert g definicioja szerint dg()(z) < czg*(x)(:v)>

< ) () — dya) ()| + |dge @) (2) — dgeay(2)]

k
< 3 1) — diw)

i=1
(mert g(z) és ¢g*(x) kiilonboz6 elemei {1, ..., k}-nak).
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Osszefoglalva

k
r(g,2) = (g% ) < Tgayrgrn O |dix) — di(@)],

i=1
majd x helyére X-et irva és varhatoértéket véve kapjuk az korlatot R(g) — R(g*)-re. Az
utolso egyenl6tlenség trividlis L) 4g+(2)) < 1-bOL 0

Nézziik ismét a 2. példabeli Cj; = Ij;.jy specidlis esetet, amikor — mint lattuk — d;(x) =

1—n;(x) és g*(x) = y; = n;(x) = max,<;<x 7;(x). Feltehets, hogy ekkor a d; becslk 1 —7;
alakban allnak elg, ahol 7;-k a 7;-k becslései. Ekkor

3a) = 1y = Ay () = max (o), (110
és a 6. tétel alakja
k
r(g,2) —1(9" ) < Lig)te @) Z |7 (z) — ni(z)|
=1
és
k k
R(g) — R(9") < E | Lzx)20(x)) Z 7:(X) —mi(X)|| < E Z |7:(X) — 77i<X)|] (1.11)
i=1 i=1

lesz. Ha k = 2, és feltessziik, hogy (7:1(x),72(x)) minden x € X-re eloszlast alkot, azaz
ne(x) =1 —m(z), akkor ezek tovabb egyszertisodnek a kovetkezGképpen

r(g,z) = (9", ) < Lgatg @y (T(x) = m(@)] + |i(z) — na(z)]) =
= Wig@)20° @) 7 () — m ()]
és
R(7) — R(g") < 2E [Lzeoze- ol (X) — m(X)]] < 2E [Jju(X) —m(X)]].
8. példa. Legyen Cj; = Iz, b = 2, y1 = 1 és yo = 0. Mutassuk meg, hogy ekkor

m(X) = E[Y|X]. Tehat ha van egy jo becslésiink Y feltételes varhatoérték fiiggvényére,
akkor az ahhoz (1.10) alapjan rendelt dontésfiiggvény kozel optimalis.

1.6. Bayes-becslés

Szemben az eddigi 1.3-1.5. fejezettel, ahol ) = y (tetszbleges) véges halmaz volt és
tobbnyire a 0-1 koltséget vizsgaltuk, azaz Y értékét el akartuk donteni és hiba esetén nem
volt érdekes, hogy mekkora a hibazas nagysaga, az alabbi fejezetekben ) és ) altalaban R
részhalmaza, tobbnyire végtelen, st folytonos, és C' valamiféle tavolsagat meéri a valodi és
a becstilt paraméternek, tehat a hibazas nagysaga is szamit. Ekkor g-t becslésfiigguénynek,
g(X)-t becslésnek is nevezziik. A Bayes-feladat tovabbra is az R(g) globalis kockazatot
minimalizalo g : X — ) becslésfiiggvény megtalalasa. (Pl. a 4. példabeli Cy-re R(g)
éppen a négyrzetes kozéphiba.)
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5. definicié. Bayes-becslésnek nevezziik az optimélis ¢g* becslésfiiggvényeket, azaz amikre
R R(g") = min R(g).
g

Fennall a kovetkez6 elégséges feltétel:

7. tétel. Ha eqy g* becslés lokdlis kockazatdra
r(g5 ) =minE[C(Y,y)|X =z], VredX,

yey
akkor g* Bayes-becslés.

Bizonyitas. Barmely g becslésfiiggvényre

R(g) = BE[E[C(Y,¢(X))[X]] 2 E \min E[C(Y,y)|X]| = E[r(¢", X)] = R(g"),

yey
igy ¢g* optimalis. [

9. példa. Ha Y ismét mégis véges és tekintjiik a 2. példabeli Cy(y,y’) = Ly koltséget,
akkor nyilvan nincs ok olyan ¢ becslésfiiggvényt hasznalni, amelynek értékkészlete nem
része V-nak. Igy ekkor a becslési feladat ekvivalens lesz a 2. példabeli dontési feladattal,
és a Bayes-becslést az 1.3 fejezet szerinti mazimum a posteriori becslés (dontés) adja, azaz
ha ¢*(x) = y;, akkor n;(x) > n;i(x) Vi # j-re (vagyis n;(z) = maxj<,<;n:i(z)), ahol az
ni(z)-eket (1.6) illetve (1.7)-b6l szamolhatjuk ki, ha X diszkrét illetve abszolut folytonos.
Tehat a maximalis a posteriori becslést — és igy a Bayes-becslést — az a hipotézis adja,
amelyikre ¢;p;(x) illetve ¢, f;(x) maximalis.

1.7. Maximum likelihood becslés

Mivel most Y tipikusan nem diszkrét, hanem példaul abszolit folytonos, ez esetben Y ¢;
a priori valosziniiségei helyett csak a ¢(y) a priori sirtségfiiggvénye értelmezhets. Ekkor
X feltételes (Y = y; melletti) p;(x) salyfiiggvényei illetve f;(z) stirtiségfiiggvényei helyett
a

py(x) =P [X = 2]y =y

feltételes sulyfiiggvényei illetve
fy(@) = fz]Y =)

feltételes stirtiségfiiggvényei értelmezhetdk, amelyek az X (diszkrét illetve abszolut folyto-
nos) eloszlasat adjak meg Y = y € Y feltétel esetén. Ugyan formalisan ekkor is definialhato
lenne az arg max,cy q(y)py(x) illetve arg max,cy ¢(vy) f,(x) maximum a posteriori becslés,
ez nem igazén relevins, mert folytonos Y-ra Vy € Yora E[Co(Y,y)] = P[Y #£9y] = 1
1 valészintiséggel.

A mazimum likelihood becslés azonban definidlhato (a maximum likelihood dontéssel
anal6g modon):
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6. definici6. g-t maximum likelihood becslésnek nevezziik, ha py,)(r) = maxyecy py(x)
illetve fyz)(2) = maxycy fy(x) diszkrét illetve abszolat folytonos X esetén.

10. példa. Az 1.4. fejezethez hasonloan legyen az X = (Xy,...,X,) € R" vektor valo-
szintiségi valtozo, ahol az X;-k fiiggetlen, ismeretlen Y varhatoértéki, o szorast, azonos
normalis (Gauss) eloszlasu valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg Y-nak az X megfigye-
lésre alapozott maximum likelihood becslését!

X feltételes stirtiségfiiggvényét Y = y esetén ekkor a tobb-dimenzios normalis stiriség-
fliggvény adja:

1 1 n 2
f X) = —neiﬁ i1 (@e—y) ,
aholx = (z1,...,2,). A maximum likelihood becslés az az y lesz, amelyre f,(x) maximalis.

Ez megegyezik azzal, amelyre

n

—1In f,(x) :nln(\/ﬁa)—i—% (20 —y)",

t=1
1\ 2 s def | ,

azaz ~» . ,(x; —y)° minimalis. Legyen m, = > " x,. Ekkor a 1. tételt alkalmazva

egy az (x1,...,x,)-en egyenletes — és igy m,, varhatoértéki — valosziniségi valtozora:

n

% D (wm—y)= %Z(l’t —ma)* + (mn — y)*,

t=1

amely nyilvan y = m,-re minimalis. Igy a varhatéérték maximum likelihood becslése
normaélis X-re éppen a megfigyelések atlaga.

11. példa. A fenti hasonloan legyen most az X = (X7, ..., X,,) € R", ahol az X;-k fiigget-
len, ismeretlen Y varhatoértéki, Y szorasu, azonos, de egyenletes eloszlast valdszintiségi
valtozok. Hatarozzuk meg az (Y, X) parnak az X megfigyelésre alapozott maximum like-
lihood becslését!

Y =y, ¥ = o esetén minden X, az [y—+/30, y++/30] intervallumon kell hogy egyenletes
legyen (a szorasnégyzet ekkor lesz = (2/30)2/12 = 02), igy  bevezetve § %= \/3o-t
feltételes stirtiségfiiggvényiik

I[y S,y+4]
e 25
Tehat X feltételes stirtiségfiiggvénye ha Y = y, ¥ = o a fiiggetlenség miatt f, ,(x) =
T, 9y.0(2:). Igy ez ugyanarra az (y, o) parra veszi fel maximumat, amelyre

I, 5, 5 -
In f, »(x Zlngyg xy) Zl S U A y y+ol} Zln Liocy—sy+ay — n1n(20) =
t=1

- { —nln(25), ha VSUt € [y— 573/"‘5]7

—00, egyébként. (1.12)
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Ez akkor maximalis, ha minden z; € [y — §,y + d] a lehets legkisebb ¢ mellett. Az
[y — d,y + 0] intervallumnak tehat a legkisebb x;-t6l a legnagyobbig kell tartania, azaz az
(Y, ) maximum likelihood becslése
X+X X-X
= illetve o=

y 5 Nl

ahol X = min;<;<,, X; és X = maxj<;<, X;.

12. példa. Tekintsiik a 11. példabeli helyzetet, de legyen most a o szords tehat az inter-
vallumhossz ismert. Hatarozzuk meg az Y-nak az X megfigyelésre alapozott maximum
likelihood becslését!

A szdmolas nem valtozik, most is a (1.12)-t kell maximalizalni, de csak y-ban, mig
§ = /30 ismert, rogzitett paraméter. (1.12) akkor maximalis, ha minden X, € [y—4,y+],
azaz X — 6 < y < X + 6. Minden ilyen y az Y egy maximum likelihood becslése. Ez
mutatja, hogy a maximum likelihood becslés nem mindig egyértelmi.

5. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a 11. és a 12. példanal is a (X, X) par ismerete elégséges
volt a maximum likelihood becslés meghatarozasihoz.

1.8. Regresszidbecslés; négyzetes kozéphiba minimaliza-
las
Legyen Y € R véges szorast valtozo, és vizsgiljuk a 4. példabeli Cy(y, ') = (y—y')? négy-

zetes koltséget, azaz keressiik azt a g* becslésfiiggvényt, amelyre R(g*) = E[(¢*(X) — Y)?]
minimalis! Az 7. tétel szerint ha

r(¢*, ) =minE [(Y — y)*|X = 2], Vo e X,
yey

akkor g* Bayes-becslés. Definialjuk a regresszios figgvény fogalmat:
7. definicié. Regresszios fliggvénynek nevezziik az
m(z) = E[Y|X = 1]
fiiggvényt, amely minden x-re Y-nak a feltételes varhatoértékét adja ha X = x.

8. tétel. Négyzetes kiltség esetén g*(X) = m(X) 1 valdszintséggel, vagyis a Bayes-becslés
éppen a regresszios figguény. [3, p. 2/
Bizonyitds. Rogzitett z-re alkalmazzuk a 1. tételt az Y |X = x feltételes eloszlasra: bér-
mely g(z) € R-re
r(g,2) =E[(Y —g(2))’|X = 2] =
=E[Y-E[Y|X =2])?X =z2] + (E[Y|X =2] —g(z))* =
=E[(Y —m(2))’|X = 2] + (m(zx) — g(x))* = r(m,z) + (m(z) — g(x))*.



16 Antos A.

Tehéat barmely g becslésre
R(g) =E[r(g,X)] = E[r(m, X)] + E [(m(X) — g(X))*] = R(m) + E [(m(X) — g(X))"],
ami pontosan akkor minimalis, ha g(X) = m(X) 1 valoszintiséggel. O

6. megjegyzés. A 8. tétel szerint ha Y-t négyzetes értelemben akarjuk kozeliteni az X egy
g(X) fiiggvényével, akkor az E [(g(X) — Y')?] kozéphibat minimalizalé g(z) nem més, mint
az E[Y|X = z| feltételes varhatoérték. Azaz csupan x ismeretében ez a legjobb becslés.

6. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy ha (X,Y) € R? egyiittesen normaélis eloszlast és — az
egyszertiség kedvéért — mindkettd szorasa 1, akkor a regresszios fiiggvény

m(x) = B[Y|X = 2] = E[Y] + p(x — B[X]),

ahol p = E[XY]-E[X]|E[Y] az X ésY korrelacios egyiitthatoja (egyben kovarianciaja).
Probaljuk meg &altalanositani ezt tetszéleges szorasokra, majd tobbdimenzios X vektor
valtozora.

1.8.1. LineAaris becslés

Tovabbra is legyen Y € R véges szorasi, X = (X1, ..., X;) € R? pedig vektor valosziniiségi
véltozo, és vizsgaljuk a Cy(y,y') = (y—y')? koltséget. A 8. tétel szerint a Bayes-becslést 1é-
nyegében az m(x) regresszios fiiggvény adja. A 6. gyakorlatban lathattuk, hogy ha (X,Y)
egylittesen normalis eloszlasu (ami egyéb specialis tulajdonsigai miatt az egyik legfon-
tosabb modell), akkor az m(x) regresszios fiiggvény a x megfigyelés linearis fiiggvénye.
Ebben az esetben tehat elég a Bayes-becslést x linearis fiiggvényei kozott keresni. A linea-
ris fliggvények igen tomoren tarolhatoak és konnyen kiértékelhetGek. Bar a Bayes-becslés
altalanos (nem gaussi) esetben nem mindig lineéris fiiggvény, a fentiek alapjan érdemes
ekkor is megvizsgalni azt megszoritast, hogy ha a becslésfiiggvényt csak x-nek a linearis
fiiggvényei kozott keressiik. Természetesen a

d
g(x):co+ZCixi co,C1,...,ca €R
i=1

linearis becslésfiiggvények koziil a legkisebb kockazatit szeretnénk megtalalni. Az egysze-
riibb jelolés kedvéért vezessiink be az X (ill. x) vektor egy nulladik X, (ill. xo) koordiné-
tajat, amely azonosan egyenl§ 1-gyel (Xo = 29 = 1). Az alabbiakban tehiat X,x € R*+!
Igy g(x) = Z?:o c; T, és g globalis kockazata

R(g) = E[Co(Y, g(X))] = E (Y — Zcixz-> Y Rco,er,. .., ca).
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Keressiik tehat azokat a (¢, ¢}, ..., ) egyiitthatokat, amelyekre
d
g(x) =Y
i=0

a legkisebb négyzetes koltséget adja, azaz amelyekre

R(cy, ¢y, ... cp) = min R(co,cq,...,¢
( 0r “1 ’ d) (o1 ) CRAH1 ( 0,1, ) d)a
azaz minimalizalni akarjuk R(co,ci,...,cq)-t a ¢ egyiitthatok szerint. A (cf, ¢, ..., )
minimumhelyen a R(cg, c1, ..., cq)-nek minden véltozoja szerinti parcialis derivéaltja 0 kell

legyen. Mivel E [cZ] = cE [Z] barmely c¢ konstansra és Z valoszintiségi valtozora, a varha-
toérték lineédris operator, ami alapjan belathato, hogy a derivaléssal felcserélhets. Igy

2
P ) d d
— ) =B —(v=-Neexi| | =E]2({Y - aX, | (—x;))| =
8ch(007617 7Cd) (?cj ( ;Cz z) ( ;Cz 1)( J)]
d
=2 ( ¢E[X,X;] - E [ij]> 9 (Z Cisij — bj> :
7 =0

ahol Sij = E [XZX]], bj =E [XJY] (Z,] = 0,1,. .. ,d) Kﬁvetkezésképpen

B

Il
o

B

C*Sij:bj, ij,l,,d

i
=0

Térjiink a4t matrixos jeldlésre; legyen

b’ = (by, by, ..., by) (sorvektor),
= (e, ¢, ..., ) (sorvektor),
S = [s4] ((d+1) x (d+ 1)-es matrix).

(Ha az X oszlopvektort jeldl, transzponéltjat pedig XT, akkor S = E [XXT} alakba is
irhatd.) Ezekkel a fenti linearis egyenletrendszer a

C*TS — bT

matrixegyenletként irhato fel. Ha tehat az S invertdlhato, akkor az egyenletrendszer egy-
értelmi megoldésa
T =b’s™.

Ezek az egyiitthatok adjak tehat az optimalis linearis regressziobecslést az {s;;} és {b;}
varhatoértékek fiiggvényében.

7. megjegyzés. Ha a megfigyelés centralt, azaz E[X;] = 0 (i = 1,...,d), akkor S-nek az
(X1,...,X4)-hez tartozo f6minorja éppen e vektornak a kovarianciaméatrixa. (S pedig X
kovarianciaméatrixa azzal az eltéréssel, hogy sgo = 1, mig a kovarianciamatrixban itt 0 all.)
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8. megjeqyzés. Vegyiik észre, hogy S mindig pozitiv szemidefinit, azaz minden ¢ € R%*!-re

c¢’'Sc > 0. Ugyanis
d d d 2
i=0 =0 i=0

[smeretes, hogy egy pozitiv szemidefinit métrix pontosan akkor invertalhato, ha pozitiv
definit, azaz ha a fenti egyenlGtlenségben nagyobb-egyenlGség helyett szigori > &ll fenn
minden ¢ € R4\ {0}-ra. Kénnyti meggondolni, hogy ez akkor van igy, ha a (Xi,..., Xy)
vektor nem koncentralodik R egyetlen d-nél kisebb dimenzios eltolt alterére sem.

d d
Z CiSijCj = Z CZ'E [XZXJ] C; = E

4,j=0 1,7=0
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