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Jelolések™

Felhasznalt jelolések

CIL(X;Y|Z)
<

<c

G

< (n)

G,0

o~
G(n)/G*(n)
G~

gG

pa(X,L-, G) ~=
MB,(X;)

pa, pa(X;, G)
Pay;

bd(X;, G)
MBG(X;, G)

skalar, (oszlop)vektor vagy halmaz, matrix

véletlen valtozo X, érték x, valoszintisgéi tomegfiiggvény /stirtiségfiiggvény X
f(X) varhato értéke p(X) szerint

f(X) variancidja p(X) szerint

X és Y megfigyelési fiiggetlensége Z feltétellel p esetében
L,(X|Z]Y)

ﬁIp(K’Z’X)

X és Y beavatkozasi fiiggetlensége Z feltétellel p esetében
(részleges) sorrendezés

a valtozok egy teljes sorrendezése

adott G iranyitott kormentes graffal kompatibilis sorrendek halmaza
n objektum sorrendjeinek (permutécidinak) a halmaza

Bayes-halo strukturaja és paraméterei

G iranyitott kormentes graf esszencialis grafja

n csomopontd maximum k sziil§ji DAG-ok halmaza

adott < sorrenddel kompatibilis DAG-ok halmaza

adott G DAG-gal megfigyelési ekvivalens DAG-ok halmaza
kompatibilitasi relacid

pa(X;, G) sziil6i halmaz kompatibilis < sorrendezéssel
Markov-takaroja X;-nek p-ben

sziil6i valtozok halmaza, X; sziileinek halmaza G-ben

a j. konfiguricidja a sziil6i értékeknek egy sorrendben

X; sziileinek, gyerekeinek és gyerekei egyéb sziileinek halmaza G-ben
a Markov-takard algrafja X;-nek G-ben

MBM(X;, X, G) a Markov-takarobeliség relacioja

N <

valoszintiségi valtozok szama
maximélis sziilgszam DAG-okban
mintaszam

Osszes valoszintiségi valtozok szama
valasz, kimeneteli, fliggs valtozo

*Tovabbi konvencidk az egyes fejezetekben jeloltek.
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N,/N._ . N;/N.._; . megfelels osszegei

D|X X valtozohalmazra sziikitett adathalmaz

Il kardinalitas

1() indikatorfiiggvény

1" f fiiggvény els6 és masodik derivéltjai

AT A matrix transzponaltja

Ty x és y vektorok skalarszorzata

etjes informativ/neminformativ informécios kontextus

A\, V,#, — standard logikai operatorok

N, U\, A standard halmazmiiveletek

KBl « a bizonyithatosdga K B-bdl

r a Gamma fiiggvény

Beta(z|a, ) a Béta eloszlas siirtségfiiggvénye (pdf)

Dir(z|a) a Dirichlet eloszlas stirtségfiggvénye

N(z|u, o) az egyvaltozos normal eloszlas strtségfiiggvénye

N(z|p, X) a tobbvaltozos normaél eloszlas siirtiségfiiggvénye
BD,B_D: Bayesian Dirichlet prior, megfigyelési ekvivalens BD prior
BDcy Bayesian Dirichlet (BD) prior 1 hiperparaméterekkel
BDey megfigyelési ekvivalens és uniform BD prior

L(0; Dy) p(Dy|0) likelihood fiiggvénye

H(X,)Y) X és Y entropidja

I(X;Y) X és Y kolesonds informacioja

KL(X|Y) X és Y Kullback-Leibler divergencidja

H(X|Y) X és Y keresztentropidja

L1(,), La(,) az abszolutértékbeli (Manhattan) négyzetes (euklidészi) tavolsagok
L 0-1 veszteség

(
0(?)
0()/00)
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Roviditések

ROC Receiver Operating Characteristic (ROC) gorbe
AUC ROC-gorbe alatti teriilet
BMA bayesi modell atlagolas

BN Bayes-halo

DAG irdnyitott kormentes graf
FSS jegykivalasztési probléma
MAP maximum a posteriori

MI kolesonos informacio

ML maximum likelihood

MBG Markov-hatar graf

MB Markov-takard

MBM Markov-takarobeliség
(MC)MC (Markov-lancos) Monte Carlo

Naive-BN/N-BN naiv Bayes-halo
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1. fejezet
Oksagi modellek

A fejezetben dsszefoglaljuk a passziv megfigyelésekbdl szdrmaztathato filiggetlenségi model-
lek és a Bayes hdlok kapcsolatdt. Bevezetjik a Bayes hdlo strukturdk felett definidlt meg-
figyelési ekvivalencia reldciot és az ebbdl adodo kényszeritett él fogalmadt, amely az oki
reldciok elégségességi feltevése mellett és modellminimalitdsi feltevések mellett a passziv
meqfigyelésekbdl elérhetd oksdgi kovetkeztetéseknek eqy fontos hatdra. Ismertetjik a megfi-
gyelési ekvivalencia osztalyokon belil a priorokra vonatkozo ekvivalenciakényszereket és az
ezekbdl szarmazo parametrikus megkdtéseket, az ezek miatt adodo Dirichlet eloszldsokat.
Bemutatjuk a passziv megfigyelések felett definidlt valosziniségi kivetkeztetéseken tili ok-
sagi kovetkeztetések tipusait. Végezetil ismertetjik a valosziniségi szakértdi rendszerekhez
kapcsolodo tuddsmérniokség munkafolyamatdt és egyes fazisait.

1.1. Bevezetd

A Valoszintiségi grafos modellek cimi fejezetben ismertett megkozelités a bizonytalansag
kezelésére, modellezésére mind tudomanytorténeti, mind gyakorlati szempontbol sikeres-
nek mondhato, aminek eredményeképpen a bayesi statisztika, a bayesi dontéselmélet, illet-
ve a valdszintiségi grafos modellek, ezen beliil a Bayes-halok és a Markov-halok megjelentek
és széles korben elterjedtek szinte minden tudoményteriileten, de ipari és kereskedelmi al-
kalmazasokban is. Az oksagi kutatds sok tekintetben eltéré helyzetben van, mivel az
okozatisag

1. inkdbb a determinisztikus és nem bizonytalan vilagképhez tartozik,
2. aszimmetrikus, szemben az informacids, asszociiciés bizonytalansaggal,

3. aktiv cselekvések, beavatkozisok kovetkezményeihez kapcsolodik, és nem passziv
megfigyelésekhez,

4. mechanizmusokhoz kapcsolodik, amelyek autonémok, modulérisok az Sket terhel6
zajok és a beavatkozasok viszonylataban,

5. idé&i-aspektussal is rendelkezik.
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10 A mii cime

A bizonytalansag modellezésében az asszociaciés relaciok és az oksagi relaciok megkii-
lonboztetésére tobb szempontrendszert is megfogalmaztak, ilyen példaul az orvosbiologiai
kutatasokbol szarmazo kovetkezd lista, mely az oksagi relaciokkal szemben témasztott
kovetelményeket sorolja fel [33]:

1. Ers. ErGs statisztikal asszociacio.

2. Konzisztencia, specifikussag, koherencia. Példaul az ok megsziintetésével a hatas is
szlinjon meg (sziikségesség), és az ok bekovetkeztével a hatés is erGsodjon (elégsé-

gesség).

3. Gradiens. Legyen a kivetkezmény aranyos a hatassal (dozis—hatas elv).

4. Temporalitas. X id6ben el6zze meg Y -t.

5. Plauzibilitas és analogia. Létezzen magyarazat, és ne legyenek alternativ, zavard
tényezdére is épit6 alternativ magyarazatok.

6. Kisérleti adatok léte.

Jelen fejezetben csak az oksagi modellek szakért6i tudason alapul6 létrehozasat és fel-
hasznalasat vizsgaljuk, a tanulasukat az Intelligens adatelemzés cimii jegyzet egyik fejezete
tartalmazza.

Kiindul6pontként elfogadjuk a Bayes-statisztikai keretet. Célunk egy olyan modell 1ét-
rehozésa, amely Osszegzi az eddigi ismereteket és megfigyeléseket, s amely lehet&vé teszi a
beavatkozasok hatésainak automatizalt kikovetkeztetését is. Els6ként azt vizsgaljuk meg,
hogy a Valészintiségi grafos modellek cimt fejezetben ismertetett Bayes-halok mennyiben
felelnek meg az oksagi modellekkel kapcsolatos intuicionknak, nevezetesen annak az ok-
sagi szemantikanak, hogy az élek kozvetlen oksagi rahatast reprezentalnak. Az iranyitott
kormentes grafok, a DAG-ok, remélt harmas felhasznalasat az abra illusztralja.
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1. fejezet. Oksagi modellek 11

3. Egylttes eloszlas reprezentalasa

P(M,K,B,S,T) =
PIM)P(K|M)P(B|K,M)P(S|B)P(T |S,M)

1. Oksagi modell

Mp={lp1(B;TIM),...}

2. Fuggetlenségek grafos reprezentalasa

1.1. 4bra. Bayes-halok reprezentaciéjanak harom aspektusa.

Az experimentalis oldalrol kozelitve bevezethetd az ideélis beavatkozashoz tartozo (em-
pirikus) eloszlas fogalma.

1.1.1. Definicio. [| Jelolje do(X = z) az X valtozo beallitasat x értékre, és jelolje p(Y|do(x))
az ehhez a beavatkozéashoz tartozé eloszlast (elméleti kontextusban az empirikus voltat je-
1616 p nem jelolt).

Természetesen a megfigyelési és beavatkozasi eloszldsok mar a legegyszertibb eset-
ben is eltérhetnek. Fontoljuk meg a két X, Y valtozo alkotta rendszert, amelyeket egy
X — Y oksagi relacio kot ossze indulélva a p(X,Y") eloszlast. Az X esetében nincs kii-
16nbség (passziv) megfigyelésés és (aktiv) beavatkozas kozott, de Y esetében mar igen:
p(Yl|do(z)) = p(Y|x), de p(X|do(y)) = p(X) és nem egyenls p(X|y)-nal. A megfigyelési

A statisztikai és oksagi kapcsolatak kutatasanak legfébb fogyasztdja epidemioldgia.
E teriileten a kovetkezG méroszamok hasznéltak az oksagi relaciok kvantitativ jellemzé-
sére, amelyek a do szemantikat felhasznalva a kovetkezGképpen irhatéak (egy binaris X
(pl. kitettség) és Y (pl. betegség) kozott): rizikobeli kiilonbség vagy oksagi hatéas (9),
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tulajdonithato /okozott riziko () és az esélyhanyados(W).

b = ply|do(x)) — p(y|do(—x) (1.1)
~ plyldo(z)) — p(y|do(—x)
v = pyldo()) 2

d
v - Do) uliots) )

p(
p(yldo(=x))/p(=yl|do(—x))

Természetesen ezeknek a mennyiségeknek a standard epidemiologiai definici6ja nem a
beavatkozasos do szemantikat hasznélja, hanem az ,adjustalt” megfigyelési valoszinégéken
alapulokat [24] B3| B2]. Az ,adjustalas” (vagy ,kontrollolalas”) a zavar6 tényezdk Z elimi-
nalasara szolgal gy, hogy X hatasat Y-ra a potencialis zavard tényezdk azonos értékei
mellett vizsgaljuk (azaz feltételbe emeljiik és ,fixen tartjuk” cket).

(yldo(x Zp (ylx, 2)p (1.4)

1.2. Bayes-halok ekvivalencia-osztalyai

Az eloszlés stabilitdsanak és szigoru pozitvitasanak feltevése sem zarja ki, hogy az eloszlas
fiiggetlenségi modelljének tobb DAG is perfekt térképe legyen. Erre példa a kévetkezd.

1.2.1. Példa. || Tekintsiink egy Markov-lancot X = {Xj,..., X}, amelynek eloszlasa

stabil. Filiggetlenségi modellje definici6 szerint tartalmazza a kovetkezéket ¢1=1,... n:

(XZJ_L{Xl, c. Xi—2}|Xi—1)7 és az 1mp11kélt (XZ_U_{Xl, . Xi—27 XH_Q, ce 7Xn}|{Xi—17 Xi+1})
. Ez a fiiggetlenségi modell n darab azonos linearis vazu Bayes-haloval is egzakt modon

reprezentalhato (azok perfekt térképei), amelyekben nincs Osszetarto élpar. (Két speciélis

eset az ,elérefele” és a ,yvisszafele” iranyitott halozat, lasd abra.)

T e

1.2. abra. Azon hiarom X;, X3 véiltozos Bayes-halok ekvivalencia-osztalyai, amelyekben
direkt fiiggés van X,, Xy és Xy, X3 koz6tt, de nincs X1, X3 kozott.

A DAG-0kbol d-szeparacioval indukalt fiiggetlenségi modellek lehetévé teszik egy DAG-
ok feletti ekvivalencia-relacio bevezetését [22] B 21].
1.2.1. Definicio. [|[Két DAG G1, Gy megfigyelési ekvivalens, ha pontosan ugyanazokat a
d-szeparacios relaciokat definidljak, azaz (X 1L Y|Z)q,) < (X 1L Y|Z)q,.
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Az igy definiadlt ekvivalencia-osztalyok igen eltéré szdmi DAG-ot tartalmaznak. A
fiiggések teljes hidnyahoz tartozo ekvivalencia-osztaly n! szaimia DAG-ot tartalmaz, ame-
lyek mindegyike egy valtozosorrend mentén tartalmaz minden élt. Ezzel szemben az teljes
fiiggetlenséghez tartozo ekvivalencia-osztaly 1 darab DAG-ot tartalmaz, az iires grafot.
Experimentéalis vizsgalatok azt jelzik, hogy egy ekvivalencia-osztélyba atlagosan 3 DAG
tartozik [18]. A nagysagrendek érzékeltetése végett jelezziik, hogy a DAG-ok szamossagara
csak rekurziv képlet létezik [6]:

f(n) =Y (=112 f (0 — i) with f(0) = 1,

=1

(1.5)

amelyre fels6 korlatot jelent n csomépontnal 27("~1 ¢lkombinaci6 (a DAG-sag kényszere

miatt ez kisebb). Ez azonban még akkor is szuper-exponencialis, ha a maximalis sziil-
szamot k-ban maximaljuk. (Vegyiik észre, hogy a lehetséges sziil6i halmazok szama egy
adott véltozo-sorrend esetén is nagysigrendileg n*", azaz 20 71°e™) [T1].) A sorrendek,
a DAG-ok, és egy adott sorrenddel kompatibilis, sziilészamban korlatos DAG-ok szamat
az [L.1] tablazat mutatja.

1.1. tablazat. A sorrendek, a DAG-ok, és egy adott sorrenddel kompatibilis, sziil6szamban
korlatos DAG-ok szama. Az oszlopok sorban a kovetkezdket tartalmazzak: a valtozok sza-
mat (n), DAG-ok szamat (|DAG(n)|), egy sorrenddel kompatibilis DAG-ok szamat (|G<|),
egy sorrenddel kompatibilis DAG-ok szamat maximuldsan 4 sziil6szémmal (|G5=)), il-
letve 2-vel (|G|§‘§2|), a sorrendek (permutdciok) szaméat (| < |) a sziil6i halmazok dssz-

szamat sorrend kompatibilis DAG-okban |n~| és DAG-okban ha a maximalis sziil6szam 4
(||7=| < 4]), illetve 2 (||7~| < 2|).

n | 1DAGW)| | 1G] | 1GEE [ 16T | <] = =<4 [lIm~ <2
5 2.9e+004 1le4-003 1le+003 | 6.2e+002 | 1.2e-+002 30 30 24

6 3.8e+006 | 3.3e4+004 | 3.2¢-004 | 9.9¢+003 | 7.2¢+002 62 61 40

7 1.1e4-009 | 2.1e--006 | 1.8e+-006 | 2.2e-+-005 H5e+003 1.3e4-002 | 1.2e-+002 62

8 7.8e+011 | 2.7e+008 | 1.8e4+008 | 6.3e+006 | 4e+004 | 2.5e+002 | 2.2e+002 91

9 1.2e+015 | 6.9e+010 | 2.9e+010 | 2.3e+008 | 3.6e-+005 | 5.1e+002 | 3.8e+002 | 1.3e+002
10 | 4.2e+018 | 3.5e+013 | 7.5e+012 | 1.1e+010 | 3.6e+006 1le-003 6.4e-+-002 | 1.7e+002
15 | 2.4e+041 | 4.1e+031 | 2.1e+027 | 3.1e+-019 | 1.3e+012 | 3.3e4-004 | 4.9e+003 | 5.7e-+002
35| 2.1e4+213 | 1.3e-179 | 1.8e+-109 | 8.5e+-068 le+040 | 3.4e+010 | 3.8e+-005 | 7.2e+-003

Az azonos ekvivalencia-osztalyba tartoz6 DAG-ok tulajdonsigainak megértése tobb

szempontbol is fontos. Egyrészt sziikséges tisztazni a DAG-ok szandékolt, intuitiv oksagi
szemantikijanak fenntarthatosagat, nevezetesen azt, hogy milyen korlatok kézott marad-
hatna érvényes ez az oksagi értelmezés (mint a Markov-lancok példaja mutatja bizo-
nyos esetekben az éleknek semmilyen iranyitast nem tulajdonithatunk). Méasrészt azonos
megfigyelési ekvivalencia-osztalyba tartozé DAG-ok Bayes-héloit azonos moédon kellene
felparaméterezni, ami akauzalis megkozelitésben is fontos kovetkezményekhez fog vezetni.
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Az azonos ekvivalencia-osztalyba tartozdé DAG-ok jellemzése két észrevételen nyugszik.
Az elss, hogy az azonos megfigyelési ekvivalencia-osztalyba tartozé DAG-ok irdnyitatlan
vaza azonos, mivel a DAG-ban egy él egy kozvetlen fiiggést reprezental, amelynek minden
Markov kompatibilis DAG-ban meg kell jelennie [22]. A méasodik észrevétel, hogy ha X, Y
és Y, Z kozotti kozvetlen fliggések 1éteznek, tigy, hogy nincs kézvetlen fiiggés X, Z kozott és
nincs olyan fiiggetlenség, hogy (X 1L Z|{Y, S}), azt mindenképpen egy Gsszetartd élparral
kell jelezni X — Y < 7, egy tdgynevezett v-struktirdt 1étrehozva.

Az azonos ekvivalencia-osztalyba tartozo6 DAG-ok jellemzését a kovetkezs tétel bizto-
sitja.

1.2.1. Tétel. |22, 5]] Két DAG G4, G2 pontosan akkor megfigyelési ekvivalens, ha az iré-
nyitatlan vazuk megegyezik és ugyanazon v-strukturdkat tartalmazzak (azaz konvergald
¢leket, amelyek talpanal nincs él) [22]. . Ha a Bayes-halok (Gy,0,) és (Ga,6,) diszkrét
valtozokat tartalmaznak és lokalis modelljeik multinomialis eloszlasok, akkor G, G2 meg-
figyelési ekvivalenciaja egyenld dimenzionalitast és bijektiv leképezhetSséget jelent a 0, és
0, paraméterezések kozott, amit eloszldsbeli ekvivalencidnakneveznek [5]).

Mint lathato, ha elfogadjuk az Ockham-elv &ltal diktalt modellminimalitas elvét, és
egy eloszlasmodellezésnél (az egyszeriiség kedvéért stabil eloszlast feltételezve) a fligget-
lenségi modelljét minimalis modon reprezentaldé DAG-okat tekintjiik, akkor bizonyos élek
irdnyitasa onkényes, igy oksagi értelmezése, a priori informéaciok hianyaban értelmetlen.
Azonban az tételben szerepls v-strukturaknal tobb élre jelenthet megkotést a meg-
figyelési osztalyba tartozas, hiszen bizonyos élek iranyitasa azért lehet egyértelmi, mert
amugy v-struktirat hoznanak létre (ami kivezetne az ekvivalencia-osztalybdl). Ez a ko-
vetkez§ definicidhoz vezet el.

1.2.2. Definicio. [|Az esszencidlis grdf a megfigyelési ekvivalens DAG-ok halmazat repre-
zentalja egy részlegesen iranyitott DAG-gal (PDAG), amely grafban csak azok az tgy-
nevezett kényszeritett élek iranyitottak, amelyek az ekvivalenciaosztalybeli DAG-okban
azonosan iranyitottak. A tobbi él irdnyitatlansaga az (élszintii) eldonthetetlenséget jelzi.

Az esszencidlis graf meghatarozasara hatékony algoritmust kozolt Meek [21].

1.3. Oksagi Bayes-halok

A klasszikus kérdés, hogy hogyan lehet megkiilonboztetni az oksagi kapcsolatokat a fiig-
gésektdl (korrelacio versus kauzalitas”), azaz, hogy hogyan lehetne meghatarozni az ok-
sagi statuszat passzivan megfigyelt X és Y kozotti statisztikai fiiggésnek, az felbonthato
a valoszintiségi Bayes-halos reprezentaciokhoz tartoz6 fogalmakkal, mint stabilitds és az
esszencialis graf. Elscként megfontoland6, hogy vajon az Osszes kozvetlen fiiggés oksagi-e.
Ez er6sen vitathato feltevés volna, amelyre hosszabban kitériink. Masodsorban a stabilitas
feltevése is megfontolhato, hiszen annak hidnyaban (a Bayes-hélos reprezentaci6 definicio-
ja szerint) nem fennallo fiiggéseketis impliklni fog a struktiira. Harmadsorban, meg lehet
fontolni, hogy az esszencialis graf és a kényszeritett élek definidlasanal hasznélt ,Boolean”
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Ockham elv (amely szerint csak a minimalis, konzisztens modelleket vettiik figyelembe) a
bayesi kontextusban nem terjeszthet6-e ki?

Ezen kérdések megfontolasdhoz vezessiik be az oksagi modell fogalméat, amely a korab-
bi, Bayes-halokon alapul6 intuiciét formalizalja.

1.3.1. Definici6. || Egy DAG-ot a oksdgi struktirdnak neveziink valtozok V' halmaza fe-
lett, ha minden csomoépont egy valtozot reprezental, az élek pedig kozvetlen rahatast
szimbolizalnak. Egy oksdgi modell olyan oksagi struktira lokdlis valosziniségi modellek-
kel p(X;| pa(X;)) minden egyes csomoponthoz, amely leirja az adott X; csomépont szto-
chasztikus fiiggését a pa(X;) sziileit6l. Mivel a feltételes modellek gyakran parametrikus
modellcsaladbdl szarmaznak, az X;-hez tartozo feltételes modell paramétereit 6, jeldli, és
0 jeloli a teljes modell paraméterezését.

A stabilitas feltevésével az esszencialis graf egzakt modon reprezentalja a fliggetlenségi
relaciokat, és a Boolean Ockham elv szerinti modellminimalitasnak megfelelen maximéa-
lis mértékben jelzi a potenciadlis oksagi relaciokat, igy elfogadésaval az oksagi relaciok
rendszer—alapi kikovetkeztetésére lathatnédnk példat. A feltevések jogossaganak vizsgéla-
tdhoz vezessiik be az alabbi formalis feltételt, amely egy oksagi strukttura validitasat és
elégségességét biztositja.

1.3.2. Definicio. [| Egy G oksagi struktura és p eloszlas teljesiti az oksdgi Markov-feltételt
(CMA, ha p-ben teljesiil a G szerinti lokalis Markov-feltétel.

Az oksagi Markov-feltétel Reichenbach ,k6z0s ok elv’-én alapul, amely szerint X és Y
események kozotti fliggés azért all fenn, mert vagy X okozza Y-t, vagy Y okozza X-t, vagy
kozos ok befolyasolja X-t és Y-t is [23] [14]. Ennek megfeleléen az oksagi Markov-feltétel
akkor all fenn (p, G) parra, ha a V véltozohalmaz oksdgilag elégségséges, azaz nincs rejtett,
nem V-beli, kozos ok (vagy masképpen fogalmazva: minden koz6s ok X,Y € V parokra
V-beli). Ez természetesen nem azt jelenti, hogy nem lehetnek rejtett valtozok, hiszen ez
egy adott absztrakcios szinten elkeriilhetetlen, de csak azon valtozoknak sziikséges V-ben
szerepelni, amelyek két vagy tobb valtozot is kdzvetleniil befolyasolnak.

Az oksagi Markov-feltétel 6sszekapcsolja az oksagi relacidkat és a fliggéseket, és az ok-
sagi modell (modellezés) elégségességét koveteli meg a megfigyelt fiiggésekhez (mondhatni
tigy is, hogy az élek elégségesek). Erdemes észrevenni, hogy a stabilitas feltevése éppen az
élek sziikségességét jelenti (mondhatni agy is, hogy nincsen felesleges él). Ez a két feltevés
biztosithatja, hogy a Bayes-halo altal implikalt fiiggetlenségek valoban fennallnak és a fiig-
gések is egzakt modon reprezentaltak az oksagi modellben [12]. Az oksagi Markov-feltétel
lehetéve teszi tovabba a beavatozasok modellezését do() mitivelet bevezetésével a
smanipuldcios tétel’ (|28]) avagy ,graf csonkolas” ([23]) szerint.

1.3.3. Definicio. [| Egy G, € oksagi modell esetén p(Y'|z, do(X = x)) jelolje azt az eloszlast,
amelyet ugy kapunk, hogy a (perfekt) beavatkozashoz tartozo X valtozok bemend éleit
toroljiik és ezeket a valtozokat az eldirt értékre beéllitjuk (azaz a kovetkeztetés soran a
beallitott valtozokhoz tartozé faktorok nem szerepelnek).
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A beavatkozasok formaéalis modellje jelzi, hogy egy oksagi modell, amely teljesiti az ok-
sagi Markov-feltételt, minden lehetséges (perfekt) beavatkozashoz tartozo eloszlast a fenti
graf csonkolasos szemantikaval képes reprezentalni [23]. Az okségi modellek és a beavat-
kozasok kapcsolata tovabb is vihetd, ami elvezet az autoném, lokalis ,mechanizmusok”
rendszeréhez, amelyek beavatkozasokra fiiggetleniil reagalnak, és zajjal valo terheltségiik
is fiiggetlen. A | funkciondlis Bayes-hdlok” ezen zajjal terhelt determinisztikus mechaniz-
musokon alapulnak, kapcsolodva a strukturalis egyenletek formalizmusahoz is [9, 23]. A
funkcionalis Bayes-halok a beavatkozésokon kiviili kontrafaktualis kovetkeztetésekben is
felhasznalhatoak, ami egy elképzelt miltbeli beavatkozas jelen kovetkezményeinek kovet-
keztetését jelenti.

1.4. Az oksagi értelmezés nehézségei

Az oksagi értelmezés kritikdja el6tt érdemes Osszefoglalni a valoszintségi modellezés sza-
maéra is kihivast jelentd lehetoségeket.

1.4.1. Tisztan magasabbrendii fiiggések

Tegyiik fel, hogy X,Y,Z binaris valtozok, X,Y fiiggetlenek, egyenletes eloszlastak, Z
pediga Z = XOR(X,Y) logikai fiiggvénnyel meghatarozott. Ekkor (X 1L Z)eés (Y 1 Z),
de ({X,Y} J Z), azaz az egyiittesiikt6l mar fiigg. A fiiggések (asszociaciok) tehat nem
feltétleniil monotonak.

Fiiggések iranya

Egy Markov-lanc & = {Xo, X1,... X}, amely a p(X;|X;_1) atmeneti valoszintuségekkel
adott, atirhato p(X;_1]|X;) alakba is, azaz a lanc iranyitasa esetleges.

1.4.2. Intranzitiv fiiggések

Tegyiik fel, hogy X, Y, Z koziil legalabb egy nem binaris valtozo, példaul Y. Ekkor létezik
egy olyan p(X,Y, Z) eloszlas, amelyre (X U Y)és (Y U Z), de (X1 Z), azaz a fliggé-
sek (asszociaciok) nem feltétleniil tranzitivak. Azonban ha feltessziik, hogy az eloszlasunk
fiiggetlenségi viszonyai stabilak, azaz a kvalitiv fiiggési viszonyok nem valtoznak infinitizi-
malis perturbaciokra, akkor az intranzitiv harmas fliggési modellt egyediil az tgynevezett
v-struktira magyarazhatja (X — Y <« Z), amelyben (X J Z|Y) (és nem (X1 Z|Y)).
Azaz ekkor kivételesen adodik, hogy Y a kdvetkezménye két 6t befolyasolo fiiggetlen ese-
ménynek, amelyek tapasztalataink szerint mindig korabbiak (innen ered a filozofidban ,id6
nyila” elnevezés).
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1.4.3. Simpson paradoxona

Lehetséges olyan eloszlas, amelyben p(Y|X) > p(Y|X), de p(Y|X,Z) < p(Y|X,Z) és
p(Y|X,Z) < p(Y|X, Z), azaz az asszociacié hatasa rétegenként (Z szerint) és Gsszesitve
ellenkezé is lehet.

1.4.4. Ellenérvek

Az oksagi értelmezéssel szemben felhozott ellenérvek egy része a fenti, a valoszintségi
modellezést is érint§ kérdésekhez kapcsolodik, mas része a maganak a Bayes-halos megko-
zelitésnek a problémajara vilagit ra (példaul az oksag fogalma visszacsatolt vagy emergens
rendszerekben). Mivel ezek targyalasa meghaladja a jegyzet kereteit, csupan felsorolasban
jelezziik Sket [14], 28].

1. A direkt fiiggések nem mindegyike oksagi (hanem példaul szemantikai).

2. Adott eloszlas esetén a hozzatartozo megfigyelési ekvivalencia-osztaly egyértelmiisé-
géhez fel kell tételezni a stabilitast (ami logikai fiiggéseknél nem teljesiil, ahogyan
azt a XOR-t tartalmazé példa mutatta).

3. Az esszencidlis graf definicidja csak a minimélis, konzisztens modellekre tdmaszkodik
(egyaltalan nem véve figyelembe a kissé komplexebb konzisztens modellek iranyita-
sat).

4. Rejtett zavard tényezok, stabilitas, modell minimalitas.

5. Kivélasztasi bias, amikor is a megfigyelés akér fliggetlen események kombinéciojatol
fiigg, igy okozva az adatokban akauzalis fiiggést.

6. Oksagi modellek keveréke, azaz ha X befolyasolja Y-t és forditva. Hasonlé probléma
a visszacsatolas.

7. Globalis fizikai és szemantikai kényszerek a valtozok kozott.

8. Az asszociaciok, a fliggetlenségek, a fiiggések és igy az induktivan kikovetkeztetett
oksagi viszonyok viszonylagosak az elemzett valtozok halmazahoz képest, s6t még
az értéktartomanyukhoz (diszkretizalasukhoz) képest is.

Mindazonéltal kijelenhetd, hogy a tobbvaltozos elemzések miatt és a Bayes-statisztikai
megkozelités miatt az oksagi kovetkeztetést ma méar széles korben alkalmazzak, megha-
ladva a korabbi két-valtozos ,correlation (association) # causation” zsadkutcés igaz/hamis
szemléletet.
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1.5. Bayes-halok a Bayes-statisztikai keretben

A nagy dimenzios, viszonylagosan kis mintéas orvosbiologiai alkalmazasok az egyik f6 te-
repe a Bayes-halok Bayes-statisztikai keretrendszerben vald alkalmazasanak. Természe-
tesen a modellosztaly valasztasa a statisztikai kerettdl fiiggetlen dimenzid, de az okséagi
modellek feletti &tlagolas igénye a tobbi modellosztaly hasznalatéval egyidében felvets-
dott [8]. Ez megjelent a valodi ok kényszeritett éleken alapulod bayesi megkozelitésében
(lasd példaul [I7, [10]) vagy a hataserGsség strukturak feletti atlagolast is magéaba foglalo
becslésésében [23]), illetve az optimélis intervencion alapuld adatgytijtésben [34].

Azonban a Bayes-statisztikai megkdzelités alkalmazéasa Bayes-halokra rengeteg meg-
oldatlan kérdést vet fel a modellhez kapcsol6dd a priori ismeretek sokfélesége miatt. Ez
természetesen a modell értelmezésének sokféleségével is Osszefiigg, azonban ezek egysé-
ges kvantitativ formaba torténd transzforméalasa, azaz az Gket tiikrozé informativ a priori
eloszlésok konstruélasa jelenleg is aktiv kutatas alatt all, részben a ,transfer” learning ré-
szeként is. Logikai kényszerek felhasznalasa [29] 6], 19, 4], kvalitativ monotonitasi relaciok
felhasznalasa |30, I5] sok egyéb mellett mar megjelent tudoméanyos kozleményekben mint
prior eloszlasok informacioforrasa [26), (11 6] 16, 2.

A Bayes-statisztikai megkozelitésben a prior eloszlas p(G, ) a DAG-struktardk és hoz-
zajuk tartozd paraméterek felett definialt. A Bayes-halo reprezenticio univerzalitidsa miatt
ez természetesen az eredeti targyteriilet feletti Bayes-halo kiterjesztésében is reprezental-
hatd. Azonban ennek az egyiittes a priori eloszlasnak a specifikilasa vagy akar csak a
paraméterekre vonatkozo p(0|G) feltételes eloszlasnak a specifikdlasa, mind elméleti, mind
gyakorlati megfontolasokat igényel, egyrészt a modelltér komplex és nagydimenzids volta,
méasrészt a struktidra- és paraméterekvivalencidk miatt. Els6ként a paraméterpriorokat
targyaljuk, majd ezt kdvetGen a strukturak feletti priorok kérdését.

1.5.1. Paraméter priorok Bayes-halékhoz

A p(0|G) paraméter prior specifikilasa a kovetkezs kérdéseket veti fel: milyen eloszlascsa-
ladot hasznaljunk, mi a kapcsolata a prior dekomponalasénak és a targyteriileti eloszlas
dekomponélasanak, hogyan lehet konzisztens médon bizonyossdgot definialni a dekom-
pondlt prior felett az egész strukturat tekintve, hogyan lehet konzisztens priort definial-
ni a megfigyelési ekvivalens strukturak tekintetében. Ezeket a kérdéseket egy lentebb,
tobb lépésben kifejtett, atfogd eredmény valaszolta meg, amely nem csak az oksigi mo-
dellek Bayes-statisztikai felhasznélasahoz, hanem a Bayes-halok valoszintiségi, akauzalis
felhasznalasahoz is sziikséges. Els6 része kimondja, hogy ha a paraméterprior a struk-
tara szerint dekomponélodik és a paraméterpriorok ekvivalensek megfigyelési ekvivalens
strukturak esetében, akkor a paraméterprior sziikségszertien Dirichlet eloszlasi. Tovabba
ha a dekomponalt paraméterprior részei a struktirara nézve invariansak, akkor a p(0|G)
paraméterprior tetszéleges G struktira esetén egyetlen pont-értéki 0, paraméterezésbdl és
egyetlen a priori mintaszamként értelmezhets skaldrbol szarmaztathato. Ennek a formaélis
kimondasahoz és megértéséhez a kivetkezs fogalmakra van sziikség. ElsGként a paraméter
fiiggetlenségre |27, [7]:
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1.5.1. Definicio. [|[Egy G Bayes-halo struktira esetén, a globdlis paraméter figgetlenség
feltevése azt jelenti, hogy

p(8lG) = Hp (6,1G), (1.6)

ahol @, jeloli a paramétereket, amelyek p(X | Pa( ;) feltételes eloszlashoz tartoznak G-
ben. A lokdlis paraméter fiiggetlenség feltevése azt jelenti, hogy

p(8,|G) = Hp 0,,1G), (1.7)

ahol ¢; a sziil6i konfiguraciok szaméat jelenti (pa(X;)) X;-hez tartozik G-ben és 0,; a para-
métereket jeloli a p(X;|pa(X;);) feltételes eloszlasban valamely fix sorrendjében a pa(X;)
konfiguracioknak. A paraméter fiiggetlenség feltevése mind a globalis, mind a lokélis fiig-
getlenség feltevését jelenti.

A likelihood ekvivalencia fogalma a megfigyelési ekvivalenciat terjeszti ki a struktirak-
rol a paraméterekre (|16] 13]).

1.5.2. Definicio. [|A likelihood ekvivalencia feltevés azt jelenti, hogy két megfigyelési ekvi-
valens Bayes-halo struktara Gy, G,

p(y|Gy) = p(By|Ga), (1.8)

ahol 0, a multinomidlis parametéreknek egy nem redundans halmazat jelenti a teljes V'
egylittes eloszlasra nézve. (A lokalis modellek multinomialis volta biztositja az eloszlas
ekvivalenciat és, azt, hogy Jacobi-paramétertranszformacio létezik.)

Ezek utan a kévetkez§ tétel mondhato ki [13], [16].

1.5.1. Tétel. [[I3]16]] Pozitiv strtségfiiggvények, likelihood ekvivalencia és paraméter fiig-
getlenség feltevése G, teljes strukttrdkra azt implikalja, hogy p(0,,) sziikségszeriien Dirich-
let eloszlast N, . ., hiperparaméterekkel.

A p(0;|Gs) = Ja,p(8y), ahol Jg, a Jacobi transzformécio 6y-rél 0 -re. Figyelemre
mélto6, hogy egy struktirak szintjén megfogalmazott kényszer, a struktarak likelihood ek-
vivalencidja multinomialis lokalis modellekkel, ilyen erés paraméterszinti kényszert ered-
ményez. A kovetkezs eredmény kimondésahoz irjuk at a hiperparamétereket, mint N’ =
> ey Nav, oz, amit prior vagy virtudlis mintaméretnek hivnak és p(zy,...,2,|E%) =
Nyy.wn/N'. Tovabba, sziikséges még a kovetkezd fogalom:

1.5.3. Definicio. [|A paraméter modularitds feltevése azt jelenti, hogy ha pa(X;) azonosak
két Bayes-halo struktiuraban Gy, G, akkor

(—Z]|G1) (Qij|G2)7 (19)

ahol @;; jeloli a paramétereket a kapesolodo p(X;|pa(X;);) feltételes eloszlasban a pa(X;)
konfiguraciok valamely fix sorrendje esetében.
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Az okséagi értelmezéshez kozel all6 paraméter modularitas feltevése lehetévé teszi pa-
raméterprior szarmaztatasat a teljes modellekrél nem teljes modellekre is .

1.5.2. Tétel. [|[I3], [16]] Ha N’ a globalis prior mintaméret, p(#,,) egy Dirichlet eloszlas
Nyyooown = N'p(xq, ..., x,) hiperparaméterekkel, tovabba feltessziik a paraméter modula-
ritast, és minden G. teljes DAG-ra, p(G.) > 0, akkor barmely G struktiurara teljesiil a
paraméter fiiggetlenség és likelihood ekvivalencia és a paraméterek dekomponalt eloszlasa
Dirichlet eloszlasoknak a kovetkez§ szorzata:

n

N’ (Xi=k,pa(X;,G|¢t =pa,;;)—1

=1 j=1 k=1

ahol r; az X; valtozo értékeinek szama, ¢; a pa(X;, G) sziil6i halmaz lehetséges értékkonfi-
guracidinak szama, és pa;; jeloli a sziil6k értékeit a j-edik sziiléi konfiguracioban, valamely
fix sorrendjében a sziil6i konfiguracidknak.

Az tétel praktikus modszert kinal likelihood ekvivalens paraméterpriorok meg-
adasara minden struktdrara: egy maximaélisan részletes modell esetében hatarozzuk meg
a pontparametrizaciot és az a priori mintaszamot, majd barmely méas modell esetén mar-
gindlizdljuk az eloszlast, és szamitsuk ki az ott relevans hiperparamétereket. Azonban
az tétel azt is jelzi, hogy nem teljes megfigyelések esetében a struktura kiilonbo-
70 részein eltéré bizonyossag fog jelentkezni, igy nem lehetséges egyetlen mintaszammal
jellemezni azt |14].

1.5.2. Struktira priorok Bayes-halékhoz

A bayesi megkozelités Bayes-halos modellek paramétereihez az 1980-as évektdl jelen van
a szakirodalomban |25, 26, [7], és ez a kutatési irany részben megvalaszolta a komplex va-
l6szintiségi modellek paraméterezésével kapcsolatos ellenvetéseket [3]. A struktarak feletti
bayesi megkozelités az 1990-es évek elején jelent meg, de a nagy szamitasigény sokaig gatol-
ta az alkalmazasat. Egy sorrendspecifikus, analitikus megkozelités [1], majd egy altalanos
analitikai eredmény [6], ezt kovetGen pedig 1995-ben, az MCMC-modszerek alkalmazasa
is megjelent [20]. 2000. 6ta a modellek feletti bizonytalansig kezelésére elterjedtté valt a
strukturak feletti bayesi megkozelités alkalmazasa, azonban struktiralis hattérinformaciok
felhasznalasa a mai napig nem megoldott. Vegyiik észre, hogy a p(G) struktura priorok
kiegészitik a korabbiakban targyalt p(0|G) paraméterpriorok targyalasat.

Referencia struktirak és alstruktirak felhasznalasa Az egyik alapveté modszer,
az eltérés alapu priorok egy referencia struktturatol valo eltérést biintetnek, felhasznélva
egy ,referencia” struktirdt Gy és egy x biintetd faktort a hidnyzé vagy extra e;; élek
biintetésére [16]:

p(G) o k¥ ahol 6 = Y 1(1(ey; € G) # (e € Gy)).

1<i<j<n
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A jegy alapi priorok az egyes jegyek jelenléte szerint definialtak, ahol az F; jegy (mo-
delltulajdonsag) G-beli értékeit F;(G) = f; jeloli, i = 1,... K esetén,

p(@) = <[] (F(G)) (111)

ahol a ¢ normaliziciés konstans az inkonzisztens jegykombinaciok kezelésére szolgal. Le-
hetséges jegyek az irdnyitatlan vagy irdnyitott vagy kényszeritett élek, paronkénti vagy
részleges sorrend szerinti sorrendezések fennallasa, Markov-hatéarbeliség vagy akar tetszo-
leges algraf megléte. Erdemes iigyelni a jegyek Osszefiiggd voltara, ami a globalis DAG-
kényszer miatt 1ép fel, és torzitja az egyenletben széndékolt fliggetlen hatést.

1.6. Megfigyelés, beavatkozas, spekulaci6

A valoszintiségi, oksagi, és funkcionalis Bayes-halok a kovetkeztetés kiilonboz6 szintjeit
képesek tdmogatni, amit csupan felsorolasszertien Gsszegziink (kifejtését lasd [23]):

1. Jelolje p(Y = y|X = x) a (megszokott megfigyelési) feltételes valoszintiségét YV =y
értéknek X = x érték megfigyelése esetén.

2. Jelolje do(z) az X valtozo x értékre torténd beallitasahoz tartozo beavatkozast és
p(Y|do(z)) az ehhez tartozé beavatkozasi eloszlast.

3. Jelolje p(Y = y|do(X = x),Y = ¢/, X = 1) a kontrafaktualis valoszintiségét annak,
hogy Y =y, amikor X =2/ = ¢/ és do(X = z).

1.7. Tudasmérnokség

A Bayes-statisztikai keretben definialt Bayes-haloé a tudasmérnokség eszkozeként jelent
meg a 1980-as években. Konstrualidsa jellemzGen a szakértéktsl szarmazod adatokbol tor-
tént manuélisan. A kézi konstrualas még napjainkban is jelentés silyt képvisel a Bayes-
halok alkalmazéasaban. Azonban ahol az adathoz viszonyitva jelentés mennyiségi a priori
tudas all rendelkezésre, ott a Bayes-halok tudasmérnoki alkalmazasa prior konstrualas for-
méajaban is el6fordul, a bayesi keretrendszer alkalmazasanak egy kezdeti fazisaként. A
tudasmérnokség metodikajara nagy hatéassal volt a nagy mennyiségi elektronikus targyte-
riileti informacié megjelenése, a megfelel6 mennyiségi statisztikai adat elérhetGsége, vala-
mint a Bayes-statisztikai alapa gépi tanulasi modszerek elterjedése. A modell konstrualasa
helyett érdemes a gyakorlatban tipikusan megjelend egész tudasbazist tekintetbe venni, és
annak konstrualasara fokuszalni. Kévetelményként jelent meg a bayesi modszerek alkalma-
zasakor, hogy tadmogassa a priorok konstrualasat, hiszen a valdszintiségekkel leirt a priori
tudas és a rendelkezésre allo adatok bayesi frissitéssel torténé kombinacioja szolgaltatja
a végsd tudasmodellt. Mindemellett fontos, hogy a tudéasbazis segitse a komplex, akar
szabad szoveges hattérismereteket is tartalmazo valoszintségi allitdsok megfogalmazasat,
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valamint tegye lehetévé a szakértéktsl szarmazo szubjektiv informécié tarolasat, mely
relevans lehet a bayesi a priori tudasmodell megalkotasanal. Egy tudasbazis megépitésé-
hez olyan koérnyezetben, ahol rendelkezésre all elektronikus targyteriileti tudas, elegendd
statisztikai adat, valamint a megfelel6 bayesi modszerek, az alabbi 1épések sziikségesek
(amelyekbdl a specifikusokat részletezziik):

1. Célok, alkalmazasi teriilet és modellezési szintek identifikicidja. Terminologia és
ontologia elfogadasa.

2. Nem rendszerezett tudas begyiijtése. Ehhez a lépéshez tartozik az Gsszes relevans
elektronikus és egyéb szévegalapu informécioforras feldolgozésa, amely magaba fog-
lalja az a priori informacié kinyerését kiilonféle szovegbanyaszati metodusok alkal-
mazasaval.

3. Strukttra kinyerése. A G DAG strukturak feletti p(G) priorok konstruélésa, me-
lyek egyesitik a szakérték altal megadott informaciokat az elektronikus forrasokbol
kinyert informéaciokkal (a p(G) a priori eloszlast tobbnyire normalizalatlan formaban
lehet elGallitani).

4. Paraméter és hiperparaméter kinyerése. A valdszintiségi paraméterek tobbféle moédon
nyerhetSk: adatbazisok, szakirodalom vagy szakértGk szubjektiv véleménye alapjan.
A p(0|G) paraméterprior specifikicioja az altalunk vizsgalt diszkrét, véges esetben
egy egyszeri modszerrel megvalosithato, ha feltehetjiik az egyes valtozokhoz és sziil6i
értékkonfiguraciokhoz tartozo paraméterek fiiggetlenségét. Egy szinte kizarolagosan
hasznalt eloszlascsalad az adott valtozo, adott sziil6i értékkonfiguraciojahoz tartozo
feltételes modellek megadasara a Dirichlet eloszlas, amelyben a hiperparaméter a pa-
raméterhez tartozo sziiléi értékkonfiguracié korabban megfigyelt eseteinek szamait
jelenti (Cowel1999). Ahogyan megmutattuk az tételben, a Dirichlet csalad az
egyetlen lehetséges véilasztas, ha az ugyanazon megfigyelési ekvivalencia-osztalyba
tartozo G struktirakhoz ekvivalens priorokat szeretnénk megadni, ami kauzalis mo-
dellezésnél nem sziikségszert (Heckerman1995a).

5. Erzékenységi analizis, verifikicio és validacio. A modellek poszteriorjanak vizsga-
lata magéba foglalja egyrészt az a priori eloszlasokra vald érzékenység vizsgélatat
(ami kiilondsen fontos a tobb szakértét és tudéasbazist is felolel§ automatizaltan
szarmaztatott prioroknél), masrészt referencia priorokkal valo Gsszehasonlitast. A
modellosztaly komplexitasa miatt mindkét esetben gyakran sziikséges, hogy egyrészt
modell jegyeket hasznaljunk, masrészt hogy MAP-modellre alapozzuk a vizsgalatot.

Mint ahogy az lathatd, a tudasbazis épitése a bayesi modellkiértékeléssel, modelfino-
mitassal, esetleg tanuléssal zarul. A kiértékelés tartalmazza az adat és a modell kom-
patibilitasanak vizsgéalatat és az a posteriori valosziniiségek vizsgalatat, méas esetekben a
tudasmérnoki folyamat célja az a priori modell konstrualasa a késébbi tanulasi folyamat
szamara.
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1.8. Bayes-halo kiterjesztések

A beavatkozéasokkal térténs kovetkeztetésekre formalis lehetGséget kindlnak a dontési ha-
16k, amelyekben a véletlen csomopontok mellett beavatkozis- és hasznossdgecsomopontok
is talalhatoak. Hasznalatukat és a valoszintiségi, illetve az oksagi Bayes-halok egyéb kiter-
jesztéseit a Szekvencialis dontéstdmogatéas cimi fejezetben, illetve Bioinformatikai labora-
torium jegyzet fejezeteiben targyaljuk.
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