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Jelolések™

Felhasznalt jelolések

CIL(X;Y|Z)
<

<c

G

< (n)

G,0

o~
G(n)/G*(n)
G~

gG

pa(X,L-, G) ~=
MB,(X;)

pa, pa(X;, G)
Pay;

bd(X;, G)
MBG(X;, G)

skalar, (oszlop)vektor vagy halmaz, matrix

véletlen valtozo X, érték x, valoszintiségi tomegfiiggvény /strtiségfiiggvény X
f(X) varhato értéke p(X) szerint

f(X) variancidja p(X) szerint

X és Y megfigyelési fiiggetlensége Z feltétellel p esetében
L,(X|Z]Y)

ﬁIp(K’Z’X)

X és Y beavatkozasi fiiggetlensége Z feltétellel p esetében
(részleges) sorrendezés

a valtozok egy teljes sorrendezése

adott G iranyitott kormentes graffal kompatibilis sorrendek halmaza
n objektum sorrendjeinek (permutécidinak) a halmaza

Bayes-halo strukturaja és paraméterei

G iranyitott kormentes graf esszencialis grafja

n csomopontd maximum k sziil§ji DAG-ok halmaza

adott < sorrenddel kompatibilis DAG-ok halmaza

adott G DAG-gal megfigyelési ekvivalens DAG-ok halmaza
kompatibilitasi relacid

pa(X;, G) sziil6i halmaz kompatibilis < sorrendezéssel
Markov-takaroja X;-nek p-ben

sziil6i valtozok halmaza, X; sziileinek halmaza G-ben

a j. konfiguricidja a sziil6i értékeknek egy sorrendben

X; sziileinek, gyerekeinek és gyerekei egyéb sziileinek halmaza G-ben
a Markov-takard algrafja X;-nek G-ben

MBM(X;, X, G) a Markov-takarobeliség relacioja

N <

valoszintiségi valtozok szama
maximélis sziilgszam DAG-okban
mintaszam

Osszes valoszintiségi valtozok szama
valasz, kimeneteli, fliggs valtozo

*Tovabbi konvencidk az egyes fejezetekben jeloltek.
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N,/N._ . N;/N.._; . megfelels osszegei

D|X X valtozohalmazra sziikitett adathalmaz

Il kardinalitas

1() indikatorfiiggvény

1" f fiiggvény els6 és masodik derivéltjai

AT A matrix transzponaltja

Ty x és y vektorok skalarszorzata

etjes informativ/nem informativ informacios kontextus

A\, V,#, — standard logikai operatorok

N, U\, A standard halmazmiiveletek

KBl « a bizonyithatosdga K B-bdl

r a Gamma fiiggvény

Beta(z|a, ) a Béta eloszlas siirtségfiiggvénye (pdf)

Dir(z|a) a Dirichlet eloszlas stirtségfiggvénye

N(z|u, o) az egyvaltozos normal eloszlas strtségfiiggvénye

N(z|p, X) a tobbvaltozos normaél eloszlas siirtiségfiiggvénye
BD,B_D: Bayesian Dirichlet prior, megfigyelési ekvivalens BD prior
BDcy Bayesian Dirichlet (BD) prior 1 hiperparaméterekkel
BDey megfigyelési ekvivalens és uniform BD prior

L(0; Dy) p(Dy|0) likelihood fiiggvénye

H(X,)Y) X és Y entropidja

I(X;Y) X és Y kolesonds informacioja

KL(X|Y) X és Y Kullback-Leibler divergencidja

H(X|Y) X és Y keresztentropidja

L1(,), La(,) az abszolutértékbeli (Manhattan) négyzetes (euklidészi) tavolsagok
L 0-1 veszteség

(
0(?)
0()/00)
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Roviditések

ROC Receiver Operating Characteristic (ROC) gorbe
AUC ROC-gorbe alatti teriilet
BMA bayesi modell atlagolas

BN Bayes-halo

DAG irdnyitott kormentes graf
FSS jegykivalasztési probléma
MAP maximum a posteriori

MI kolesonos informacio

ML maximum likelihood

MBG Markov-hatar graf

MB Markov-takard

MBM Markov-takarobeliség
(MC)MC (Markov-lancos) Monte Carlo
NBN naiv Bayes-halo
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1. fejezet

Valo6szintiségi grafos modellek

A fejezetben dsszefoglaljuk a Bayes-statisztikai keretet, kilondsen a megkézelités dltal igé-
nyelt bizonytalansdgokat kezeld modell tulajdonsdgait. Ezt kivetden a valdsziniiségi elosz-
lasok strukturdlis jellemzdit vizsgdljuk meg, ami a strukturdlis jellemzdk explicit reprezen-
taldsdn dt elvezet a wvaldsziniséqgi grdfos modellosztdlyok haszndlatdhoz. A wvaldsziniségi
grdfos modellosztdlyon belil elséként az eqyszerd Naiv Bayes-hdlo, Markov-ldnc és rejtett
Markov modell modelltipusokat foglaljuk 6ssze, majd a Bayes-hdlok és a Markov-halok dl-
taldnos definicioit adjuk meg és tekintyik dt. Meguizsgdljuk a reprezentdciok pontossdgat,
kiterjesztéseiket és azok tuddsmérnoki vonatkozdsait.

1.1. Bevezetés

A jegyzetben a bizonytalansag kiilonb6z6 megjelenési formait kizarolagosan a valészintiség-
elmélet keretében formalizaljuk. A valosziniiségi alapokon torténé megkozelités mellett,
kiilondsen a szubjektiv valészintiségi értelmezéshez szorosan kapcsolodd bayesi megko-
zelités mellett szdmos érvet fel lehet sorakoztatni. A terjedelmi korlatokon beliil ezek
koziil tobbet is bemutatunk, amelyek koziil kiemelkednek az axiomatikus (avagy meta-
axiomatikusnak is nevezhetd) megkozelitések, mint amilyen a dontéselméleti alapa érve-
lés [4]. A bayesi megkozelités induktiv kovetkeztetésben, statisztikai kovetkeztetésben vald
targyalédsa a jelen jegyzet Bayesi dontés- és becsléselmélet cimi fejezetében és az Intelli-
gens adatelemzés cim( jegyzet t&bb fejezetében talalhaté. A szakirodalombol a kovetkezs
alapmiivek ajanlhatoak [2], 20 [46] (magyar nyelven lasd [26]), mesterséges intelligencian
beliili targyalasa megtalalhato példaul 7, [47]; torténeti attekintésre és trendek felmérésére
pedig a kovetkezdek ajanlhatoak [3] 38 11, [14].

A bayesi értelmezéshez szorosan kapcsolodd mintavételi technikdkat roviden a jelen
jegyzet Kovetkeztetési modszerek cimi fejezetében foglaltuk Gssze. Ezeket részletesebben

az Intelligen adatelemzés jegyzet tobb fejezetében is targyaljuk. (Altalanos referenciakiént
lasd |20} 21, 40, [34] 18], 221 8, [32]).
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1.1.1. Racionalis bizonytalansagoktdél a val6szintiség szubjektiv ér-

telmezéséig
Az adat- és tudaselemzésben megjelend események sokfélesége miatt talzo egyszertisités-
nek tiinhet a tébb szinten jelen 1év6 bizonytalansagot — az adat, a tudas, az elemzd,
a modell, az elemzés, az értelmezés bizonytalansagat — ugyanazon formalizmus kereté-

ben és raadasul akar egyetlen keretben kezelni (a rovidség és egyszertiség kedvéért véges,
diszkrét eseményrendszerekkel foglalkozunk altalaban). A keretrendszer univerzalis volta
miatt feltehets, hogy a bizonytalansag nem az eseményrendszerhez, hanem azon beliil az
eseményekhez kapcsolodik (eltérSen egyéb modszerektSl, mint a fuzzy vagy a Dempster-
Shaffer megkozelités). Egy ilyen teljes eseményrendszer definidlasa, kolesonosen kizard és
teljes atomi eseményekkel, kiilonosen nehéz olyan szakteriileteken, amelyeken eleve t6bb,
autoném, de bizonytalanul is kapcsolédé szint van. Ilyen az orvosbioléga is. Ennek gya-
korldséra a targyhoz kapcsolodo laborgyakorlatok és anyagok adnak lehetdséget.

Egy helyes eseményrendszert feltételezve az események bizonytalansiginak értelmezé-
sére tobb megkozelités is népszertivé valt a valosziniiségszamitas torténetének évszazadai
soran. Ilyen tobbek kozott a szerencsejatékokhoz kotheté kombinatorikus értelmezés, a
fizikalista avagy propensity alapi megkozelités [44], a frekventista, sorozatok hatarérté-
keként valo értelmezés (az eredeti, von Misses-hez kothetd megkozelités attekintésére és
annak szamitaselméleti aspektusainak kiterjesztésére lasd [54]). A bizonytalansag formali-
zalaséra és a valoszintiségek értelmezésére unikélis lehetGséget nyijt az axiomatikus meg-
kozelités, amely leegyszertsitve az események bizonytalanségai feletti logikai (preferencia)
relacio feltevésébdl bizonyitja be a létezését és egyértelmi voltat a valoszintliségszamitas
Kolmogorov-féle halmazelméleti megalapozasaval kompatibilis ,pontszamnak”, racionali-
tasi axiomak (meta-axiomak) feltevésével. Az igy szarmaztatott pontszam valdszintsé-
gi mértékk;nt hasznalhatd, amelynek értelmezése a racionalitési axiomékbol kovetkezGen
dontéselméleti alapi, de nevezett szubjektiv, bayesi, személyes valoszintiségi értelmezésnek
is (a teljeskord targyalasért lasd [4]). Az axiomatikus megkozelitéshez kizelinek mondha-
t6 a pragmatista vagy eszkozhasznalati értelmezés, amely a valdszintiségi megkozelités
modellezésben valo felhasznalasat helyezi az értelmezés kozéppontjaba |10, 20, 12]. Meg-
kozelitésiinkben a szubjektiv-pragmatista értelmezést kdvetjiik, amely ismételt, valamiféle
allandosagot mutatd megfigyelések esetén a fizikalista vagy frekventista értelmezéssel is
osszhangba hozhato, azok ontologiai elkotelezettsége nélkiil.

A bayesi értelmezés bemutatasara sorra vessziik a dontéselméleti alapi axiomatikus
szarmaztatas f6bb lépéseit. A feltevések egy racionalista szubjektum modellezésének szem-
sz0gébdl is értelmezhetd .

1.1.1. Definicio. [[4]] A dontési problémat &,C, A, <, defindlja, ahol:
(i) &€ algebraja az eseményeknek, E;;
(ii) C a halmaza a lehetséges kovetkezményeknek, c;;

(iii) A a halmaza a lehetséges cselekedeteknek, amelyek események particioit feleltetik
meg kovetkezményeknek;
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(iv) < egy binaris preferenciarelacio A elemei felett.

Amint a definicié mutatja az eseményrendszer feletti bizonytalansagot csupan egy pre-
ferencia reléci6 testesiti meg. A preferencia relacio értelmezése kulcsfontossagi: definicié
szerint aktiv beavatkozéshoz kotddik, de szandékolt (és késGbb bebizonyosod6) jelentése
,valoszintibb”. A preferenciarelaciobél 6sszehasonlithatosagi, tranzitivitas és mennyiségi-
folytonosségi feltevésekkel az alabbi eredmény bizonyithato.

1. Propozicié. [[4]] Adott < bizonytalanséagi relacio esetén egyértelmien létezik egy valos
szdm P(E) minden eseményhez, s ezek a szamok kompatibilisek <-val (azaz F < F <
P(E) < P(F)) és veges, additiv valoszintiségi mértéket alkotnak.

Egy parhuzamos eredmény korlatos kévetkezmények esetén szarmaztatja a preferencia
relacioval kompatibilis (azaz azt tokélesen modellezd) hasznossiagok (veszteségek) egyér-
telmd 1étét.

2. Propozici6. [[4]] Egy doéntési problémaban &,C, A, < korlatos kivetkezmények esetén
ce < ¥,

i) minden c-re a hasznossdg figguény u : C — R u(c) = u(clc,, ¢*) létezik és egyértelmt;
ii) az érték u(c|c., ¢*) fliggetlen valamely esemény G feltételezett bekovetkeztétdl;

i) 0 = u(ciles, ) < wulcles, ) < u(ct|e, ) =1,

iv) teljesiil az ugynevezett mazimdlis hasznossdg elve :

@ <o & Y ulen)PESIG) < Y ulcus,))PE; |G) (1.1)

J

(
(
(
(

Bar a dontéselméleti keret és a szarmaztatashoz hasznélt ,racionalitasi” axiomak meg-
kérdgjelezhet6k, méas axiomatikus alapok is hasonléan a valdsziniiségelméletben megszo-
kott mértékeket szarmaztatjak, amelyek kompatibilisek, pontosabban egybeesnek az ese-
ményekhez tartoz6 bizonytalansagok kozotti relaciokkal, igy végeredményként normati-
van irjak el§ a valoszintiségi modellezés hasznalatat. A fenti eredmények kiterjeszthetGek
komplex események feletti szigma-algebrakra, amely esetben szigma-additiv valosziniisé-
gi mértékek adodnak eredményként, a valoszintiségelmélet Kolmogorov-féle felépitésének
megfelelGen [45].

1.1.2. FelcserélhetSségtsl a bayesi modellatlagolasig

A bizonytalansagok reprezentalasanak és értelmezésének axiomatikus megkozelitése meg-
mutatta, hogy a racionalitasi axiomékat elfogadva az események feletti bizonytalansagok,
s6t dontések feletti preferencidk modellezésére is normativan adodik a valoszintiségszami-
tés és valoszintiségi dontéselmélet. Az autonom, racionélis entitas pillanatnyi allapotanak
a reprezentalasat meghaladd induktiv esethez azonban tovabb kell 1épni, ami egy adott
stabilitasu megfigyelések esetében a valoszintiiségi keret sziikségszert kiterjesztéséhez vezet.
Ennek bemutatasahoz idézziik a de Finetti-t6l szarmazo, binaris eseményekre kimondott
reprezentacios tételt, amely altalanosabb esetekre is kiterjeszthetd.
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3. Propozicio. [[]] Ha x1,xs, ... egy végtelen felcserélhetdségii 0-1 véletlen sorozat P va-
16szintiségi mérték szerint, azaz barmely n-re és permutaciora 7(1),...,m(n) az egyiittes
valoszintiségi tomegfiiggvény p(x1,...,2,) = p(Tzqa), .-, Txn)), akkor létezik egy olyan
eloszlasfiiggvény Q, amelynek segitségével p(zy,. .., z,) felirhato a kovetkez6 alakban

1 n
plxy, ... x) :/ []o7(—06")dQ),
0 =1

Ttt
Q(f) = lim Ply,/n < 4],

illetve Yp =T1+ -+ Tp és 0 = hmn—>oo yn/n

Az tgynevezett reprezentacios tétel szerint a végtelen felcserélhetéség feltevése, neveze-
tesen, hogy a szubjektiv, bayesi valosziniiségek a megfigyelés sorrendjétdl fiiggetlenek, azt
vonja maga utan mintha a megfigyelések egymastol feltételesen fiiggetlenek lennének egy
hipotetikus mintavételi eloszlas paraméterével vett feltétel esetében. Ezen paraméter felett
is, mintegy magasabb szinten, megjelenik egy eloszlas, amely a lehetséges paraméterekre
mint aszimptotikus hatarértékekre vonatkozo elvarasokat reprezentalja. Ambar a végtelen
felcserélhetdség az eredmény aszimptotikus volta miatt (a bayesi megkozelitésben éppen
olyan fontos) véges esetben kritizalhato, analog reprezentéacios eredmények szolgaltatjak
az axiomatikus megkdzelités induktiv kiterjesztésébdl szarmazo Bayes-statisztikai keretet,
amelyben az események feletti bayesi, szubjetiv valoszintiségek egy modellparaméterezés
feletti bayesi, szubjetiv valoszintiségek altal indukaltak. (Ennek véges megfigyelések ese-
tén valo relevancidjaval kapcsolatban észrevehetd, hogy bizonyos véges felcserélhet&ségi
sorozatoknak nincsen keverékreprezentécioja, lasd 226.0.,[4]).

Ezen eredmények Osszekapcsolasa szerint tehat az események (kimenetelek) feletti bi-
zonytalansag valoszintiségekkel reprezentalhato, s ez a valoszintiségi eloszlas maga is pa-
rametrikus eloszlasok keverékével reprezentahaté (ahol az eloszlasok feletti eloszlast az
eloszléasok paraméterei feletti eloszlas definidlja). Méashogyan fogalmazva: az axiomati-
kus megkozelitések eredmeényei (példaul de Finetti, Cox—Jaynes, Bernardo eredményei)
arra utalnak, hogy a bizonytalansag kezelésénél a valoszintiségszamités standard, addi-
tiv elmélete sziikségszertien alkalmazando, kiilonben a rendszer, adgens, szubjektum egy
jatékelméleti szituacioban veszteséget szenved el -[47]. Pontosabban, ahogyan de Finetti
,mintha” tételei mutatjak (lasd ,, tételeket):

I. : A bizonytalansagok feletti racionélis (konzisztens) preferencia rendszer valoszinii-
ségekkel leirhato.

II. : A kimenetelek (akciok) feletti racionalis (konzisztens) preferencia rendszer hasz-
nossagokkal (és a maximalis hasznossag elvével) leirhato.

ITI. : A felcserélhetGség feltevése maga utan vonja a modellatlagolassal valo leirhatosa-
got.
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Fontos hangstlyozni, hogy az altalunk kovetett bayesi-pragmatista megkozelitésben
a valoszintiségi keret univerzalis alkalmazasa mint modellezési eszkdz jelenik meg, s az
értelmezés semmiben nem érinti a valoszintiségszamitis megszokott axiomait.

1.2. A Bayes-statisztikai keretrendszer altalanos sémaja

Az axiomatikus-pragmatista megkozelitésben ad6do, megfigyeléseket is kezel§ statisztikai
keretrendszerben a bizonytalansagok modellezése technikailig két szintre bonthato feladat-
ként fogalmazhatéo meg: az események feletti bizonytalansagokat kifejezd valdszintiségi
modell megalkotasa, illetve ezen modell feletti bizonytalansigok modellezése egy masik
val6szintiségi modellel. Fontos hangstlyozni, hogy csak technikailag elvilasztott a két mo-
dell és modellezési szint, a kettd egyetlen, egységes valosziniiségszamitasi keretben jelenik
meg (a ,valosziniiségek valoszintségeivel” kapcsolatos filozofiai vagy pszicholégiai megfon-
tolasok matematikai oldarél nem jelennek meg). Miel6tt megvizsgalnank a valoszintiségi
grafos modellek felhasznélasat ezen technikailag kettds szintd keretrendszerben, Gsszefog-
laljuk a Bayes-statisztikai keret altalanos séméajat. A séma gyakorlati aspektusait fogjuk
hangstlyozni, a lényegének bemutatisa végett nem targyaljuk a déntéselméleti kapcsola-
tat (azaz itt csak a Bayes-statisztikai keretet vazoljuk, az altalanos bayesi dontéselméleti
keretet a Becslés- és dontéselmélet cimii fejezetben targyaljuk).

Az axiomatikus szarmaztatéas jogossaganak elfogadasatol fiiggetleniil a Bayes-statisztikai
keretrendszer koncepciondlisan nagyon egyszeri, s ez a gyakorlati alkalmazasahoz sziik-
séges szamitasi erGforrasok megjelenése mellett a népszertiségére is magyarézat. Ebben
a statisztikai megkozelitésben, parametrikus modelleket feltételezve, egy adott informaéci-
s ellatottsagu & szituacioban a megfigyelések feletti p(z|€) bizonytalan elvarasokat tgy
allitjuk el6, hogy els6 lépésként meghatarozzuk a relevans, 6 paraméterezési p(x|0) model-
leket, majd ezen 6 paraméterezés felett egy p(0|€) valoszintiség eloszlast (az z; mennyiségek
a megfigyelhets, a 0 paraméter a tipikusan nem megfigyelhets kategoriaba esnek). A &
informacios kontextus és a valoszintiségek feltételeiben valo szerepeltetése a valdszintisé-
gek szubjektiv értelmezését hivatott hangsulyozni. Gyakran hasznalt jelolés a £ és £,
amelyek a neminformativ és informativ szituaciokat jelolik. A p(x,0|€) egyiittes eloszlas
megkonstrualdsa utan a valoszintiségszamitas szabdlyai szerint tetszGleges kovetkezteté-
sek lehetségesek uniform moédon hasznélva a megfigyelheté x; mennyiségeket és a nem
megfigyelhets 0 paraméreket. A kovetkeztetések dltalanos formaban egy p(a(x,0)|€) koz-
vetlen valoszintségi allitast jelentenek, amely felfoghato személyes elvarasnak| A Bayes-
statisztikai keret erejét sok tekintetben a valoszintiségszamitas ezen uniform, megfigyelé-
seket és modellparamétereket egyontetiien kezel§, koherens volta adja.

A jegyzetben a valoszintiségszamitasban megszokott jelolésrendszert hasznaljuk. Nagy-
betiis valtozok jelolik a véletlen valtozokat és kisbetiis megfelelGik az értékeiket, példaul
Px (X = x), ahonnan egyértelmiiség esetén az eloszlas jelolését és a véletlen valtozot magat

*Az angolban szinte kizarolagosan hasznalt ,belief” bizonytalansagokkal kapcsolatos neutrélis volta a
magyarban a meggy6z&dés és elvaras szavakkal adhaté talan legjobban vissza, de a hit, hiedelem szavakat
is hasznaljuk, esetlegesen érzett mellékjelentéseiktsl elvonatkoztatva.
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is elhagyjuk (P(z)). Bindris, propozicionalis valtozok esetében sajnos a konvencié szerint
a nagybeti gyakran hasznalt a ponalt érték jelolésére is, ezért azon esetekben gyakran a
teljes kifrast hasznaljuk (P(A = igaz)). Ugyanazt a p(.) jelolést hasznaljuk a valoszintiségi
tomegfiiggvényre és stirtiségfiiggvényre, és a megnevezéseiket is megkiilonbdztetés nélkiil
hasznaljuk. Ha lehetséges, X jeloli a magyarazo, bemeneti, avagy fiiggetlen valtozot, és Y
jelsli a kimeneteli, fiiggé avagy valasz valtozot. Altalaban Dy = {2® ... 2™} jelsli N
teljes adatot, azaz amikor a valtozok teljes V' halmazaban minden valtozo értéke ismert.
Ha sziikséges, akkor a vektorokat aldhuzas, a matrixokat dupla aldhtzas jeloli.

1.2.1. A modell specifikilasa a bayesi keretben

Egy idealizalt bayesi megkozelitésben a felhasznalt modellek korét a lehetd legtagabbra
lehetne valasztani, természetesen az informécios kontextusban jelen 1év6 strukturélis kény-
szerek, példaul szimmetridk figyelembevételével. Azonban hdrom aspektust mindenképpen
érdemes megfontolni:az Ockham—elv potencialis megsértését, a szamitasi komplexitast és
a komplex modell specifikiciojanak gyakorlati nehézségeit. Az Ockham elv (,Ochkham
borotvaja”) szembeallitasa a bayesi keretrendszerrel sokat vitatott kérdés. A még mindig
parazslo vita a gyakorlatban tgy oldodik meg, hogy a bayesi megkdzelitésben a komp-
lexebb, altalanosabb modellek kevesebb megerdsitést kapnak, mint a megfigyelésekhez
hasonloan illeszkedd, de egyszertibb modellek [28] 33, 40]. A masodik, szamitasi komple-
xitassal kapcsolatos ellenvetést a 2000-es évektSl megfigyelhets hardverfejlesztési trendek
részben megvalaszoljak, mivel az egyre elérhet6bb parhuzamos architektirak, altalanos
célu grafikus kartyak (GPGPU-k), vagy akar a ,kozilizemi szolgaltatasként” igénybe vehetd
felhGinfrastruktirak, nagyon jol kihasznalhatoak a bayesi kdvetkeztetésben a Monte Carlo
eljarasokon beliil. A harmadik, a komplex modellek specifikilasanak nehézségéhez kapcso-
l6do6 ellenvetés a fejezet f6 témaja, nevezetesen, hogy hogyan is lehet hatékonyan komplex
valészintiségi modelleket formalizalni. A keretek kijeldlése és a fogalmak bevezetése érde-
kében most csak a hierarchikus modellezés koncepcidjat foglaljuk ossze.

Hierarchikus modellek axiomatikus szarmaztatasdhoz szintén a felcserélhetGségi meg-
fontoldsok hasznalhatoak fel, de ekkor mér a € paraméterek szintjén, ami analég moédon
vezet egy tjabb (technikai)  hiper” szint megjelenéséhez modellek egyiittese (keveréke) és
a hozzajuk tartozé ¢ hiperparaméterek altal:

p(0, ) = p(¢)p(0]9). (1.2)

A gyakorlatban elterjedt megkozelités szerint a hierarchikus specifikicioban a relevans

«,e .

M modellosztalyok specifikaciojaval, majd az azokon beliili Si vagy M, model struktardk

--------

torténik. Ennek megfelelGen egy adott ¢ modellosztalybeli k struktira 6 paraméterezésé-
hez tartozo a priori bizonytalan elvaras egy szorzatként fejezhets ki:

PO, M, M) = p(MO)p(Mi| M )p(6;. My). (1.3)

<0,

A modellek eloszlasainak specifikaciojat a megfigyelheté mennyiségekre vonatkozo p(z|6, ¢)
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(avagy p(z|0i, M}) feltételes eloszlas egésziti ki a Bayes-statisztikai megkozelitéshez tartozo
teljes egyiittes eloszlassa.

1.2.2. A prediktiv kovetkeztetés

A Bayes-statisztikai keret felhasznélasara és a fogalmak bevezetése végett foglaljuk Gssze a
f6bb kivetkeztetéstipusokat (az induktiv kovetkeztés részletesen az Intelligens adatelemzés
cimi jegyzetben talalhato). Az a priori elvarasok specifikalasa lehet6vé teszi az a priori
prediktiv kovetkeztetéseket az x megfigyelheté mennyiségek felett:

ple) = 3 p(04e) [ plalb)p(6ult) dsy (1.4)

Az integralas és/vagy Osszegzés a modellek felett, akar modellstruktirak és paramé-
terezésiik felett, a valoszintiségszamitasbeli vetitésnek (marginalizacionak) felel meg, és
a bayesi kontextusban bayesi modelldtlagolisnak nevezik [35, 37, 36, 25]. Az a posteri-
ori valoszintiségi eloszlasok formalis bevezetését megel6legezve, egy D megfigyelési adat
esetében a a posteriori prediktiv eloszlds a D adathalmazon vett feltétellel igy irhato fel:

plelD) = 3" pOAID) [ plalfi)p(6:D. M) a6 (15

Ezek az egyenletek jol illusztraljak a Bayes-statisztikai keret megkiilonboztets jegye-
it a frekventista valoszintiségi értelmezéshez kapcsolodo frekventista statisztikai kerethez
képest: a bayesi megkozelités egyetlen fixnek tekintett adathalmaz esetében modellek so-
kasiga felett atlagol (azaz nincs sem modellkivalasztas, sem hipotetikus adathalmazok
feletti vizsgalat). A fenti bayesi modellatlagolas normativ szarmaztatésa ellenére mint
technika is széles korben hasznalt, ilyen példaul regresszios és klasszifikicios modelleknél
a ,committee” megkozelitésés [5]; Bayes-haloknal [37]. Mivel a modellatlagolas altalaban
analitikusan nem oldhaté meg, Monte Carlo médszerek hasznalatosak (altalanos attekin-
tését lasd [25]).

Fontos hangsilyozni, hogy a Bayes-statisztikai megkozelitésben a predikcio és a predik-
tiv eloszlasok jelentik a célt, a modellek csupéan eszkozkén jelennek meg (bar mint lattuk
sziikségszert eszkozként). Kovetkezésképpen az ideélis Bayes-statisztikai eredmény a pre-
diktiv eloszlas, amely természetesen nem O6nmagéaban jelenik meg (jelentédik), hanem a
bayesi dontéselméleti keretben keriil felhasznalasra és vezet optimalis dontésekhez, példa-
ul a jelentett mennyiségek révén. Az a priori bizonytalansagok p(6) és a p(z]f) modell
felhasznalasaval a kovetkeztetések mésik tipusat is bemutatjuk.

1.2.3. A parametrikus kovetkeztetés és a Bayes-szabaly

Az egyiittes eloszlas, amelyben a megfigyelt mennyiségeknek és a modellparamétereknek
egyforma statuszuk van, a paraméterekre valo kovetkeztetést is lehetGvé teszi. A hires Ba-
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yes szabdly felhasznéalasaval a megfigyelt mennyiségekkel vett feltétel szerinti parametrikus
kovetkeztetés valik lehetdveé:

p(z|0)p(0)
p(0]z) = Tp(el0)p(0) 0 o p(z|0)p(0). (1.6)
Az egyenletben p(0) az a priori eloszlds vagy prior, p(x|6) a mintavételi eloszlds
amely a likelihood-ot és az L(0;x) a likelihood figguény-t is definidlja. A p(z) az adat
margindlis likelihood-ja, amely csupan egy normalizacios konstanst definial és p(0|x) az a
posteriort eloszlds a paraméterek felett, vagy egyszertien poszterior. Az az egyenlet azt
is mutatja, hogy a poszterior egyensilyi allapotot jelent a prior és likelihood kozott, és a
prior konstans volta miatt a megfigyelések novekvs szama esetén a poszteriort a likelihood
fogja domindlni, mig a prior hatasa elhanyagolhatéva valik.
A paraméterek a poszteriori eloszlasa mar a prediktiv poszterior eloszlas kapcsan is
megjelent az [1.5]egyenletben mint p(0|D), P(My|D) és p(6x|D, My) a D adat megfigyelése
utén (lasd [4]). Diszkrét modellek esetében a p(My|D) poszterior felithato gy, hogy

p(D[My.)p(My)

p(Mp|D) = 1.7
ahol a margindlis modell likelihood avagy M) evidenciaja
p(D|My) = /p(DwkaMk)p<9k|Mk)dek (1.8)
és a margindlis adat likelthood pedig
p(D) = p(D|My)p(My). (1.9)
k

A bayesi megkozelités elsGdlegesen elméleti volta ellenére a bayesi elemzés célja gyakran
a modellre vagy legalabbis a modell tulajdonsagaira torténé kovetkeztetés, ami a szubjektiv
értelmezés szerint a prior elvarasok megfigyelések szerinti normativ ,frissitését” jelenti.

1.3. Valoszintiségi eloszlasok fiiggetlenségeinek rendszere

A Bayes-statisztikai keret nyitva hagyja a felhasznalandé valoszintiségi modellosztaly kér-
dését, igy akar a teljes targyteriileti vagy akar egyetlen véaltozo fiiggésének a modellezése is
lehetséges. A tovabbiakban a teljes targyeriileti modellezésnél legelterjedtebb valoszintsé-
gi grafos modelleket, azon beliil a Markov-halokat, s kiilonésen az okségi modellezésben is
kozponti szerepet jatszo Bayes-halokat fogjuk attekinteni. A feltételes modellek alkalmaz-
hatosédgat az Intelligens adatelemzés jegyzet PGM-ek tanulasa cimi fejezetében foglaljuk
0ssze.

A nagyszamu valtozo feletti egyiittes eloszlas hatékony reprezentalasanal kulcskérdés az
eloszlasban megfigyelhets fliggetlenségek kihasznélasa, amihez pedig az explicit reprezen-
talasuk sziikséges. A reprezentacios lehet&ségek megértéséhez attekintjiik a fiiggetlenségek
rendszerét, s annak szabalyszertiségeit.
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1.3.1. A fiiggetlenség és feltételes fiiggetlenség fogalmai

A feltételes fiiggetlenség fogalma kozponti szerepet jatszik a valoszintiségszamitasban, s
mint latni fogjuk a relevancia-irrelevencia kérdéskorének tisztazédsdban a logika, a mester-
séges intelligencia, és a gépi tanulas terén is (ezt a valoszintiségek szubjektiv értelmezése
is jelzi). Kovetve a Dawid [T1] altal bevezetett jelolést, diszkrét véletlen valtozok esetében
a feltételes fiiggetlenség a kovetkezGképpen definidlhato.

zok. Jelolje X és Y Z feltétel melletti fliggetlenségét I,(X|Z|Y), azaz

(X ALY|Z), iff (Vz,y, 2 p(z, y|z) = p(z]2)p(y|2) ha p(2) > 0). (1.10)

Egyéb ekvivalens definiciok még a kovetkezdk is (feltéve, hogy a sziikséges mennyiségek
jol definialtak) [31].

(X1Y|Z), < plzly,2) = plz|z)

(X1YZ), < plz,y, z) =pz,2)ply, 2)/p(2)
(XLY|Z), & pla,y,z) = h(z,2)k(y, z)valamely h,k-ra
(X1LY|Z), & pla zly) = p(z|z)p(zly)

(1.11)

Az (X ULY|Z), feltételes fiiggetlenségre egy mésik jelolés az [,(X|Z]Y) és az [,(X;Y|Z).
Egyértelmiiség esetén az alsbindexet és a feltételt elhagyjuk. A fiiggetlenség hidnyat, azaz
a fiiggest (X JLY|Z), jeldli. Erdemes észrevenni, hogy a feltételes fiiggetlenség Z minden
relevans értékére megkovetelt. A feltételes fliggetlenség gyengébb formaja a kontextudlis
fiiggetlenség, amely esetében a feltételes fiiggetlenség csak adott ¢ értékek esetén &ll fenn
egy diszjunkt C halmaznal. A kontextudlis feltételes fiiggetlenséget X és 'Y kozott Z feltétel
mellett a ¢ kontextusban I,(X|Z, c|Y) jeloli, azaz amikor

L(X|Z,c|Y) iff (Va,y,z p(ylz, ¢, 2) = p(ylz, ¢) ha p(z, ¢, z) > 0). (1.12)

Az X és Y kozotti fliggés erGsségének kvantitativ jelzésére nagyon sok asszocias mérték
ismert. Egy igen altalanos standard mérték a (feltételes) kélesinds informdcio

MI,(X;Y|Z) = KL(p(X, Y|2)|p(X|Z)p(Y|2)). (1.13)

1.3.2. Egyéb valdszintiségszamitasi alapfogalmak

A fiiggetlenség fogalman til a valoszintiségszamitas elemi eszkdzkészletét fogjuk csak hasz-
nélni, amelynek Osszefoglalasaként ajanlhato az MI Almanach [47]. Tételesen a kiovetke-
zOkre lesz sziikség.

1. Eseménytér. Elemi és Osszetett esemény, additivitas.
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2. Egyiittes eloszlas. Diszkrét eseménytér esetén eloszlas tablazatmodell.

3. Vetités/bovités. Események feletti ,ki-atlagolas/szummazas/integralas”.

4. Véletlen valtoz6. Varhato érték, variancia, median, modusz.

5. Feltételes valoszintiség. Kétvaltozos és altalanos eset.

6. Bayes szabaly. Kétvaltozos és altalanos eset, prior, posterior fogalma, "oc" jelolés.
7. Lancszabdly. Tetszlleges sorrend melletti alkalmazhatosag.

8. Naiv kovetkeztetés. TetszGleges feltételes eloszlas szarmaztatasa az egyiittes elosz-
lasbol, levezetés.

9. Egyenl6tlenségek. Markov, Csebisev, Cauchy-Schwarz, Jensen

1.3.3. A Markov-takaré, Markov-hatar és kozvetlen fiiggés fogal-
mai
A feltételes fiiggetlenség lehetvé teszi egy adott valtozo szempontjabol irrelevans valtozok

definialasat is, méghozza tébbviltozos moédon, illetve elégséges és sziikséges szempontokbol
is.

1.1. definicié. Egy vdltozéhalmazt M Bp(X;)-t X; Markov-takard-jonak neveziink P( Xy, . ..

eloszldsban, ha (X; 1L V' \ MB(X;)|MB(X;))p (egyértelmiség esetén P nem jelolt). A
minimdlis Markov-takardt Markov-hatdrnak nevezziik és M Bo(X;)p jeldli.

Ha a Markov-takar6 egyértelmtien létezik, akkor bevezethets egy szimmetrikus paron-
kénti relacio a Markov-hatéarbeliségre [I5]: M BM (X, X;)p fennall X; és X; kozott P-ben,
ha

MBM (X;, X;)p <+ X; € MBo(X;)p (1.14)

A Markov-hatérbeliségen beliil definialhato egy szigortbb kategoria is, amelyet kdzvet-
len fiiggésnek neveziink, ha minden diszjunkt Z C V halmazra (X JLY|Z) fennall (ebben
az esetben a fliggés két valtozo kozott is létezik, amikor Z = | ami nem feltétleniil igaz a
Markov-hatarbeli valtozoparoknal).

1.3.4. A grafoid axiémak

Egy adott valoszintiségi eloszlés esetén a feltételes fliggetlenségek eleget tesznek a kovet-
kez6 tulajdonsagoknak, amelyek a valoszintiség szubjektiv értelmezése esetén irrelevancia
tulajdonsagokként is olvashatok [111, [41].

a Szimmetria: Az irrelevancia szimmetrikus.

I(X;Y|Z) if f 1,(Y; X[ Z)
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b Dekompozicié: Irrelevans informacié része is irrelevans.

L(X;Y UW|Z) = 1,(X;Y|Z) and I,(X; W|Z)

¢ Gyenge unié: Irrelevans informécié irrelevans marad mas irrelevans informacioé meg-
ismerése utan is.

LY UW|Z) = L(X;Y|[ZUW)

d Osszevonas: Irrelevans informaci6 irrelevans marad maés irrelevans informacio elfe-
lejtése utan is.

L(X;Y|Z) and I(X; WIZUY) = L(X; Y UW|Z)
e Metszet : Szimmetrikus irrelevancia egyiittes irrelevanciat jelent, ha nincs mas fiig-
gés.

L(X;Y|ZUW) and L(X; W|ZUY) = [,(X; Y UW|Z)

Ezek a tulajdonsagok més teriileteken, az adatbazisok elméletében, illetve a grafelmeé-
letben is megjelennek, ami indokolta az alabbi fogalmaj bevezetését:

1. Szemi-grafoid (SG) axiomaknak nevezziik a szimmetria, dekompozicio, gyenge unio,
Osszevonéas tulajdonsagokat, amelyek minden eloszlasban teljesiilnek.

2. Grafoid axiomaknak nevezziik a szemi-grafoid axiémékat és a metszet tulajdonsagot,
amely csak szigorian pozitiv eloszldsokban all fenn.

A tulajdonsagokat az [I.I] dbra és az[1.2] abra illusztraljak.

Ao~ - Q=

B
%
\\_Y \_\Y d%h
AN NN

1.1. dbra. A szemi-grafoid axiomak vizualizacidja.
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1.2. 4bra. A grafoid axiomaék vizualizacidja.

A tulajdonsagok bevezetése felvetette, hogy esetleg lehetséges egy helyes és teljes lo-
gikai kalkulust létrehozni a fliggetlenségek feletti kivetkeztetésre. Els6ként vezessiik be a
fiiggetlenségi modell fogalmét.

1.2. definicié. Egy P(Xy,...,X,,) eloszldis Mp figgetlenségi modellje pontosan a P-ben
érvényes Ip(X, YY) fiiggetlenségi dllitisokat tartalmazza.

Sajnos azonban a Pearl&Paz &altal1985-ben megfogalmazott teljességi feltevéssel el-
lentétben a teljesség nem elérhetd, mivel vannak ezen kiviil is érvényes tulajdonsagok,
amelyeknek nincsen véges karakterizciojuk [52].

Fiiggetlenségi térképek

Az eloszlasok strukturalis, sok esetben szinte egyediil 1ényeges tulajdonsagainak, azaz a
fiiggetlenségi modelljének a reprezentaldsdhoz tobb megkozelités kinalkozik.

1.3. definici6. Egy hdrom argumentumi bindris figgvényt (X, YY) : V xV xV — 0,1
XY, Z CV P eloszlis

1. fiiggetlenségi térképének neveziink, ha I = I,
2. fiiggési térképének nevezink, ha I < I,

3. perfekt térképének nevezink, ha I < I,.
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A grafoid axiémak grafokban valo fennéllasa miatt a grafok természetes jeloltek ilyen
térkép szerepre, bar korlataikat latni fogjuk (az[1.3|abra nem-grafoid axiémaékat illusztral).

g ©|[@ @ o
(2] => (2] $ ) or
do BB |Bo d8EaE

(a) Erés unid * . (b)Erds tranzitivitas

@ ®) @ i
] « @ > [ - &4
@}‘e (Gh o ﬁ"@ 3]

(¢) Gyenge tranzitivitas

(d)Kordalitas

1.3. 4bra. Nem-grafoid axiéomak vizualizaciéja.

1.4. Valo6szintiségi grafos modellek

A grafelmélet és valoszintiségszamitas a véletlen grafok elméletétsl a mai haldzatkutatésig
sok teriileten kapcsolodik egyméshoz. Mindkét kutatasi irany foglalkozik a valészintségi
eloszlasok reprezentalasaval, s ez megneheziti a terminoldgia valasztast. Az angol proba-
bilistic graphical models (PGMs) kifejezés jelentése grafos vagy graf-alapu valoszintiségi-
modellelﬂ amit a meghonosodni latsz6 valoszintiségi grafos modellek forditas remélhetGleg
jol kifejez. Mint latni fogjuk, a grafstruktiarak feletti eloszlasok megadasanél a véletlen
grafok elmélete is szerephez jut, de az alapvets kapcsolatot a grafok felhasznalasa, a va-
loszintiségi modellek strukturélis és parametrikus reprezentalasa jelenti. A fiiggetlenségi
modell reprezentilasan til tovabbi kérdés az eloszlas kvantitativ reprezentalésa, a kovet-
keztetésben valo felhasznalasa és az oksagi modellezésben vald felhasznélas kérdése. A jelen
fejezetben az els két kérdést targyaljuk, a kovetkeztetés kérdését és az oksagi modellek
aspektusait a jegyzet két masik fejezete targyalja. A jelen fejezetben az oksagi kutatasban
betoltott szerepe miatt a Bayes-halos modellosztaly kap nagyobb hangsilyt, de ebben a
fejezetben a formalis targyalas sordn a valoszintiségi (akauzalis) értelmezés keretein beliil
maradunk.

fNem pedig véletlen grafokon alapulé modellek jelentés.
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1.4.1. Bayes-halok kutatasanak attekintése

A Bayes-halok (BN) a valoszintiségi grafos modellek egy alosztalya, amelyben iranyitott,
kérmentes grafokat (DAG) hasznalunk a sokvaltozos eloszlas fiiggetlenségeinek és kvan-
titativ jellemzGinek a reprezentalésara, illetve opciondlisan az eloszlast generalé oksagi
mechanizmusok reprezentalédsara is. Egy intuitiv értelmezés szerint a csomoépontok a vé-
letlen valtozokat, az élek pedig kozvetlen oki rdhatast jelentenek, igy definalva a modell
strukturajat, amely egy irdnyitott kormentes graf. A struktarat definidlo DAG lokalis
valoszintiségi modellekkel van kiegészitve, annotalva, nevezetesen minden csoméponthoz
tartozik egy lokalis modell, amely megadja azon csomépont altal reprezentalt valdszintisé-
gi valtozo valoszintiségi fliggését a grafban sziil6ként jelen 1év6 valdszintiségi valtozoktol.
Ezen lokalis modellek paraméterei a modell paraméterei.

A Bayes-hal6 modellosztalyt tobb tudoményteriileten is sokoldalian felhasznéaljak. A
teljesség igénye nélkiil ide tartozik a tudasmérnokség, a gépi tanulas, az adat- és tudasfi-
716, a biomarker kutatasok vagy az oksagi kutatasok. A Bayes-halok sokoldalisiga abbol
a ténybdl kovetkezik, hogy harom autoném kutatasi szintet kapcsol egybe: az oksagi mo-
dellt, a valosziniiségi modell fiiggetlenségi strukturdjat és a kvantitativ eloszlast. Egy
masik dimenzi6é mentén szintén harom szerepet tolt be: a tudéasreprezentalas, az adatok-
bol torténs tanulas és az intelligens dontéstamogatas problémakoreit fedi le. Ezen két
dimenzi6 mentén l1étrejové kombinaciok kimerithetetlen tarhazat jelentenek, példaul az a
beavatkozasok megtervezésénél. A valoszintségi grafos modellek és eloszlasok akauzalis
relacioinak sokféleségét az abra illusztralja.

Irdny ftott firdnyitatlan G graf

Egyltteseloszlas | _ L oo Grafbeli elvalasztds l<V|Z| W
P(X)
I
\\ ,J 1
I N R I
1 S , 1
1 ~ a’ 1
I S - I
I o
- N 1
1 f’ \\ 1
s ,’ \\
Dekomponalas 7 ~ | Fliggdségimodel
P(U) =TT f(Ui) M= [P V[ Z] W]

1.4. dbra. A valbsziniiségi grafos modellek és eloszlasok akauzalis relécio.

A grafos modellek kutatasa valdsziniiségi és oksagi modellezésben visszavezethetd az
1920-as évekig, Wright utvonal-diagrammokat vizsgalé munkajaig [55]. Az elsé (orvosi)
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alkalmazasa a Bayes-haloknak, mint valoszintiségi szakértéi rendszereknek 1970-ben jelent
meg, amely mind tudasmérnoki és gépi tanulési jegyeket is felmutatott [13]. Sokvaltozos,
nagyobb szakteriiletet lefed6 alkalmazasok az 1980-as évek végétdl lattak napvilagot. Valo-
szintiségi eloszlasok fiiggetlenségeinek szisztematikus vizsgalata 1979-ben publikaltak [11],
amit J.Pearl mérfoldkének szamito konyve kovetett a DAG-ok felhasznalhatosagarol [41).
Az eloszlasok dekomponalasanak lehetGsége annotalt DAG-okkal 1982-ben meriilt fel els-
szor (a graf alapt dekompondlas részletes targyalasat lasd [31]).

A Bayes-halok oksagi felhasznalasa a kezdetektdl jelen van [41], 53, 51], bar eleinte
csupan emberi segédeszkdznek tekintették és az oksag valoszintiségi alapi kutatasa f6 kér-
désének a passziv megfigyeléshdl valo tanulas hatarainak a tisztazasat tartottak (példaul a
hataserdsség identifikdlhatosaganak kérdését [41), 39] [42]). Ezt késGbb egészitette ki a fiig-
getlenségi modell mogotti oksagi modell kutatésa és a kontrafaktudlisok szemantikéjanak
modell alapu definialasa [17, 43]. Hatékony kovetkeztetési eljarasokrol szolo publikacio
Bayes-halok egy specialis osztalyara, a polifakra 1983-ban jelent meg, amelyet 1988-ban
kovetett egy altalanos esetben is hasznalhato, az egzakt kovetkeztetésben dominénssa va-
16 megoldas, a klikkek fajaban valo kovetkeztetés [48]. A paraméterek bayesi kezelése
rogzitett struktira esetén Dirichlet priorok felhasznalasaval 1990-ben jelent meg [50], a
kapcsolodo ,’prekvencialis’ (predictive sequential,prequential) keret pedig 1993-bol szar-
mazik [49]. A paraméterek atfogo, strukturalis és kauzalis aspektusait is figyelembe vevd
megoldasa 1995-ben sziiletett meg [24].

A struktirék feletti bayesi megkozelités 1991-ig vezethets vissza, amely még feltette
a valtozok oksagi sorrendjének az ismeretét [6]. Az altalanos elméleti és gyakorlati keret
1992-bdl szarmazik [9]. Egy teljes bayesi megkozelitést strukturalis modelltulajdonsagok
kivetkeztetésére 1995-ben kozoltek [37], amelyet 2000-ben adaptaltak nagyszami véaltozo-
ra |15, [16].

Bayes-halok dekomponalt reprezentalasa méar az 1990-es évektsl jelen van a szakiro-
dalomban [19], bar kezdetben a kontextudlis fiiggetlenségek vezérelték ezt az iranyt. A
propoziciondlis reprezentaciotol valdo elmozdulas a relacios és az altalanosabb elsGrendi
logika felé egy jelenleg is aktivan kutatott irany [23, 27, 29] 30].

1.4.2. Iranyitott elvalasztas, és egyéb grafelméleti fogalmak

A fiiggetlenségek tulajdonsigainak grafszertisége és a fliggetlenségi térképre vonatkozoan
megfogalmazott kivinalmak az definicibban természetes modon vetik fel a grafok fel-
hasznélasat a feltételes fiiggetlenségek reprezentalasara. A lefogés/elvalasztas relacio lehet
az intuitiv jelolt erre. ITranyitott grafokban ennek a kdvetkez6 definiciojat fogjuk hasznalni.

1.4.1. Definici6. || Egy G iranyitott, kérmentes graftban az X,Y,Z C V diszjunkt csomo-
pont halmazok esetében jelolje I5(X|Z|Y), illetve I5(X;Y|Z), ha X és Y d-elvdlasztottak
7 altal, azaz ha minden p Gt X és Y kozott blokkolt Z altal a kdvetkezGképpen

1,2 a p 1t tartalmaz egy Z-beli n csomopontot nem Osszetarto élekkel (azaz igy — n —
vagy gy < n —),
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3 ap ut tartalmaz egy nem Z-beli n csomoépontot dsszetarto élekkel (azaz igy — n ),
amelynek nincs leszarmazottja Z-ben.

Az definiciot az abra illusztralja.

X

o | O
o | O
O

3)

OOQ

_O
O
O

OO O

e QQ?

O O

1.5. abra. Az iranyitott elvalasztas (d-szeparacio) vizualizacidja. Az X és'Y csoméponthal-
mazok akkor d-szeparaltak, ha koztiik minden 1it blokkolt vagy athaladé (1) és széttarté
(2) médon egy Z-beli csoméponttal, vagy konvergalé moédon (3) Z-n kiviili elemmekkel
(leszarmazottak sem Z-beliek).

Az elvalasztason/lefogason kiviil szitkséges grafelméleti fogalmak még a kovetkezdek
(lasd MI Almanach [47]):

e Iranyitatlan, irdnyitott, részlegesen iranyitott graf fogalma

Grafreprezentaciok, adjacencia matrix

Sziil6, gyermek, &s, leszarmazott, at, hurok, klikk

Fa, polifa, t6bbszoéroson ésszekotott grafok

Topologiai (Gsiségi) sorrendezés

Kordalis/haromszogesitett grafok |perfekt grafok].

Az iranyitott Markov-feltételek

Egy Bayes-halo strukturdja és a reprezentalni kivant eloszlas kozti kapcsolatot az alabbi
négy feltételre alapozhatjuk [41) B1], 10, [43].

1.4.2. Definicio. [| A p(X7,...,X,) eloszlas faktorizalhato a G DAG szerint, ha

n

p(X1,..., X,) = [ [ p(Xi| Pa(X)), (1.15)

i=1

ahol Pa(X;) az X; csomopont sziil6i halmaza G-ben.
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1.4.3. Definicio. [| A p(X7,...,X,) eloszlasra teljesiil a sorrendi Markov-feltétel G szerint,
ha

Vi= 1, e, (X<(i) A {{X<(1), ce X<(i_1)} \ Pa(X<(i))}| Pa(X<(Z-)))p, (1.16)

ahol < egy topologikus sorrend G esetén (azaz az élek kompatibilisek G-vel) és {X_ (1), ... X<u-1)}\
Pa(X<)) X< Osszes Gsét jeloli kivéve a sziileit.

1.4.4. Definicio. [| A p(X1,...,X,) eloszlasra teljesiil a lokélis (sziil6i) Markov-feltétel G
szerint, ha barmely valtozo fiiggetlen a nem-leszarmazottaitol feltéve a sziileit

Vi=1,...,n:(X; 1L Nondescendants(X;)| Pa(X;))p, (1.17)
ahol Nondescendants(X;) jeloli X; nem-leszarmazottait G-ben (azaz akikhez nem vezet 1t
G-ben X;-t6l).

1.4.5. Definici6. [| A p(Xi,...,X,) eloszlasra teljesiil a globalis Markov-feltétel G szerint,
ha
VXY, ZCV: [o(X;Y|Z)e = (X LY|2Z),. (1.18)

Ezen feltételek segitségével megfogalmazhato egy alapvets kapcsolat eloszlasok és DAG
reprezentaciojuk kozott [31].

1.4.1. Tétel. [[31]] Egy p(V) eloszlas és G DAG esetén az [1.4.2} [1.4.3] [1.4.4] és |[1.4.5| felté-
telek ekvivalensek:

(F) p Markovi G-hez avagy p faktorizalodik G szerint,
(O) p eleget tesz a sorrendi Markov-feltételnek G szerint,
(L) p eleget tesz a lokalis Markov-feltételnek G szerint,
(G) p eleget tesz a globalis Markov-feltételnek G szerint.

A feltételek ekvivalencidja miatt ezekre a feltételekre egyiittesen is mint irdnyitott
Markov-feltételekre hivatkozhatunk (p, G) par viszonylataban.

1.4.3. Bayes-hal6 definicidk
A Markov-feltételek felhasznalaséval az alabbi meghatarozas adhato.

1.4.6. Definicio. [| A G iranyitott kormentes graf a P(V') eloszlas Bayes-haloja, ha minden
valtozot a graf egy csomopontja reprezental, a grafra teljesiil valamelyik (és igy az Osszes)
Markov-feltétel, és a graf minimalis (azaz barmely él elhagyasaval a Markov-feltétel mar
nem teljesiil).

Mig ez a definicié egyértelmiien a valoszintiségi fiiggetlenségek rendszerének reprezen-
taciojaként tekint a Bayes-halora, addig a mérndki gyakorlatban kozkedvelt az alabbi,
praktikus meghatarozas.
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1.4.7. Definicio. || A V valoszintiségi valtozok Bayes-héaloja a (G, 6) paros,ha G egy iré-
nyitott kormentes graf, amelyben a csomoépontok jelképezik V' elemeit, 6 pedig a cso-
mopontokhoz tartozo P(X;|Pa(X;)) feltételes eloszlasokat leiré numerikus paraméterek
0sszessége.

A Markov-feltétel teljesiilése biztositja, hogy minden grafbél kiolvasott fliggetlenség
teljesiiljon az eloszldsban, azonban a masik irdnyhoz, ahhoz tehéat, hogy minden fiigget-
lenség kiolvashato is legyen a gratbol, annak stabilnak is kell lennie.

1.4.8. Definicio. [| Egy P(U) eloszlas stabil, ha létezik olyan G DAG, hogy P(U)-ban pon-
tosan a G-bdl d-szeparacioval kiolvashatd fiiggések és fliggetlenségek teljesiilnek benne
(azaz G perfekt térkép).

A DAG-reprezentacié korlatjat alapvetGen az jelenti, hogy numerikusan a struktira
szerint nem sziikségszeri fiiggetlenségek is lekodolhatoak. A trividlis redundancidkon tul
ezek rejtett formakban is megjelenhetnek, példaul nem tranzitiv fiiggések képében vagy
alacsonyabbrendii fiiggetlenségek képében (példaul egy Markov-lancban megfelelé para-
méterezés mellett el6fordulhat, hogy a fiiggések nem tranzitivak).

A d-szeparacid sziikséges és elégséges voltat a kovetkezs tétel mutatja, amely szerint
egy adott G DAG-gal kompatibilis 6sszes eloszlasban érvényes fiiggetlenségeknek a G-beli
d-szeparaci6 egzakt reprezentéacioja [41].

1.4.2. Tétel. [[41]]

VXY, ZCV: (X LY|Z)s < (X 1 Y|Z),in all p Markov relative to G.

A tétel élesitése, hogy altalanos bayesi megkozelitésben azon eloszlasok mértéke 0,
amelyeknek G nem perfekt térképe [39)].

Azonban bizonyos tipusu fiiggetlenségekhez, példaul a négy csomodpontos gyémant
struktirahoz, a Bayes-halos megkozelités nem alkalmas, s ez a reprezentéacios korlét felveti
mas graftipusok hasznalatét is.

1.4.4. Markov-haldk

Markov-halok esetében egy G=(P,E) iranyitatlan graf alapjan definidlunk egy fiiggetlen-
ségi térképet a G-beli (irnyitatlan) elvalasztasra/lefogasra alapozva (P a (csomo)pontok
halmaza és E a P-be tartozo pontpéarok, élek halmaza).

1.4.9. Definicio. || Egy G iranyitatlan grafban az XY, Z C V diszjunkt csomépont hal-
mazok esetében jelolje I5(X|Z|Y), illetve I5(X;Y|Z), ha X és Y elvdlasztottak Z altal,
ha minden p at X és Y kozott tartalmaz egy Z-beli elemet.

Az iranyitott grafokkal analég modon iranyitatlan grafoknal is megfogalmazhatoak
Markov-feltételek.
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1.4.5. Markov-feltételek iranyitatlan grafokban
F Klikk faktorizalas: Ha P(X;.,) G klikkjein definialt szorzatként felirhato.

P Paronkénti markovisag: Barmely két nem szomszédos valtozo fiiggetlen egymastol
az Osszes tobbi valtozoval vett feltétellel.

L. Lokalis markovisag: Egy valtozo fiiggetlen minden mas valtozotdl a szomszédaival
vett feltétellel.

G Globalil markovisag: Barmely két valtozohalmaz fiiggetlen egymastol egy ket elva-
lasztd halmazzal vett feltétellel.

Az iranyitott grafoktol eltéréen ezek a feltételek altalanos esetben nem ekvivalensek,
bar G = L = P. Kordalis grafokban szorosabb a kapcsolatuk, és pozitiv eloszldsokban
viszont ekvivalensek.

1.1. tétel (Hammersley-Clifford, 1971, unpublished). Pozitiv eloszldsokban az irdnyitatlan
Markov feltételek ekvivalensek: ' P & L & (.

1.2. tétel. Ha egy G korddlis grdf lokdlisan (vagy globdlisan) markovi a p eloszldshoz,
akkor az F tulajdonsdg is teljestil.

Ennek kovetkezményeként is a Markov-halo definicidja igy adhatoé meg.

1.4. definici6. G irdnyitatlan grif a p eloszlds Markov-hdldja (azaz G fiiggetlenségi térképe
p fiiggetlenségi modelljének), ha G globdlisarff| markovi (I(X|Z|Y) = Ip(X|Z|Y)) és G
minimdlis (azaz egy ;1 torlésével ezt a tulajdonsdgdt elvesztené).

Porzitiv eloszlasokban a Markov-halot/Markov-(véletlen) mez6t Gibbs-(véletlen) me-
zének is nevezik, mivel a Hammersley—Clifford elmélet szerint a kdvetkezs faktorizalhato
lehetséges.

1.5. definici6. Egy eloszlds Py Gibbs mérték, ha faktorokkal (potencidlokkal) definidlhato
O ={D;(V)),...,Px(Vk)}:

K
1

Pa(V) = ZZHI@Z-(%L (1.19)

ahol Vi,...,Vixk CV és Z egy normalizicids konstans. Gibbs-(véletlen) mezékhoz tartozo

G esetében Vi, ..., Vi pontosan G klikkjes.

Mivel a global markovisaghol kovetkezik a lokalis markovisag (p, G) esetében, X szom-
szédos csomopontjai G gratban bd(X, G) mindig X Markov-takaroja (M B,(X, bd(X, G))).
Tovabbé pozitiv eloszlasokban ez egy egyértelmd Markov-takaro.

fNem ekvivalens definiciokban a Lokalis feltétel is hasznalt.
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1.3. tétel (Pearl,Paz, 1985). Ha G egy Markov-hdldja eqy p pozitiv eloszldsnak, akkor X
szomszédos csomopontjai G grifban egy egyértelmd Markov-hatdrt formdlnak.

A tulajdonsagok a tudasmérndkség és gépi tanulas szaméra is sokrétiien felhasznalha-
toak, péeldaul:

F Klikk faktorizalas: kovetkeztetésben.

P Paronkénti markovisag: élenkénti konstrukcio esetében.

L Lokalis markovisag: Markov-hatar alapt konstrukcioban.

G Globalis markovisag: globalis relevencia viszonyok gyors kikovetkeztetésében (elva-
lasztasra hatékony algoritmusok léteznek).

1.4.6. Bayes-halok és Markov-halék reprezentacios képessége

A Markov-hélok, a Bayes-halokhoz hasonléan helyes, de nem teljes reprezentacioi a fligget-
lenségeknek. Reprezentécios képességeik (avagy hidnyossagaik) azonban bizonyos mértékig
komplementerek. Példaul a gyéméntstruktiurajuo Markov-halokkal egzakt modon repre-
zentalt eloszlasok Bayes-hélokkal egzakt modon nem reprezentalhatdak, viszont a Bayes-
halokban egzakt médon reprezentalhatd v-struktira egzakt moédon nem reprezentalhatd
Markov-halokkal. A két modellosztaly reprezentacios képességeit az abra illusztralja.

1.6. definici6é (Intranzitiv harmas/v-struktara). XY, Z véletlen vdltozok egy Intranzitiv
harmast/v-struktirdt alkotnak p eloszldsbn, ha fenndll D,(X:;Y), D,(Y:; Z) és I,(X; Z).
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Iranyitatlan
grafak

DAG-ok

Valoszinlseqgi

flggetlensegek
Y

y

7 Markov
mezdl
Oksagi modellel

Dekomponalhatd modellek

1.6. abra. A kiilénbozd tipusu grafok reprezentécios képességei.

1.5. Egyszerti Bayes-halok

A valoszintiségi grafos modellek strukturalis képességeinek attekintése utan a modellek
kvantitativ specifikdlasanak kérdéseit vizsgaljuk. Ennek bevezetéseként harom egyszeri,
de széleskdrben hasznalt modellosztaly paraméterezését és felhasznalasat mutatjuk be.

1.5.1. Naiv Bayes-halok

Tételezziik fel, hogy a valtozok halmaza tartalmaz egy hipotézisvaltozot (V') és megfigyelé-
seket (X1,...,X,,). (Elterjedt mas elnevezések ugyanezen fogalmakra: ok, modell, diagno-
zis, illetve okozat, bizonyiték, megfigyelés, tiinet, szimptoma.) A megfigyelések csoportjat
tekinthetjiik kiillonb6z6 tipusiti megfigyeléseknek (példaul tiineteknek egy orvosi probléma-
ban) vagy azonos tipusi, de eltérs ideji megfigyelések szekvenciainak. A naiv Bayes-halok
definialé tulajdonsaga, hogy a P(Y, Xq,..., X, ) eloszlasban X;-k feltételesen fiiggetlenek
Y feltétellel, azaz Ip(X;; X'|Y) = P(X;|Y) barmely diszjunkt X’ részhalmazra. A mo-
dell parametrikus megadésat Y p(Y) eloszlasanak megadésa és a P(X|Y),...,P(X,|Y)
feltételes eloszlasok megadéasa jelenti. Ekkor

P(Y|Xi,...,X; ) o< P(X,,|[Y) ... P(X, |Y)P(Y). (1.20)
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Ha Y binéaris, akkor az esély igy irhato fel:

PY =1|X,,,....X,,) P(Y = =1)
m 1.21
PY =0/X;,,....X.) P = HP |Y—O) (1.21)

Az eredmény jol tiikrozi a valoszintségi grafos modellek, nevezetesen itt a Bayes-halok
azon képességét, hogy az altalanos diszkrét, véges esetben exponencialis szamossagi pa-
ramétert és kovetkeztetést linearis szdmossagi paraméterre és linearis szamitasi idejd ko-
vetkeztetésre lehetett redukalni a fiiggetlenségek kihasznalasaval.

1.5.2. Markov-lancok és rejtett Markov modellek

Els6rendti Markov-lancok esetében feltételezziik, hogy az Xy, ..., X, valoszintiségi valto-
zOk korében minden i-re teljesiil, hogy X feltételesen fiiggetlen az X, ..., X;_ o valtozoktol
az X;_1 ismeretében. Homogén lanc esetében tovabba az tgynevezett dtmeneti valoszini-
ségeket egy indexfiiggetlen P(X;|X;_ 1) feltételes eloszlas definidlja. Ez a modell a rejtett
Markov-modelleknél kiegésziil a megfigyelhets evidenciak E, ..., E, valoszintiségi valtozo
halmazzal, amit — egy statikus érzékel6 modellt feltételezve — egy szintén indexfiiggetlen
P(E;|X;) kot a kozvetleniil mar nem megfigyelhetének vélelmezett ,rejtett allapot” X
valtozokhoz. A Markov-lancot és rejtett Markov modelleket az [1.7] abra illusztralja.

1.7. abra. Markov-lanc és rejtett Markov modell illusztralasa.

A rejtett Markov-modellek esetében szintén hatékony, a valtozok szaméaban linearis és
a valtozok értékkészletének méretében négyzetes futasi ideji eljarasok léteznek a kovetkezd
tipikus feladatokra:

1. Sziirés (filtering) vagy ellenérzé megfigyelés (monitoring): ez a bizonyossagi allapot
(belief state) kiszamitasanak a feladata, ami a jelenlegi allapot feletti a posteriori
eloszlas, az adott id6pontig vett Osszes bizonyiték ismeretében; vagyis szeretnénk
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kiszamitani a P(X,|e;;) mennyiséget, feltéve, hogy a bizonyitékok folyamatos soro-
zatban érkeznek a t = 1 id6éponttél kezdve.

2. Elorejelzés (prediction): ez egy jovébeli allapot feletti a posteriori eloszlas kiszé-
mitasanak a feladata az adott idépontig vett Osszes bizonyiték ismeretében; azaz,
szeretnénk kiszamitani a P(X;x|e1.;) mennyiséget valamely 0 < k esetén.

3. Simitas (smoothing) vagy visszatekintés (hindsight): ez egy multbeli allapot feletti a
posteriori eloszlas kiszamitasanak a feladata a jelen id6pontig vett 6sszes bizonyiték
ismeretében; azaz, szeretnénk kiszamitani a P(Xj|e;.;) mennyiséget valamely 0 <
k <t esetén.

4. Legvaloszintibb magyarazat (most likely explanation): a megfigyelések egy soroza-
tanak ismeretében szeretnénk megtaldlni azt az allapotsorozatot, amely a legva-
loszintibben generalta az adott megfigyeléseket; vagyis szeretnénk kiszamitani az
argmazx,,,, P(xi.]er.) értékét.

5. Likelihood paraméterezés: megfigyelések egy vagy tobb sorozatanak ismeretében
(x) szeretnénk megtalalni azt a paraméterezést (6), amely az adott megfigyeléseket
legnagyobb valoszintiséggel generalta; azaz szeretnénk kiszamitani az argmaxe P(z|0)
értékeét.

1.6. Parametrizacid, priorok definidlasa és tudasmérnoki
kérdések

A teljes bayesi megkozelitésben a modelleket nem csupan egy pontparametrizacioval kell
ellatni, hanem a priori kényszereknek megfelel§ struktirak és paramétertér feletti elosz-
lasok megadasaval is. Ezek targyalasa viszont az okséagi aspektusok figyelembevételét is
igényli, igy targyalasuk a tudasmérndki és kiterjesztett PGM reprezentacidkhoz hasonléan
az Oksagi modellek cimi fejezetben kapott helyet.
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