Méréselmélet: 12. eloadas, 2014.04.30.

Masodfoku, valés egyiitthatos rezonator alaptagok (folyt.)

Az 55. dbran ismét lerajzoltuk a (228)-(229) Osszefiiggések alapjan szarmaztatott szamitasi
vazlatot, az un. direkt struktira szerinti rezonatort azzal a kiegészitéssel, hogy a tarolo-
elemek tartalmat allapotvaltozoknak tekintjiik. Ekkor a szamitas 0sszefiiggései:

x(n+1)|_[2cosg, -1fx(m] far, e(n) (230)
M+ | | 1 0 (] [0

X, (n) . e ()
xz(n)] 21m y,,(n) =[sin g, o{xz(n)}

Megjegyzés: A szamitasok konkrét formaja nem kozombos, ha fixpontos (jelfeldolgozo)
processzorral vagy mikro-vezérlovel valositjuk meg. Gondot okoz (1) a szamitasok un.
dinamikatartomanya, és (2) a véges szamabrazolasi pontossag. Ez utébbi — bar a kodzos,
100%-o0s negativ visszacsatolas ez ellen dolgozik — rezonatorok esetén akar avval is jarhat,
hogy megvalosulo polus az egységsugara koron kiviilre keriil, amivel nulla bemenet esetén
is novekvé kimendjel jar. A dinamikatartomany problémajat jo illusztralja a (230) szerinti
allapotatmenet matrix, mert ha a fixpontos szamabrazolast 1-re normaljuk, és feltételezziik
példaul, hogy cosg,~1, x(n)=0.5, X,(n)~-0.5, akkor azonnal lathat6, hogy a
szamabrazoldsi tartomdnybol jelentdsen kilépd eredmény kapunk, mikozben az
allapotvaltozok a szamabrazolasi tartomany kozepén 1évo értékek voltak.

2Re Y, (n) =[cosp, —1]{ (231)

Ortogonalis rezonator:

Hasonlosagi transzformacioval a (230)-(231) szerinti szamitds a dinamikatartomanyt illetéen
kedvezobb alakra hozhato:

{xl(n +l)} _ [cowm —sin gom}{xi(n)} . {Zrrn Cowm}e(n) (232)

X,(n+1) sing, cosg, | X,(n) 2r. sing,,
N x,(n) oy X,(n)
2Re ¥, (n)=[L o{xz(n)}, 2Imy_(n)=|0 1{)(2(“)} (233)

Ezt a szamitasi modot az 56. abra illusztralja. Azt, hogy ez megfelel a (228)-(229)
Osszefliggéseknek célszerlien ugy ellendrizhetjiik, hogy (232) z-transzformaltjat képezziik:

{le(z)} _ {coswm —sin (om}{Xl(Z)} . |:2rm COS(Pm}e(Z) (234)

2X,(2) sing, cosg, | X,(2) 2r, sin g,

X(@) |, %)
e(z) e(z)

atviteli fiiggvényeket. A (232) Osszefiiggés alapjan jol latszik, hogy az allapotvaltozd
vektorokat az allapotatmenet matrix csak elforgatja, végpontjuk mértani helye kor. A (233)
Osszefliggés alapjan pedig az latszik, hogy a valos-rész és a képzetes-rész kimeneteket maguk
az allapotvaltozok adjak.

majd eldszor X,(z), utobb x,(z) eliminalasaval képezve szarmaztatjuk az

Megjegyzések:

1. A struktara egyértelmi elénye a kedvezd viselkedés a dinamikatartomany szempontjabol.
Hatranya, hogy a rezonator pélus pozicié origotdl valo tavolsagat — a (234) Osszefiiggés
vizsgalatival belathaté médon a sin® ¢+ cos’ ¢ =1 Osszefliggés felhasznalasaval allitja be,

ami a valosagban, a véges szamabrazolasi pontossag kovetkeztében [Sin2 (oL + [Cos2 goL =1
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formaban valosul meg. Itt [...]Q a kvantalas miiveletét szimbolizalja. Tovabbi hatrany,
hogy a (nem-elfajuld) szorzotényezok szama nagyobb, mint a direkt struktira esetében.

2. A dinamikatartoméany probléma egy masik vonatkozésa, hogy milyen kdvetkezménnyel jar
a tilcsordulas fixpontos aritmetika esetén. A hatas mindenképpen nemlinedris, de nem
mindegy, hogy ennek kdvetkeztében a rezonator belsd energidja nd vagy csokken. Az 57.
abra azt illusztralja, hogy milyen trajektoriat jar be az allapotvaltozd vektor végpontja a
direkt struktaraji rezonator, de lebegdpontos aritmetika esetén (lasd (230) Gsszefiiggés).
Ha attériink fixpontos &brazolasra, akkor ez a ferde ellipszis metszi a szdmabrazolasi
tartomany, ahol erre reagalni kell. Szokésos megoldasok a kovetkezok:

- kettes komplemens érték érvényesitése,

- a maximalis érték helyettesitése,

- nulla helyettesitése.
Mindhdrom stratégia esetén eléfordulhat, hogy a ferde ellipszisen kiviili pontba keriiliink,
esetén az oszcillaitor a belsé energidjanak/kezdeti értékének megfelelden produkal
kimendjelet.) Ugyanez nem alakul ki az ortogonalis rezonator esetében (lasd 58. abra),
mert a tulcsordulas utan alkalmazott stratégidk mindegyike kisebb energidju pontba viszi a
rezonatort.

3. A dinamika-tartomany, a szorzas-szam és tulcsordulas esetén mutatott tulajdonsagok
egylittes kompromisszuma az un. hullamdigitalis rezonator (59. dbra), amelynél a dinamika
viszonyok alakulasat fekvd, ill. allo ellipszisek jellemzik, igy a tulcsordulds esetén mindig
alacsonyabb energiaji pontba keriiliink (lasd 60. 4bra). A szamitasi Osszefiiggések
allapotvaltozos formaja

{ x(n +1)} :{ cosp,  COSQ, —1}{&@)}{%}(”) (235)

X,(n+1) cosg,+1 cosg, | Xx,(n) r

m

X,(n)
X,(n)

ahol az osszefliggések helyessége a fentiekhez hasonléan bizonyithato.

2Re ¥, (n)=[cosgp, +1 cosg, —1{ (236)

}, 2Imy, (n)=[sing, sin gom{xl(n)} ,

X,(n)

Ortogonalis strukturak altalaban:

A fentiekben vizsgalt rezonatorok ,,veszteségmentesek”, azaz elvileg — idealis esetben — nulla
bemeneti jel esetén képesek allandé amplitadoji jelet generalni. Viselkedésiik azonban eltérd
nemlinearis hatasok fellépésekor. Lattuk, hogy ortogonalis allapotatmenet matrix esetén az
allapotvaltozok hogyan alakulnak.

Az n. ortogonalis struktirak esetén belathatd, hogy az un. abszolut-érték csonkitas stratégidja
esetén, azaz amikor a kiszamitott értéket gy kvantaljuk, hogy abszolut értékét vessziik és a
igy a szamitasok — nemlinearis hatasok eredményeként — nem vezetnek oszcillacidhoz, a belsd
energia felemésztddik. Az ortogonalis struktardkat azzal definidljuk, hogy az

x(n+1 X(n
e o) -

y(n) u(n)
formaju rendszerleirasban, ahol most y(n) és u(n) jeldlje a skalar kimenet és a skalar kimenet
diszkrét idéfiggvényét, x(n) pedig allapotvektorat: a T'T =1, azaz T' =T, azaz T
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ortogonalis matrix, hiszen oszlopai egymasra merdleges vektorok. Ha képezzik (237)
mindkét oldalanak 6nmagaval vett skalar-szorzatat

T x(N+1) | 1. 1| X(n+1)
[X"(n+1) y(n){y(n) }[x ) um]r TL(n) } (238)
amit kifejtve
N_lx,f(n+1)+y2(n):Nz_‘ixkz(n)Jruz(n). (239)

Ebben az esetben, ha feltételezziik, hogy a bemenet nulla, azaz u(n)=0, akkor (239)

Z X (n+1)~ Z X (n) =—y*(n) (240)

alakban irhat6, amelynek értelmében, ha van nem nulla kimendjel, akkor az allapotvaltozok
altal hordozott belsé energianak csokkennie kell. Ezt a tulajdonsagot kiegészitve az abszolut-

crey

magara hagyott rendszer belsé energiajat disszipalni fogja, un. hatarciklus oszcillaciok nem
alakulnak Ki.
1. Megjegyzés:

Ha a (226) 0sszefiiggésben az egyenldség teljesiil, akkor a rezonatoros struktura, amit RDFT,
¢s tetszdleges FIR és IIR szlird realizalasara hasznalhatunk, teljesiti az ortogonalitas feltételét,
ha az allapotvaltozo ,,becsatolas” és a ,,kicsatolas” vektora:

G =|eoft zh - zeaha).  C=lh Wh . hl (241)

Figyeljik meg, hogy az eddig hasznalt
G'=[z,r, zr ... zy,f ], c=f 1 .. 1 (242)

csak annyiban kiilonbozik, hogy az egyes rezonatorokon beliili szamitasok ,,jelszintjét”
masképpen allitjuk be.

A hatarciklus oszcillaciok elkeriilésére az abszolut-érték csonkitast az allapotvaltozo értékek
»tarolasat” megeldzden kell elvégezni.

2. Megjegyzés: Az LMS eljards (lasd 5. eldadas (114)) lerajzolhatdo (lasd 69. abra)
ugyanolyan forméban, mint a rekurziv jelreprezentacio (lasd 8. eldadas, 45. abra). A (114)
komplex regresszids vektor esetén:

W(n+1) =W (n) +2.X " (n)e(n),
azaz a bazisvektor az X (n) vektornak, a reciprok bézis vektor pedig az 24X (n) vektornak,
azaz a komplex konjugalt konstans szorosanak felel meg. Ha X (n) a harmonikus komplex

exponencialisokat tartalmazza, é¢s 2u = % , akkor az LMS eljarés éppen a rekurziv DFT-t irja

le.

3. Megjegyzés: A 70. abra a linearis kombinatorral megvalositott FIR sz{ir6t, ill. transzponalt
valtozatat mutatja. Ez utdbbi a nyilirinyok megforditasaval allithat6 eld. (A transzponalt
struktara kedvezObb lehet, ha a két-bemenetli 0Osszeadokat parhuzamosan akarjuk
megvaldsitani sebességi megfontolasok alapjan.) Ugyanez a transzponaldsi mivelet a
rezonatoros struktura esetén szimmetrikus felépitésii “generator-analizator” part eredményez,
ezzel az analizator struktira kedvezé (masodlagos) tulajdonsdgai a jelgeneratorra is
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érvényesithetd. (Lasd 71. dbra). A ,,jelgenerator” hasznalhatd parhuzamos-soros atalakitoként,
amikor elegendd a bemeneti csatornakra csak minden N-edik 1épésben nullatol kiilonb6zo
bemeneti értékeket juttatni, mivel azok erre N hosszsagu valaszt képesek generalni.

Ortogonalis transzformacio adatredukcios céllal:
Fékomponens analizis/Karhunen-Loéve transzformacio

Az eddigi jeloléseket alkalmazzuk. A reprezentalando jel mintdit az y a reprezentald értékeket
pedig az X vektorba rendezziik. Célunk az utdbbi dimenzidjanak csokkentése atlagos
négyzetes kritérium szerint optimalisan. Ehhez egy ortogonalis bazis-reciprok bazis rendszert
keresiink a jelhez:

x=Ty, T=lp o o ol ol p; =5, (243)
Az y reprezentacidja a teljes, ill. a redukalt rendszerben:
N-1 M-1 N-1
y:TTXZZXi¢i ’ 9zzxi¢i +zbi¢’i (244)
i=0 i=0 i=M

Lathato, hogy M<N szamu egyiitthatéval akarjuk reprezentdlni a jelet, a maradék N-M
bazisvektor sulytényezdjét pedig hibaminimalizalassal hatdrozzuk meg. A kozelités hibaja:

N-1
Ay = y_)?:Z(Xi -b)e, (245)
i=M
Az atlagos négyzetes hiba:
N-1
&= EAY[ = E{(Ay) Ay} = X E{(x -b)’}. (246)
i=M

Elsé lépésben keressiik a minimalis hibat okozé b tényezdket. A (246) Osszefiiggés
derivalasaval b =E{x}, i=M,M +1,...,N —1. Mivel X, :(piTy, ezért

b =9 E{y}=0'V, (247)
amit behelyettesitve a (246) dsszefiiggésbe:
N-1 N-1
=2 A E{(y-9Y-9"I =29 Cyup, (247)
i=M i=M

ahol C,, areprezentalando jel kovariancia matrixa.

Masodik lépésként keressiik azt a ¢,, i=01,...,N —1 bazisrendszert, amelyre (/)iT p=1,¢ésa

hibat minimalizalja. Ehhez a feltételes szélséérték kereséshez a Lagrange multiplikatoros
modszert alkalmazzuk:

N-1 N-1
é=e=Y Blolo,—1=Y [0/ Cpp— Blol o —1l] (249)
i=M i=M
L., i=M,M +1,...,N -1, a Lagrange multiplikator. Ezek utan derivalunk ¢, szerint:
o0&
—=2C.0 -2B0p . 250
o0 W& — 25 (250)

A (250) 6sszefiiggés egyenld nulla feltételbol:
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Cyp =Fo. (251)
azaz a Lagrange multiplikdtorok az y kovariancia matrixdnak alkalmas sajatértékei. Ezt
visszahelyettesitve a (248) kifejezésbe:

=S4, (252)

Y
azaz az atlagos négyzetes értelemben legkisebb kozelitési hiba eléréséhez bazisvektorokként
az y kovariancia matrixdnak sajatvektorai koziil azt a M darabot kell kivalasztani, amelyhez az
M legnagyobb sajatérték tartozik. (Ezek az un. fékomponensek.) A (252) dsszefiiggés szerint
ugyanis a kozelités atlagos négyzetes hibajat a legkisebb M-N darab sajatérték Gsszege adja.
(Kordbban mar lattuk, hogy a kovariancia matrix tulajdonsaga, hogy sajatértékei pozitiv
szamok.)

Megjegyzés: Ugyancsak koradbban targyaltak felhaszndlasaval:

C,=TC, T'=TC, T'=diag<p, B ... B> (253)
8. A nemlinearis jelfeldolgozas alapjai
Jellemzés: (1) A szuperpozicid hianya; (2) Az altaldnos elmélet hidnya.

Probalkozdsok: (1) specidlis bemendjelek, (2) specidlis strukturdk, (3) sorfejtések
alkalmazasa, (4) nemlinearis sziirok.

Az elsO harom esetben sok vonatkozas a linearis elméletb6l.

8.1. Specialis bemendjelek: szinuszos bemendjel, leird fiiggvény modszer: a kimendjel
Fourier komponenseire szinuszos analizis. Hagyomdanyosan igy kezeljiikk a klasszikus
nemlinearis aramkordket, mint az egyeniranyitokat, oszcillatorokat, tapegységeket. (Lasd 61.
abra.)

8.2. Specialis struktarak: a dinamikus rész lineéaris, ¢és kiegésziil statikus nem-
linearitdsokkal. A linedris rész kezelhetd frekvenciatartomanybeli modszerekkel, a
nemlinearis marad az idOtartomanyban. Periodikus bemenet esetén iterativ megoldas (pl.
harmonic balance technique.) Példaként lasd az 62. abran az tin. Narendra-féle struktarakat.

Homomorf jelfeldolgozas: a szuperpozici6é altaldnositdsa. A szuperpozicid az aladbbi
tulajdonsag:

TIx,(n) + %, (M] =TI (MI+Tx ()] (254)
Tlex, (M]=cTx(n)] , (255)
ahol T egy rendszer transzformacio.

Altalanositas: @ jeldli a ,,+” miiveletet a bemeneten,
o jeloli a ,,+” miiveletet a kimeneten,
: jeloli a ,,c”-vel vald szorzast a bemeneten,
— jeldli a ,,c”-vel valo szorzast a kimeneten.

H[x,(n) © x, ()] = H[x,(n)] H[x,(n)] (256)
H[c:x,(n)]=c—H[x )], (257)
ahol H egy rendszer transzformacio.

Példa: multiplikativ homomorf rendszerek: © — szorzés, :— hatvanyozas.
x(n) =[x (M]" D, ()}’ (258)
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1. %(n) = log[x(n)] = & log[x, ()] + Blog[ x, (n)] = log|x(n)| + jarg[x(n)
2. feldolgozas linearis halozattal: X(n) — y(n)

3. y(n)=e'™= gl (Mlgiargy(n)
Léasd 63. dbra. Multiplikativ jellegli zavarok elnyomasara jol hasznalhato.
8.3. Sorfejtések alkalmazasa

- munkaponti linearizalas: ,,kicsiben” minden linearis.
- nemlinedris allapotegyenlet

X(k +1) = o[x(k),u(k),k] allapotegyenlet,
y(k) = W[x(k),K] megfigyelési egyenlet

Az allapotegyenletet az x=x, és u=u, pontban “linearizalva” (Taylor sorba fejtve) a
kovetkezo alakot kapjuk:

Axk+1) =221 AxE) +a%> Au(k) = A(K)AX(K) + B(k)Au(k) (259)
Xg,Ug K Xg.Ug K
Ayk) = 28 Ax(K) = CK)Ax(K) (260)
OX |y

Ezzel egy kis kdrnyezetben linearis egyenletrendszerre visszavezetve oldjuk meg a problémat.
A kovetkezd 1épésben “kicsit” tovabblépve 0jbol linearizalunk, és igy haladunk tovabb.
Fogalmazhatunk ugy, hogy szakaszonként linearizalunk.

- Volterra sorok alkalmazasa: A konvolicids integral altalanositdsa. Egyvaltozos esetben a
rendszer leirasa:

y(t) =F[u(z);t, <7 <t]+ y(t,) (261)
F egy funkciondl (fiiggvény fliggvénye), amelyet funkcionalok sorozataval kozelitiink:

F= ho(t)

R =hy(t)+ j. h (t,z,)u(z)dz,
f

F, =hy(t)+ j. h (t, z)u(z)dz, + j..t[ h, (t, 7y, 7)u(z,)u(z,)drdz,
%

R

t

jj..-jhk(t,rl,z-z,...,rk)u(rl)u(rz)...u(rk)drldrz...drk

ol T

Fy = ho(t)"'i

k=1

Ezek felhasznalasaval: F[u(z);t, <7 <t]=limF,, as ebbdl a Volterra-sor (funkcional

k—o0

hatvanysor):

YO =h®+3

k=1

jj"”j.hk (t,z,,75,..., 7 )U(T)IU(z,)...u(r )drdr,...d7, + y(t,) (262)

ot o

Linearis rendszermodell esetén:
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y(t) = ho(t) + [yt )u(z)d e + y(t,) (263)

Ha a rendszernek nincsen dinamikus eleme, azaz a rendszer egy statikus nemlinearitast valosit
meg, akkor a vazolt modszer kozonséges hatvanysorra vezet: hy(t)=c,, h(z)=cd(z),

h,(z,,7,) =¢,8(7,)8(z,), ..., amivel (c,,c,,C,, ..., alkalmas konstansok):
y(t) = ¢, +cu(t) +c,u’(t) +... (263)

Megjegyzés:

A fenti megfontoldsok id6ben diszkrét esetben is hasznalhatok. Ha a nemlinearitds polinom
révén valosul meg, akkor Un. polinomidlis sziir6krdl beszéliink. Egy mésodfokt polinomidlis
sziiré blokkvazlatat mutatja a 64. abra. Itt X(n) és korabbi mintai mellett ezen mintak négyzete
és szorzataik is részt vesznek a kimenet meghatarozasaban linedris kombinacid segitségével.
Az ilyen rendszereknél az adaptivitast/tanulast az eddigiek szerinti iterativ eljarasok
felhasznalasaval is megkisérelhetjiik. (Lasd adaptiv linearis kombinator.)
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Megjegyzés: a 65-68. abrak a 13. el6adas anyagahoz tartoznak.




