Méréselmélet: 2. eloadas, 2014.02.19.

3. A dontéselmélet alapjai (folyt.)
Megjegyzések a kéthipotézises Bayes dontéshez:

. R .
1. Ha a koltségeket ugy valasztjuk meg, hogy (17) n = FO legyen, akkor a dontési szabaly

1

Hl Hl

Plf(Z|Hl) g Pof(Z|H0) alakban irhat6, ami megegyezik a P(H1|Z) g P(H0|Z) kifejezéssel,
< <
Ho Ho

vagyis a dontést az a posteriori valoszinliségek alapjan hozhatjuk meg. Ezt a specialis esetet
maximum a posteriori (MAP) dontésnek nevezziik.

H;

2. Szokas (19) helyett a A(z) =In A(z) “In n =y, tn. log-likelihood aranyt hasznalni.
<
Ho

1. Példa: Konstans jel detektalasa zajos csatornan keresztiil: jelen van-e a jel a
megfigyelésekben vagy nincsen? Tegylik fel, hogy a megfigyelések filiggetlen, Gauss

eloszlasu valészintiségi valtozok nulla vérhato értékkel, és o variancidval. A Ho hipotézis
az, hogy a megfigyelés z, =n,, azaz a jel nincsen jelen, csak a zaj aktudlis mintajat kapjuk. A
H; hipotézis az, hogy a megfigyelés z, =a+n,, azaz a jel jelen van, a jel és a zaj aktualis
mintajanak Osszegét figyeltik meg. k = 1,2,... N, azaz 6sszesen N mintat figyeliink meg
egyszerre. A dontés soran az egyiittes feltételes silirliségfiiggvényeket fogjuk hasznélni.
Egyetlen megfigyelés esetén a feltételes stirtiségfliggvények:

1 B 7 1 7(Zk_a)2

y=——¢e ™ ill. f(zH)=—=—¢ °7 (20)
v 2ro, | ' N2ro,

A megfigyelések fliggetlensége miatt a N megfigyelés egyiittes stirtiségfiiggvénye az egyedi
megfigyelések slirliségfliggvényeinek szorzata. (19) aktualis alakja:

f(z|H

Hl
NCf(zH) e 200
A(Z): e 2 n, (21)
Hf(zk|H0) lk_:! ‘ZZ;z <
e " 0
illetve a log-likelihood arany:
Hl
No(z, —a)® & z2 A Na* >
INnA(z)=A(z) =- k + k=~ Y7 — Inn= 22
O I s DIES = LU )
HO
Atrendezve:
Hy
1& >06? a
— Y z “Inp+— 23
Né “<Na T2 23)
Ho

A teszthez tehat a megfigyelések atlagat kell képezniink, és Osszevetniink egy kiiszobértékkel.
A ,,dontokésziilék blokkvazlatat a 8. dbra mutatja be.
Megjegyzések:

H;

18 >a ) .
1. Ha =1, akkor In7 =0, tehat —Z Z, —,azaza dontési kiiszob a konstans jelszint fele.
k=1 <

Ho

Ez példaul fennall, ha B, =P =05, C,, =C,, és C,=C,,.
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2. Ha <1, akkor In7 <0, amivel a dontési kiisz6b a konstans jelszint fele ala csokken. Ez
példaul fenndll, ha B <P, Cy,=C, és C,=C,. llyenkor a konstans eléforduldsa

gyakoribb, a kiiszob lecsokken, ellenkez6 esetben nd.

3. Figyeljik meg, hogy a (23) Osszefliggésben milyen hatdsu a zaj variancidja, az egyiittes
megfigyelések szama és maga konstans jel szintje.

2. Példa: Valtozo amplitidoju jel detektalasa zajos csatornan keresztiil: jelen van-e a jel a
megfigyelésekben vagy nincsen? Tegyiik fel, hogy a megfigyelések fiiggetlen, Gauss
eloszlasu valészintiségi véltozok nulla vérhato értékkel, és o variancidval. A Ho hipotézis
az, hogy a megfigyelés z, =n,, azaz a jel nincsen jelen, csak a zaj aktualis mintajat kapjuk. A
H; hipotézis az, hogy a megfigyelés z, =a, +n,, azaz a jel jelen van, a jel és a zaj aktualis
mintajanak Osszegét figyeltik meg. k = 1,2,... ,N, azaz 6sszesen N mintat figyeliink meg
egyszerre. A dontés soran az egyiittes feltételes silirliségfiiggvényeket fogjuk hasznélni.
Egyetlen megfigyelés esetén a feltételes stirtiségfliggvények:

2 2
Z _(z=a)”

1 262 . 1 202
)=——e " ill. f(zH)=——=—¢e (24)
v 2ro, | Yy 2ro,
A megfigyelések fiiggetlensége miatt a N megfigyelés egylittes stiriségfiiggvénye az egyedi
megfigyelések slirliségfliggvényeinek szorzata. (19) aktualis alakja:

2
(=) H,

f(z|H

NCf(zH) e 200
A(z) = = . : 25
@ Hf(zk|HO) E - <77 )
e 20, Ho
illetve a log-likelihood arany:
Hl
N (Z —a )2 N Z2 1 N 1 N >
In A(z) = A(2) =— k kel 4 k = = Nza-———Ya’> Innp= 26
Atrendezve:
Hl
1 Q > o? 1
=“Maz “hp+—>a’ 27
NkZ:;‘ KH TN n ZNKZ:;‘ K (27)
HO

A teszthez tehat a megfigyelések — a jel mintaival — sulyozott atlagat kell képezniink, és

Osszevetniink egy kiiszobértékkel. A ,,dontékésziilék” blokkvazlatat a 9. dbra mutatja be.

Megjegyzés:

1. Vegyiik észre, hogy a (27) Osszefiiggésbol (23) egyszerlien szarmaztathatd, ha a jel mintai
rendre egyformak.

2. A (27) osszefiiggés szerinti jel-sulyozast (a jelhez) ,,illesztett” sziirdnek nevezziik.

3. példa: Véletlen amplitadoja jel detektalasa zajos csatornan keresztiil: jelen van-e a jel a
megfigyelésekben vagy nincsen? Tegyiik fel, hogy a jel és a zaj egyarant idoben diszkrét,
stacionarius sztochasztikus fehér zaj folyamatok, Gauss eloszlassal, nulla varhato értékkel, és

o2, ill. o’ varianciaval. A Hy hipotézis az, hogy a megfigyelés z, =n,, azaz a jel nincsen
jelen, csak a zaj aktualis mintajat kapjuk. A Hy hipotézis az, hogy a megfigyelés z, =a, +n,,
azaz a jel jelen van, a jel és a zaj aktualis mintdjanak Osszegét figyeltik meg. k = 1,2,... ,N,
azaz Osszesen N mintat figyeliink meg egyszerre. A dontés sordn az egyiittes feltételes

striiségfiiggvényeket fogjuk haszndlni. Egyetlen megfigyelés esetén a feltételes
stiriségfiiggvények:
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2 2
zi "

1 262 1 2(c2+0?)
)=———e ", ill. f(z]H))=———=¢e 7' (28)
" 2ro, . V2ryol+ao!
A megfigyelések fliggetlensége miatt a N megfigyelés egyiittes stirliségfiiggvénye az egyedi
megfigyelések siirliségfliggvényeinek szorzata. (19) aktualis alakja:

ZZ

f(z|H

k H,
N f(Z |H ) N o e 2(0‘a+o'n) >
A(2) = L= : — 7,
11:! f(z,|H,) 11:!110':+of e_;;”z H<0
(25)
illetve a log-likelihood arany:
N 2 N 52 2 N N o2 >1
In A(z) = a a 22 +—In——" Inn= 29
(2)= éZ(O‘ +07?) kz 20'n(aa+62)kzl‘k 2 ol+ol< =7 (29)
HO
Atrendezve:
13 >20'(J +07?) ol+o’ 1
Bl & 0 4+ —1In 30
N2 o’ {2 oz N T (30)
HO

A teszthez tehat a megfigyelések négyzetének az atlagat kell képezniink, és dsszevetniink egy
kiiszobértékkel. A ,,dontdkésziilék blokkvazlatat a 10. abra mutatja be.

Megjegyzés:
Hl
e 2 2 12>, 2
1. Ha n=1,¢s o, =0, ,akkor —sz 20,In2.
N = H<

Hy
N

1 > 2
2. (30) alternativ alakja: —Z 2! ol(l+ In ) In(1+ é;)+i Inn |, amelyben a
N k=1 < o, N
HO
variancidk aranyanak hatasat elemezhet;jiik.
3. A 11. abra a dontési tartomanyok elhelyezkedését mutatja. Lathato, hogy elhelyezkedésiik

szimmetrikus, mert az eredmény nem fligg a megfigyelt érték eldjelétol.

4. Példa: Bayes dontés diszkrét valoszintiségekkel: Targyfelvétel eldontése az elsé eldadason
szerzett benyomasok (érdekes vagy unalmas) alapjan. Definidljuk az eléadasok harom
csoportjat: jo, kozepes, rossz. A hallgato el0zetes tapasztalatai alapjan azt tudja, hogy

P(j6)=0.2, P(kézepes)=0.4 és P(rossz)=0.4.

Ezek az Un. apriori valosziniiségek. Ismeri tovabba, hogy az eldadasokrol szerzett
benyomasok (érdekes vagy unalmas) hogyan fliggenek 0ssze az egyes eléadas csoportokkal.
Ezek a csatornakarakterisztikdnak megfelel6 feltételes valoszintiségek:

P(érdekes| j6)=0.8, P(érdekes|kozepes)=0.5, P(érdekes|rossz )=0.1
P(unalmag j6)=0.2, P(unalmagkszepes)=0.5, P(unalmagrossz )=0.9
A koltségek/kockazatok mérdszamai legyenek a kovetkezok:
Cfelvesszuk\j() =0,C =5,C
=20, C

=10

felvessziik | kozepes felvessziik| rossz

Cnem_vesszuk_ fel| jo nem_vessziik _ fel|kozepes =5 ! Cnem_vesszuk_ fel|rossz =0
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A hallgatonak a jo dontéshez minimalizalnia kell a feltételes kockazatot/koltséget. (A feltétel
az elso el0adason szerzett tapasztalat.) A kockazati/koltség fiiggvények:

R( felvessziik |érdekes) , R( felvessziik [unalmas)
R(nem _ vesszik _ fel|érdekes) , R(nem _ vessziik _ fel|una|mas)

Ezek koziil az elsét kifejtve R( felvessziik |érdekes) =

C P( jé‘érdekes) +C

= C fenessik| jo P(kbzepes‘érdekes) +C P(rossz|érdekes)

felvessziik|kozepes felvessziik |rossz

Az itt szerepld feltételes valoszinliségek az un. a posteriori valosziniiségek a Bayes tétel
segitségével szamithatok:

P(érdekes| jo)P(jo P(érdekes|ka -
P joferdekes) = " ETIHESIIONPUO) e artees) — P(ErdekeslkOrepes)Plkorepes)
P(erdekes) P(erdekes)
P(rossz |érdekes) = P(érdekes!rOSSZ)P(mSSZ)
P(érdekes)

Ezekben a szamlalo tényez06i ismertek, egyediil P(érdekes) szamitando a teljes valosziniliség

tétele felhasznalaséaval:

P(érdekes) = P(érdekes‘ JO)P(jo)+ P(érdekes‘kbzepes)P(kdzepes) + P(érdekes|rossz)P(rossz) =
=0.8%0.2+0.5%0.4+0.1x0.4=04

Ezzel.
P(unalmas) =0.6, P(j6|érdekes)=0.4, P(kdzepes|érdekes) =0.5, P(rossz|érdekes)=0.1

Ha a hallgato az els6é eldadas utan azt tapasztalja, hogy az eldadas érdekes, akkor a
R( felvessziik [érdekes), és a R(nem _vessziik _ fel|érdekes) kockéazatokat/kdltségeket fogja

Osszevetni.
R( felvessziik |érdekes) =0+0.4+5%0.5+10#0.1=35,
R(nem _ vesszik _ fel |érdekes) =20%0.4+5%0.5+0%0.1=10.5,
a hallgat6 tehat fel fogja venni a targyat. Hatdrozzak meg a kockazati/koltség értékeket arra az
esetre is, amikor az els6 eldadassal kapcsolatos tapasztalat az, hogy unalmas.
4. A becsléselmélet alapjai

A cél az a paraméter(vektor) abecsléjének meghatarozasa a 12. abran lathato elézetesen
ismert (és az azokbdl szarmaztatott) sirGségfliggvények ismeretében. A tovabbiak
kovethetdsége érdekében érdemes felidézni: (1) a slirliségfiiggvény fogalmat €s viszonyat a
mérési sorozatokkal, (2) a feltételes stiriiségfliggvény fogalmat (pl. a csatorna karakterisztika
jellemzésére), és (3) a varhatd érték fogalmat, valamint kiszdmitasat a striiségfliggvényre
alapozva. A becslés jellemzésére €s josaganak mértékére szolgalo jellemzok (lasd 13. abra):

1. Feltételes varhatoérték: E{a

aj= Téf (4a)da (31)

a))’ |a} (32)

2. Feltételes kovariancia matrix: Cov{é, a a} =E {(é -E(a

a))(a-E(@

4
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3. Feltételes torzitas: b(a) = E{é|a}— a (33)

A A

4. Atlagos négyzetes hiba: E{(a—a)(a—a)"|aj=cov{a,da}+b(a)b’ (a) (34)
(Mean Square Error (MSE))

Megjegyzés: Ha ismert az f(a) valdsziniség-siriiségfiiggvény, akkor definialhato:
5. Feltétel nélkiili varhato érték: E(4) = E{E{dlal} (35)
6. Feltétel nélkiili kovariancia matrix: cov{é, é}z E{Cov{é, é|a}} (36)

Bayes becslok: Ismert a megfigyelt paraméter siriségfiiggvénye: f(a), és a csatorna

karakterisztikaja: f (z|a) . A megfigyelés utin, ezek alapjan a Bayes szabaly felhasznalasaval

eléallithaté az f (a|z) un. a posteriori stiriségfliggvény:

f(alz) :M , ahol (37)
(2)
f(z)= T f (a) f (z|a)da. (38)

—00

A 14. abra azt mutatja, hogy amennyiben a megfigyelések tartalmaznak a paraméterre
vonatkozd informaciot, az a posteriori striiségfiiggvény a konkrét paraméter-értékek egy
sziikebb kornyezetére terjed ki. Az a posteriori sriségfiiggvény segitségével hatarozzuk meg
az ismeretlen paraméter (vektor) lehetd legjobb becsldjét. Ehhez értelmeziink a ,,legjobb”
fogalmat alkalmas koltségfliggvényeken keresztiil:

R(4,a)=E{C(4,a)}= TC(&, a)f (gz)da, (39)

aminek minimumat Bayes koltségnek nevezziik:

Re =min R(&,a) =min E{C(4 a)}. (40)

Itt C(4,a) az Gn. kritériumfiiggvény, vagy hibafiiggvény, vagy illesztési fiiggvény. Ennek
sz€les korben hasznalt valtozatait a 15. 4bra mutatja be.

. Caa)=Y(4-a) =(a-a) (a-a) (41)
i=1
I Caa)=> |4 -a| (42)
i=1
A .
0 ha A — 2 VYi-re
. C(4,a) = na g -als (43)
1egyébként
Minimalis atlagos négyzetes hibajua becslés:
R(a,a)=E{@a-a)'(4-a)}= [(a-a) (a-a)f (alz)da (44)

Ennek a minimumat keressuik:
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=0 (45)

a =48

O F o rox
a_L(a—a) (4—a)f(alz)da

Mivel g (4-a)' (A-a)=2(d—a), tovabba a (45) kifejezésben & az integraljel elé
a

kiemelhetd, valamint a stirliségfiiggvény integralja 1, ezért

s = Taf (az)dal (46)

azaz ezzel a kritériumfliggvénnyel a legjobb becslés az a posteriori varhato érték.

Minimalis atlagos abszolut hibaju becslés (skalar esetre bemutatva):
R(a,a)=E{a-a/{=-[(a-a)f(az)da+[(a—a)f(az)da (47)

Ennek a minimumat keresstik:

a a ©
- |(d-a)f(ajz)da+|(a—a)f(alz)da =0 48
aé“f )f (al2) !( )(|)L_ABS (48)
Ebbél
[ f(ayda= | f(alz)da, (49)
vagyis
4,55 = (8lz) mediénja. (50)
Maximum a posteriori (MAP) becslés:
A A . A
a-y . ars
R(4,a)= j f(a|z)da+'|.ééf(a|z)da=1— jf(a|z)da. (51)
_ 2 < A

a-=
2

Ha A kicsi, de A =0, akkor az optimum az a posteriori stirliségfiiggvény maximumbhelye,
mivel az (51) 0sszefiiggés ekkor veszi fel a legkisebb értékét.

dye = f (8]z) maximumhelye. (52)
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