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6. Sziiréselmélet alapjai:
I. Optimalis nemrekurziv becslé (skalar Wiener sziiro)

Az alabbiakban ismételten a lineédris kombinator strukturaval foglalkozunk, és természetesen
ugyanarra az eredményre jutunk, minddssze a kiindulds némileg eltérd, és a menet kozbeni
interpretacidoban fedezhetdk fel 11j elemek. Keressiik X legjobb becsljét

R:Zkak un. linedris batch processzorral, ahol Y,,VY;,....,yy, jelolik a megfigyelési

adatokat, a {Wk}, k=0,1,...,N -1 pedig ismeretlen stulytényezok. A 30. abra azt illusztralja,
hogy a tér x elemét/vektorat az {yk} elemek altal kifeszitett altérben, azok linearis

kombinaciojaval 1étrehozott X elemmel/vektorral igyeksziink kozeliteni. Legjobbnak azt a
becslést tekintjiik, amelyik legkisebb hibaval jar: ez az X vektor altérre torténd merdleges
vetitésével all eld. Megmutatjuk, hogy ez ekvivalens azzal a megoldassal, amelyet a négyzetes
hibakritérium minimalizalasaval kaptunk:

e=x-%, Ef?}=E{x-%)?}= E{(X—Niwkyk)z} (137)
%ﬂ:—ZE{(X—NZfkak)yJ}:O, E{eyj}:o Vj -re. (138)

i
Ez utdbbi az un. ortogonalitasi egyenlet, amely a vektorokkal torténd interpretacidban éppen
azt fejezi ki, hogy az optimalis beallitas esetén az e hibavektor mer6leges valamennyi Y,

vektorra. A (138) Osszefiiggés atrendezésével:

N-1
S wEly,y, }=Efy,}, i=12,.,N-1. (139)
S ) Py (i)

ahol R, (k,j) az R, autokorrelaci6 matrix (k,j) indexii eleme, P (j) a P,

keresztkorrelacid vektor j-edik eleme, ahol most ( a korabbiakkal ellentétben) a matrix, ill.
vektor indexében kiilon jeleztiik, hogy mely mennyiségek auto-, ill. keresztkorrelaciojardl van
sz0. Az optimalis esetben megmaradoé hiba:

N-1 N-1
E{(ez}{mm = E{e(x =W, yk)} — Efex} = E{(x—- 0%} = E{C |- Y w Efxy, }=
k=0 i k=0
min (140)
N-1
—EN - wP, (k)
k=0
Mindez matrix formaban (ahol W =[w, w, ... w,,[):
R,W =P, W=R!P,, E{€*] =E{*}-PIRP, (141)

1. Példa: Zajos megfigyeléseink vannak x-rél: y, =x+n,. A zaj tulajdonsagai: E{Xﬂ i }= 0

25 _

j =k
Vj—re, E{njnk}:{o_!ik. A jel tulajdonsagai: E{X}=0, E{Xz}zof. A korrelacio

métrixok: Ry, (K, J) = E{y,,y, = E{x+n)(x+n)}=c? +625,, P,(j))=EPy,}=c?. A
(141) szerinti 6sszefliggések koziil az els6 részletesen kifejtve:
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2 2 2 2 2
(o, +o )W, + oW, + A+ o Wy, = Oy

O'XZW0 + (O'X2 +J§)Wl+ + o WN = O'X2 (142)

2

2 2 2 2
oW, + oW+ ...+ (op+0 )Wy, = Oy

Osszeadva a N egyenletet:

No
(62 +No )ZWk No?, ill. Zwk T amit soronként visszahelyettesitve:
+
o’ sz
W, =W, =...= W, , = ————— amivel [X y, |, ill. a hiba: (143)
o= W N-1 o2 +No? N+(O-”)2k= k
2 2 2 N o
E{e }‘min :O-X _O-X - (144)

N4 N (Y

X X

Megjegyzés: Erdemes a fenti osszefiiggéseket y = (ﬁ)2 fliggvényében vizsgalni.
GX
2. Példa: Linearisan ndvekvd jelbdl két mintat vesziink. (Az 6rdn nem szerepelt, de az anyag
N-1
része.) Becsiilend6 a meredekség. Hasznaljuk a X = Zwk Yy, becslét, ahol y, =(k+D)x+n,,
k=0
k=0,1. A korrelacidé matrixok:

R, (1,K) = E{(j +Dx+n)(K+Dx+n)f= (j + DK +DEPC |+ Efnn, J= (+D(k +1)S + 025,
P, ()= E{0y, }= EX((j +Dx+n,))}=(+DE{?}=(j+DS, ahol S=02+(E{x})?, hiszen

most végképp nem varhat6 el, hogy az ismeretlen mennyiség varhato értéke nulla legyen.
Behelyettesitve a (141) els6 Osszefiiggésébe:

(S +o)w, 2Sw, = S 1 2 o’ :
= 25 W, = W, = >, most legyen 7/:?”,am|vel
25w, (4S +o;)w, = 54 0n 5490
1 2 . 2
Wy =——— W, =——| és végiil [R=2 N Ele?los 7 (145)
S+y S+y S+y S+y

Rekurziv becslo az optimalis nemrekurziv becslobol:

Bevezetd példa: az egyszerli atlagolas rekurziv forméaban. (Az 6ran nem szerepelt, de az
anyag része.) Megjegyzés: az iteracios indexhez asszocialhatjuk a diszkrét idét (n=1,2,...):

1 n-1 . _i n B
S O GRS e DRTCR

Zy( )+—y(n) ——X(n)+—Y(n) X(n)+—(Y(n) X(n)  (146)

Megjegyzés: A rekurziv eljaras nagy eldnye, hogy nem kell megvarni az Osszes adatot:
folyamatosan szdmolhat6 az egyre jobb mindségii becslo.
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Visszatérve az optimalis becslohoz, N helyett n-t irva:

=2 w )y, wm =t aol =P, Bl =l xm)=-2

X

: Ee’(n . : :
aminek felhasznalasaval w, (n)= J#} alakban is irhat6. Mindezeket megismételve n+1-
o

n

re:

n l 0_2
gn+D)=>w, (nNyKk), w (n+l)= . E?(n+Di=Ej{(x—=(n+1)?i= n__.
(+D=3 WY)W n+D= T ER N D}=Elx- kD) T

2
aminek felhasznalasaval w, (n+1) = E{e(—w alakban is irhat6. Kovetve (146) 1épéseit:
= X(n) + n) =
n+1+ y() n+l+y (") n+l+yy()
=X(n) + (y(n) —x(n)) (147)
n+1+y

A késdbbiek szempontjabol érdekes még a négyzetes hiba alakuldsa. A fentiek alapjan:

E’(n+)} _w(+) _n+y 1 1 (148)
E{e’(n)} w(n) n+lsy o4 Lo E{e’(n)}
n+y 62

n

Ezek felhasznalasaval (147) atirhato:
k(1) = EE QD gy B} ) gy + EE DY iy sy 149)
E{e’ (M)} = =

2

3. Példa: y =2, o’ adott. A fentiek alapjan: X(1) = @, E{e’(1)}= 0-—3” ,

2 2
(136) felhasznalasaval: E{e*(2)}= E{e—(zl)} ~ %0 amivel (137) n=1-re
L B 4

o,
o O
X(2) = ? X(D) + ? y@)=— X(l) +— Y(l) X(D)+— (Y(l) x(1) = —(Y(O) +y(),
3
o o
EE @) =T, k@) =222 + -2y =D+ = y(2), stb
5 o, o, 5 5
4
Jelolés: a (149) osszefliggés egyiitthatoi: a(n+1) = M ,b(n+1) = m,
E{e*(n)} o,
amivel: ‘ﬁ(n +1) =a(n+1)X(n)+b(n +1)y(n)‘ (150)

3
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Vegyliik észre, hogy a(n+1) = 1 , lletve a (136) Osszefliggés alapjan
b(n+1) b(n)
a(n+1) = 1 = L = a(n+1) ,amibol a(n+1)=1-b(n+1), ezzel
1+b(n) 4, b(+1) a(n+1)+b(n+1)
a(n+1)
X(n+1) = X(n) +b(n+1)(y(n) —X(n)) (151)

korrekcios_tag

A (151) 6sszefiiggés a nemrekurziv optimalis rekurziv becsl6 rekurziv formaja, amely minden
Iépésben - egy ujabb mérés révén - egy Ujabb dimenzidval bdviti azt az alteret, amelyre
vetitjiik az X vektort. Az optimdlis rekurziv becsld egy az eddigihez képest gazdagabb
modellre épit.

I1. Optimalis rekurziv becslo (skalar Kalman sziiré):

A modell, amit alkalmazunk a legegyszeriibb allapotvaltozos modell, amelynek gerjesztését
egy zajfolyamat adja. Determinisztikus gerjesztést is kaphat, de a linearitas miatt érvényes
szuperpozicid tétele folytan az kiilon targyalhato:

x(n) =ax(n—-1) +w(n-1), ahol {w(n)} nulla varhat6 értéka fehér-zaj folyamat, melyre

0 i ~0
E{W(n)}:O,E{W(n)w(j)}:{az :: , ;(V((?]))zo}ha n<0

w

Megjegyzés: Ez az un. elsérendli autoregressziv folyamat: elsé rendben fligg az érték az
el6z6 ,,idopillanatbeli” értéktol.

E{x(N)}=0, E{CE()3}=R, (0)=0? = Efa®x*(n—1)+w?(n—1) + 2ax(n —~hw(n 1) =

2

a’R,(0) + R, (0) =a’c} + o, ahonnan| R, (0) = =" (152)
R, (D) = E{x(mx(n+1)} = E{x(n)(ax(n) + w(n)) }=aR,, (0), mert E{x(n)w(n)}=0.
R, (2) = E{x(n)x(n+2)} = E{x(n)(ax(n +1) + w(n +1))} =a’R,, (0) , altaldban

R,.(J) = EQx(x(n+ ))}=R,(j)=a"R,(0)| (153)

A megfigyelés linearis modelljét a 31. abran lathatjuk. A megfigyelés additiv zajjal terhelt.
Erre a zajra vonatkozoan ugyanolyan feltételezésekkel éliink, mint w(n) esetében. A két
zajfolyamatnak egymashoz nincsen koze, korrelalatlanok. A rekurziv becsld az uj
megfigyelés és a korabbi becslés linedris kombinacioja (lasd 32. abra):

%(n) =a(n)%(n-1) +b(n)y(n)| (154)

Megjegyzés: Létezik az un. prediktor-séma is: ‘)?(n +1) = a(n)X(n) + A(n)y(n) ‘ (155)

Keressiik a (154) Osszefiiggés optimdlis sulytényezdit a 30. abran szerepld illusztracid
szellemében. Ehhez: e(n)=x(n)—%(n), Ef?(n)j=E{x(n)-am(n—1)—b(n)y(n)?}. Az
optimalis beallitas feltételei:

EEM]_ e reman_n—o EEMf_ _
) 2E{e(n)*(n-1)}=0, ey 2E{e(n)y(n)}=0,
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vagyis az aktualis ortogonalitasi egyenletek:

Efe(m#(n-1)}=0, Efe(n)y(n)}=0 (156)

A 30. abra segitségével szavakban: az e(n) hiba-vektor meréleges az X(n—1) és az y(n)
vektorokra, ill. az altaluk kifeszitett sikra.

meghatérozasa: (156) alapjan E{(x(n)—a(n)%(n—1)—b(n)y(n))X(n—-1)}=0. Ha ebbe
beleirjuk: a(n)x(n—1) —a(n)x(n—-1) =0, y(n)=cx(n)+n(n), azaz

E{(a(n)(x(n -1 —xX(n-1)) —a(n)x(n—=1)X(n—1) + (x(n) —cb(n)x(n) —b(n)n(n))X(n —1)} =0
atrendezve:
a(n)E{—e(n—1D)&(n—1) + x(n —1)R(n —1) } = E{(L—ch(n))x(n) —b(n)n(n)) k(n —1)} (157)

It  Efe(n-DR(-1)}=0, mert X(-D=a(n-DX(n-2)+b(n-1)y(n-1) tagjai
ortogonalisak e(n-1)-re. Hasonloképpen a megfigyelési zaj n(n) mintaja korrelalatlan X(n—1)
értékével. Ezzel (157) az aldbbi formaban irhat6:

a(nN)E{x(n—)x(n—1)}= (L—cb(n)) E{x(n)x(n —1)}
Behelyettesitve, hogy x(n)=ax(n—1)+w(n-1), és E{w(n—1)%(n—-1)}=0, kapjuk:
a(n)E{x(n—D(n-1)}=a(l—cb(n))E{x(n—1)R(n-1)}, azaz |a(n) =a(l—ch(n))| amivel
%(n) =ax(n—1) +b(n)(y(n) —ack(n—1))| (158)

Megjegyzés: Lathato, hogy a megfigyelt rendszer modellje beépiilt a megfigyelésbe. (158)
jobboldalanak masodik tagja pedig egy korrekcio, amely a mért érték y(n)=ack(n-1)
becslését veszi alapul. A (158) Osszefiiggésnek megfeleld becsld blokkvéazlata a 33. abran
lathato.

b(n)| meghatarozasa (az 6ran nem szerepelt, de az anyag része):

E ez(n)}: Efe(n)(x(n) —%(n))} = Efe(n)x(n)}, mert %(n)=a(n)k(n—1)+b(n)y(n) jobb-
oldalan 1év6 tagok ortogonalisak e(n)-re. Mivel y(n)=cx(n)+n(n)= cx(n)=y(n)—n(n).

Ez utébbit felhasznalva cE{e(n)x(n)}=—E{e(n)n(n)}, vagyis E{ez(n)}: —% E{e(n)n(n)}. Ezt
tovabb alakitva:
(e (0} = E{(x() - {MIn()} =~ E{(x(n) ~a(m)(n -1 ~b(n) y(m)n(n)}.

Mivel x(n),X(n—1) korrelalatlan n(n)-nel, ezért irhato:

E{ez(n)} () E{y(n)n(n)}= ()a ahonnan b(n)=c@ (159)

n

Megjegyzés: Ez a forma még nem igazan jo, e(n) négyzetes varhato értékének a
meghatarozasahoz kell b(n) értéke. Sziikség van egy olyan kifejezésre, amelyben legfeljebb
e(n-1) négyzetes varhato értéke szerepel. Az atlagos négyzetes hiba kifejezésébe irjuk be a
(158) Gsszefliggést:

E{e” (M)} = E{[x(n) - X(M)]"}= E{[x(n) —ak(n -1) ~b(n)(y(n) —~ack(n -1))I'}  (160)

Ebbe helyettesitsiik be az y(n) =cx(n)+n(n) és x(n) =ax(n—1) +w(n—-1) osszefiiggéseket:
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E{e*(n)}=
= E{[ax(n —1) + w(n —1) — a%(n —1) —b(n)(acx(n —1) + cw(n —1) + n(n) —ack(n —1))]°} =
= E{[a(1—cb(n))e(n —1) + (1L—cb(n))w(n) —b(n)n(n)]*}

Elvégezve a négyzetre emelést: a keresztszorzatok varhaté értékei nullak lesznek, ami marad

E{e?(n)}=a’*(1—cb(n))*E{e*(n—1)}+ @A -ch(n))’c?2 +b*(n)o? (161)
(159) alapjan E{e*(n)}= @oﬁ . Bzt behelyettesitve a (161) dsszefliggésbe:

b(n)
c
meghatdrozasara: b(n)[a’c’E{e*(n—1)}+c’c. + o] =c[a’E{e*(n—1)}+ 2], amibdl

c[a’E{e’(n-1)}+ o]
b(N) = ——=-= 2_2 2
[a“c°E{e“(n-1}+c oy, +0,]

@-cb(n)o? =(@1-cb(n)’*[a’E{e’(n-1)}+o2], ami egyszerlisités utan alkalmas b(n)

(162)

Megjegyzés: Ha o, =0, akkor b(n) :%. Ezzel E{e*(n)}=0.

Osszefoglalva:
A rendszermodell: x(n)=ax(n—-1)+w(n-1), a megfigyelés: y(n)=cx(n)+n(n). Az
optimalis rekurziv sz{ird

%(n) =ak(n-1)+b(n)(y(n) —ack(n -1))
b(n) =cp(n)[c*p(n)+o;]", ahol
p(n)=a’E{e’(n-D}+o? _ (163)
E{e*(n)}= p(n)—cb(n)p(n)
p(n+1)=a’(L—cb(n))p(n)+o.

Optimalis rekurziv prediktor (az 6ran nem szerepelt, de az anyag része):
A becsl6 kifejezése (lasd (155)): |X(n+1) = a(n)X(n) + £(n)y(n)
X(n +1) = ax(n) + A(n)(y(n) —cx(n))

formara hozhat6. A levezetés hasonld 1épésekbdl all, mint a szlir@ esetében, azzal, hogy
p(n+1) =E{e’(n+1)} minimalizdlasat irjuk eld. A levezetést majd a vektoros esetre
mutatjuk be.

., ami hasonlo atirasokkal

Osszefoglalva:
A rendszermodell: x(n+1) =ax(n)+w(n), a megfigyelés: y(n)=cx(n)+n(n). Az optimalis
rekurziv prediktor

X(n+1) =ax(n) + A(n)(y(n) —ck(n))
A(n) =acp()[c’p(n) +o,1" : (164)
p(n+1) =a(a-cp(n)p(n) + o,

Megjegyzés: A 34. abra az optimalis, egylépéses prediktor blokkvéazlatdt mutatja be, a 35.
abran egy olyan elrendezés lathato, amely sziir6ként és prediktorként egyarant hasznalhato.

Példa: skalar Kalman szlir6. (Az 6ran nem szerepelt, de az anyag része.) Tegyiik fel, hogy:
E{x(n)}=0. Mivel X(0)=0, X(1)=b@)y(@). A b(1) értéket az ortogonalitasi 6sszefliggésbol

6
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kapjuk: E{[x@@)-x@)]y@®}=0, ahol y(1)=x(1)+n(1). A c értékét 1-re valasztottuk. Ezzel
K@) =b@[x@) +n@)]. Mindezeket behelyettesitve

E{[(1-b@)x(1) ~b@nMI[x®) + n@M)I}=

az ortogonalitasi

Osszefiiggésbe:
2
=(1-b@®)o? +b()c? =0. Ebbsl b(l)= ZO-X ~. Ha példaul o) =0, és a’ =1, akkor
o, +0, 2
2
ol = iz =20;. Ezzel b(l) = 2
l1-a

. A (159) 0sszefiiggés felhasznalasaval E{ez(l)}=30'

2
Ezek utan mar tudjuk hasznalni a (162) 6sszefiiggést:

n-

1
2 2 2 —+1
b(2) = za E{;e (1)2}+ O;W -3 _ 4 ~0.57 . Ismét a (147) 6sszefliggés alkalmazasaval:
on+on+a’E’Q} ,, 1 7

3
E{e’ (2)}=;of =0.5707. Igy folytatva: b(3) :% , E{e2(3)}zlgof ~0.56207. Az

iteraciot folytatva elériink egy allandosult allapotot, amikor E{e’(k +1)}=E{e’(k)}=p. Ezt
behelyettesitve (159) és (162) osszefiiggésekbe, majd egymassal egyenlévé téve kapjuk:

kozel vitt az allandosult allapothoz.

X
Y1 /Te
30. abra
X

Yo

p®+3po’ —20 =0, amibdl p=0.56c". Lithato, hogy a harmadik iteracios 1épés mar elég

v
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