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Bayes-tanulas

D adatok, H,, H,,... hipotézisek, ismeretlen X predikcioja
- minden egyes H. az X egy teljes eloszlasat specifikalja

P(X)=X.P(X|H)P(H,)
P(X|D)=X,P(X|D,H,)P(H,|D)=X,P(X |H,)P(H,|D)

» P(Hy|D) = a - P(D|H;) - P(H;)

posterior likelihood prior

Teljes Bayes tanulas: P(H; | D) kiszamitasa az 6sszes H-re.
A legtdbb esetben kezelhetetlen, de nincs jobb mddja az optimalis predikcio
készitésnek.



Teljes bayesi tanulas kozelitése

P(X)=X,P(X|H,)P(H,)

P(X|D)=X,P(X|D,H)P(H,|D)=X,P(X|H,)P(H,|D)
-—

A legelterjedtebb kbzelités - a legvaldszinlibb hipotézis: max P(H;| D)
I:)(HI\/IAP | D) = 17 P(Hmés | D) ~ 0

Maximum a posteriori (MAP) hipotézis melletti predikcio:
P(X|D)=P(X|H,,,)

A probléma a H,,,, megtalalasa.
MAP hipotézis:

P(D|H,)P(H,)
P(D)

max(P(H,|D) =




MAP és ML tanulas

Maximalizalas: ,probléma’ az ,a priori’ valoszinlség
P(D|H;) {P(H;)

P(H;|D) = P(D)

- ,a priori’ valoészinliségeket rendellnk az egyes
hipotézisekhez, 6sszeguk 1

- bizonyos esetekben: egyenletes ,a priori’ eloszlas
- =tudas hianya, mert nincs belatasunk arra, melyik a jobb
max. P(H;| D) = max. P(D| H;)
- ekkor csak a likelihood nagysaga szamit, ezert

maximum likelthood (ML) hipotézisnek nevezzUik a
legnagyobb valdszinlségl hipotézist.



Bayesian Model Averaging example

Suppose there are five kinds of bags of candies:
10% are /iy: 100% cherry candies
20% are ho: 75% cherry candies + 25% lime candies
40% are hs: 50% cherry candies + 50% lime candies
20% are hy: 25% cherry candies + 75% lime candies
10% are hs: 100% lime candies

PODDD

Then we observe candies drawn from some bag: ® @000 00000

What kind of bag is it? What flavour will the next candy be?



Az egyes modellek predikciojanak a
posteriori valoszinusége
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A bayesi modon atlagolt modell predikciojanak
a posteriort valoszinlisége
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Maximum likelood model selection

sequential likelihood of a given data
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Strukturatanulas

» Iranyitott aciklikus grafok n csomopontra: DAG(n)

» Csomopontok/valtozok sorrendezése: <

» Szuloi halmazok szama: I1

» Kardinalitas (szamossag):

n

fln) =) (=1)F27Vf(n — i) with f(0) = 1

=1

| oAyl | 1641 | 16T =] 6lTISA < =<1 | =<1 <4 | 1m< <
5 2.9e+004 1le+003 1le+003 6.2e4+002 1.2e+002 30 30 24

6 3.8e+006 3.3e+004 3.2e+004 9.9e+003 7.2e4+002 62 61 40

7 1.1e+009 2.1e+006 1.8e+006 2.2e+005 5e+003 1.3e+002 1.2e+002 62

8 7.8e+011 2.7e+008 1.8e+008 6.3e+006 4e+004 2.5e+002 2.2e+002 91

9 1.2e+015 6.9e+010 2.9e+010 2.3e+008 3.6e+005 5.1e+002 3.8e+002 1.3e+002
10 4.2e+018 3.5e+013 7.5e+012 1.1e+010 3.6e+006 le+003 6.4e+002 1.7e+002
15 2.4e+041 4.1e+031 2.1e+027 3.1e+019 1.3e+012 3.3e+004 4,.9e+003 5.7e+002
35 2.1e+213 1.3e+179 1.8e+109 8.5e+068 le+040 3.4e+010 3.8e+005 7.2e+003



Bayes-halo strukturatanulasa NP-nehéz

» Tétel: Legyen V a valtozdk egy halmaza, melynek
egyiittes valoszinuségeloszlasa p(V). Tegyiik fel, hogy
1étezik egy orakulum, amely O(1) 1dOben
megvalaszolja, hogy egy fiiggetlenségi allitas igaz p-
ben.

» Legyen 0 < k < |[V]|és s =%n(n—1)—%k(k—1)

» Ekkor annak eldontése az orakulum segitségével,
hogy 1étezik-e vagy sem egy olyan nem minimalis
Bayes-halo, ami reprezentalja p-t kisebb vagy
egyenlO, mint s €llel, NP-nehéz

= Megfelelo Bayes-hdlo megtaldldsa a megfigyelési

adatokhoz NP-nehéz



Bayes-halo strukturatanulasa NP-nehéz

» Tétel: Legyen V a valtozok egy halmaza D, a teljes
adathalmaz S(G,D,) egy pontszamfuggvény (scoring
function) €s ¢ egy valos szam.

» Ekkor annak eldontése, hogy 1étezik-e egy V valtozok
felett definialt G, Bayes-halo, amelynél minden
csomopont legfeljebb I <k sziilovel rendelkezik, ugy
hogy ¢ < S(Gy, Dy ), az NP-nehéz

= A legjobb illeszkedési pontszdmu Bayes-hadlo
megtaldldasa NP-nehéz



Bayes-halo - figgbségek

» Bayes-halo = feltételes fliggetlenségek (fliggdségek)
térképe

» A kérdés: egy adott strukturabol milyen feltételes
fliggetlenségeket/fiiggdségeket lehet kiolvasni?

» A vilasz: d-szeparacios szabalyok szerint
» Directed separation ~ d-elvalasztas



Bayes-halo: D-szeparacio

» Jelolje [(X,YIZ) hogy X d-szeparalt Y-tol feltéve Z-t
a G 1ranyitott gratban.
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D-szeparacio — globalis Markov-feltétel

Definition 7 A distribution F(X1,..., X, ) obeys the global Markov condition w.r.t. DAG G, if
YXYZCU (X LY|Z),; = (X LY|Z)p, (9)

where (X 1L Y|Z)., denotes that X andY are d-separated by Z, that is if every path p
between a node in X and a node in Y is blocked by Z as follows

1. either path p contains a node n. in Z with non-converging arrows (i.e. — n — or
+—n —),

2. orpath p contains a node n not in Z with converging arrows (i.e. — n +) and none of
its descendants of n is in Z.



Feltételes fuggetlenségi modell

» A P eloszlas M fiiggetlenségi térképe (modellje) az
érvényes feltételes fiiggetlenségeket jelolo tripletek
halmaza:

» Ha P(X)Y,Z) egy Markov-lanc, akkor
MP={D(X9Y)9 D(Y,Z), I(X’ZIY)a éS D(X,Z)*},

» ahol D(...) =+1(..) m

*normalis esetben D(X,7), kivételesen lehet I(X,7)




Feltételes fUggetlenségi modell - NBN

» Ha P(X,Y,Z) egy naiv Bayes-hdlo (NBN), akkor
MP={D(X9Y)9 D(Y,Z), I(X9ZIY)9 éS D(X,Z)*},

» ahol D(...) =7 1(..)
*normalis esetben D(X,7), kivételesen lehet I(X,7)




Feltételes fuggetlenségi modell — V-struktura

» Ha P(X,Y,Z) egy V-struktura, akkor
MP={D(X9Y)9 D(Y,Z), I(X9Z)9 éS D(X,ZlY)},




Feltételes fUggoségeket /fliggetlenségeket
kodolo tripletek

PO<).p(YIX).P(ZIY)
O -0 @D

PO<),p(ZIXY).p(Y)
PX[Y).p(Y]2).p(2) “tranzitiv’ M # ,,intranzitiv’’ M {

O @D o @

P(X[Y),p(Y).p(Z[Y)

m ,, V-struktura”

My={D(X,Z), D(Z,Y), D(X,Y), I(X,Y|Z)}

Gyakran: a jelenlegi allapot (tudas) ismerete a jovobeli allapotokat feltételesen
fuggetlenné teszi a korabbiaktol



Fuggetlenségek reprezentalasa

D-separation provides a sound and complete, computationally efficient algorithm to read off
an (in)dependency model consisting the independencies that are valid in all distributions
Markov relative to GG, thatisv X, Y, Z CV

(X UL Y|Z); & ((X 1L Y|Z)p in all P Markov relative to G). (10)



Oksagi modellek megtfigyelési ekvivalenciaja

J.Pearl:

Oksagi modellek:
. ~,,3D objects”

Passziv megfigyelések:

P(X e X))
,,2D projection”
Mp={lp (XY [Z))seves lok (K Y| Zi) }

» Kilonbozo oksagi modelleknek lehet ugyanaz a fliggetlenségi térképe

> Jellemzéen az oksagi modelleket nem lehet tokéletesen megtanulni/meghatarozni
kizarolag passziv megfigyelési adatokbol

» Ezek egy része megfigyelés-ekvivalens



Markov-lanc, mint oksagi modell

Oksagi modell:

P(X,,...)
MP={I(X1+|’Xi-I |X|)}

,,elsorendl Markov-tulajdonsag”

ldobeliseg meghatarozhato!?



Megfigyelési ekvivalencia — V-strukturak

Definition 11 Two DAGs G, G, are observationally equivalent , if they imply the same set of
independence relations (i.e. (X 1L Y|Z);,) & (X 1L Y|Z),).

The implied equivalence classes may contain »! number of DAGs (e.g. all the full networks
representing no independencies) or just 1.

Theorem 2 Two DAGs 1, G2 are observationally equivalent , iff they have the same skeleton
(i.e. the same edges without directions) and the same set of v-structures (i.e. two converging
arrows without an arrow between their tails).

Definition 12 The essential graph representing observationally equivalent DAGs is a partially
oriented DAG (PDAG), that represents the identically oriented edges called compelied edges
of the observationally equivalent DAGs (i.e. in the equivalence class), such a way that in the
common skeleton only the compelled edges are directed (the others are undirected
representing inconclusiveness).



Reichenbach ko6zos ok elve

Reichenbach's Common Cause Principle:

A korrelacio X és Y esemény kozott azt jelenti, hogy vagy X okozza Y-, vagy Y okozza X-et, vagy X

és Y —nak kozos oka van.
X okozza Y-t Y okozza X-et M

Van egy kozos ok Egy ok-okozati kapcsolatot
(pure confounding) | zavarnak” mas hatasok

Passziv megfigyelésekbdl:
P(X,Y)

M=pxiv) @@

, X ésY asszocialt”



Kényszeralapu Bayes-halo tanulas

The Inductive Causation algorithm (assuming a stable distribution P):

1. Skeleton: Construct an undirected graph (skeleton), such that variables
X.Y € V are connected with an edge iff VS(X 1L Y|S),, where
SCV\{X,Y}.

2. v-structures: Orient X — Z « Y iff X, Y are nonadjacent, Z is a common
neighbour and —3S that (X 1L Y|S),, where S C V\{X.Y} and Z € S.

3. propagation: Orient undirected edges without creating new v-structures
and directed cycle.

Theorem
The following four rules are necessary and sufficient.

Ry if (a #c)AN(a—Db)A(b—c), thenb — c

Ry if(a—~c—b)AN(a—D>b), thena — b
Ry if(a—b)AN(a—c—b)A(a—d—b)A(c+#d), thena — b
Ry if(a—b)AN(a—c—d)AN(c—=d—=Db)AN(c+#b)AN(a—d), thena—b



Lokalis oksagi felfedezés (LCD)

» Lehet-e oksagi kapcsolatokat tanulni megfigyelési adatokbol zavaro valtozok
jelenlétében?

Increas®d_propensity

ed susceptibility

» Automatizalt, ,,tabula rasa” oksagi kapcsolatok feltarasa (passziv)
megfigyelésekbol lehetséges, vagyis zavard valtozok kizarhatok




