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Spearman-féle rangkorrelacio

» Linearis korrelacios egyutthato specialis esetének tekintheto.

» A kapcsolat szorossaganak meresere a ket valtozo
rangszamainak kulonbseéget hasznaljuk fel:
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» di = xi —yi az x és y rangjainak kulonbsége
» N =a mintaszam
» Az egyltthato értékeia — | < r < | intervallumba esnek

» Minél kozelebb vannak ezek az értékek a —I-hez vagy +I1-hez,
annal szorosabb a kapcsolat a két valtozo kozott.

» rs < 0 estén a ket ismerv szerinti rangsor forditott sorrendben
van



Spearman-féle rangkorrelacio

» Kapcsolt rangok eseten:
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» di = xi —yi az x és y rangjainak kulonbsége
» N =a mintaszam
» T — korrekcios tényezo, t — a kapcsolt rangok szama

» j=1,2,3,..,iaz azonos rangszamu csoportok szama

» HO: a korrelacios koefficiens 0, az alabbi t— statisztikaval

ellenorizheto : -
N -2
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Spearman-féle rangkorrelacio

» N-2 szabadsagfoku t—eloszlast kovet.

» Ha az igy kiszamitott t > t,, a tablazatbeli kritikus
erteknel, akkor az r, érteke a két valtozo kapcsolatanak a
jellemzesere hasznalhato

» Ellenkezo esetben nincs valos kapcsolat a ket valtozo
kozott



Kendall-féle rangkorrelacio

» Ket valtozo kapcsolatat mero 1 egyutthato a Spearman—féle
korrelacios egyutthato alternativaja.

» A szamitashoz az egyes valtozok rang adatainak természetes
sorrendjeét vizsgaljuk

» Legyen (x;,¥,)s (X3 ¥3)s ---» (X,, y,,) megfigyelése halmaza X és Y
random valtozo eseteben, ugy hogy mindegyik értek egyedi

» Minden (xi,yi)és(xj,y]j) megfigyelés par ,ahol i #j,

» konkordans ha a rangsor mindket valtozonal megegyezik, azaz
[xi>xjesyi>yj]vagy [xi<xjesyi<y]|]

» diszkordans,ha [xi>xjeésyi<yjvagy[xi<xjésyi=>yj]

» Ha xi=xjvagyyi=yjakkor a par se sem konkorddns, se nem
diszkordans



Kendall-féle rangkorrelacio

» A 1 éreke a [-1, +1] intervallumban helyezkedik el:
» +1 ertek jelenti, hogy a rangparok sorrendje természetes

» —| a forditott sorrendet jelenti N, — TNy

T= -
zn(n—1)

» Kapcsolt rangok eseten:

S 1 . 1
T — TxZ;ZTi(Ti—l) és TX:Eth(tJ_I)
24 J

\/E N(N-1)— T}[% N(N-1)- T}}

» Ha egy parban kapcsolt rang szerepel, akkor ertekuk O

» Tx ésTy az X ésY valtozok kapcsolt rangjainak a szamat jelenti

» S:n_ny,ahol n.a konkordans parok szama;
nya diszkordans parok szama:



Kendall-féle rangkorrelacio

» HO: a valtozok kozott nincs valos kapcsolat
» Szamitando statisztika:
S|-1

I."N(N —1)(2N +5)
\ 18

7z =

» HO elvetese standard normalis eloszlas adott a szint
melletti kritikus ertéeke szerint



Korrelacio és a regresszio kapcsolata

Celkituzes

Két vagy tobb valtozo kozotti kapcsolat vizsgalata

Korrelacio

» Valtozok kozotti kapcsolat erosségének szamszeru kifejezése
Regresszio

» Egy vagy tobb valtozo (fuggetlen valtozok) milyen hatassal van
egy kituntetett valtozora (fuggo valtozo)

» A valtozok kozotti sztochasztikus kapcsolatban levo
torvényszeruségeket, tendenciat fejezi ki fuggvenyek formajaban

» eros korrelacio — regresszios osszefuggés megfelelo jellemzést ad

» gyenge korrelacio — regresszios osszefugges korlatozott jellemzést ad



Korrelacio

» Keét vagy tobb valtozo kozott a kapcsolat erossegének a megallapitasa

» Fajtai a valtozok eloszlasatol fuggoen:

» a) linearis korrelacio: a valtozok normalis eloszlasuak,
pl.: Pearson-féle r egyiitthatod

» b) nemlinearis korrelacio: a valtozok nem normalis eloszlasuak,
pl.: Sbearman-féle p

» A korrelacios egyutthato ertéke [-1, +1] tartomanyban van:
» -1 a maximdlis negativ,
» +[ a maximdlis pozitiv korrelacios kapcsolatot,
» 0 kozeli érték a korrelalatlansagot (de nem fliggetlenséget) jelenti a valtozok kozott.

» Altalanosan az alabbi hipotéziseket vizsgaljuk:
» HO: nincs korrelacios kapcsolat az X esY valtozok kozott (vagy HO:r = 0)
» HI:van korrelacios kapcsolat az X és X valtozok kozott (vagy Hi:r # 0)



Kovariancia

» Ket egymastol kulonbozo valoszinusegi valtozo egyuttes
eloszlasara jellemzo ertek, amely megadja a ket valtozo
egyuttmozgasat

» A varhato ertékektol vett eltérések szorzatanak varhato
erteket fejezi ki: Cov(X,Y) = E[(X-E(X)) (Y-E(Y))] = E(XY) - E(X) E(Y)

» Kovariancia szamitasa:

cov(X,Y) = %i{xi E(X)) (v — E(Y)). cov(X,X) = Var(X)

» Nem egyenlo (x, y,) elofordulasi gyakorisag esetén
cov(X,Y) =Y pilz: — E(X))(yi — B(Y)).
i=1

» Mintabol szamitva: " (z; - Z) (s — ¥)




Kovariancia

» A fuggveny ertekkeszlete: (- , «),

» Ha a kovariancia pozitiv, akkor a ket valtozo atlagosan
ugyanabban az iranyban ter el a sajat atlagatol, X
novekedésevel atlagosan Y is no,

» Ha a kovariancia negativ az X novekedésevel Y csokken



Linearis korrelacio

Pearson—fele korrelacios egyutthato: r
> b -x . -9

. i=1

\/i{w{ _xf- , v, _;}; ahol x az x; értékek, y pedig az y, értékek atlaga
1=1 1=1

Szamitasanak feltételei:

» a) Az X ésY valtozok legyenek normalis eloszlasuak

» b) Az osszes kovariancia legyen linearis

» ¢) Az X ésY értékeket egymastol fuggetlenul merjuk

Megjegyzés:

» A kiugro (outliers) értékek eroteljesen befolyasoljak r ertéekeét.



Linearis korrelacio

» a) A nevezoben a ket valtozo szorasanak szorzata szolgal
standardizalo tényezokent: igy r értéke standardizalt lesz (és
osszevetheto)

» b) Akkor ertelmes, ha X ésY kapcsolata az adott
tartomanyon belul jo kozelitéssel linearis.

» c)Ha mas természeti a kapcsolat, a korrelacios formula
akkor is csak a linearis komponenséet meri.

» d) Ha r = 0, (illetve ha r nem kulonbozik szignifikansan a
0-tol) akkor korrelalatlansagrol beszelunk
(Nem fuggetlensegrol !)

» e) A korrelacios ertekeket r 2 0.7 felett mondjuk eros
kapcsolatnak



Korrelacios egyutthato szignifikanciaja

» X esY valtozok osszes populaciobeli N szamu mintajat,
akkor az igy kapott sokasagot ketvaltozos sokasagnak
nevezzuk, amelyrol feltetelezzuk a kétvaltozos normalis
eloszlast.

korrelacios egyutthato meri, amit p — val jelolunk.
Ertekkeszlete a [, |] intervallum

» A mintabol meghatarozott r ennek az elméleti korrelacios
egyutthatonak a becslese

» Az r eloszlasa nem szimmetrikus,a p—ta—1,0, +|
ertekek kivetelevel csak jol kozeliti. A vegpontok miatt
ferde eloszlas, ami p = 0 esten valik szimmetrikussa.



Korrelacios egyutthato szignifikanciaja

» Az r szignifikancia ertéekenek ellenorzese N — 2
szabadsagfoku t—statisztikaval

— e

— - |'|N_
Vi-r?

» Szignifikans elteres eseten a HO: p = 0 hipotezist elvetjuk
es az r erteket valos kapcsolatnak mindsitjuk

[

t

» Dontes a t erteke alapjan:

» Ha t<t, .. ,akkor HO-t elfogadjuk, vagyis az r érték nem
kulonbozik szignifikansan a 0-tol.

» Ha t>t, .. , akkor HO-t elvetjuk az adott szignifikanciaszinten.
Ez esetben r olyan mértekben kulonbozik 0-tol, amit az adott
mintaelemszam mellett a mintaveteli hiba mar ritkan okoz.



Korrelacios egyutthato szignifikanciaja

» A p # 0 vagy p = p | hipotézisek tesztelésénél az r

eloszlasa aszimmetrikus, de az un. Fisher—fele Z
transzformacioval normalis eloszlast kapunk
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Korrelacios egyutthato szignifikanciaja

» Inverztranszformacioval visszakapjuk a korrelacios
egyutthato konfidencia intervallumanok also és a felso
korlatjat

.| etZa

Iy =

Ig =

3. 2.Z
e‘zf+1 g~ " 41

» A ket egyutthato elteresenek szignifikanciaja tesztelheto:

Zy=Zy =, — U
7= 2

o]

I—Zy

> W1, Uy 2z rl es r2 egyutthatok z eloszlasbeli atlagai

» G,1.,:az rl és r2 egyutthatok z eloszlasbeli szorasainak
kulonbsege




Tobbszoros korrelacio

» Kettoneél tobb valtozo kapcsolatrendszeret vizsgaljuk

» Legyen harom valtozonk X1, X2 es X3, a kozottuk levo
paronkenti korrelaciok r12,rl3 és r23

» Ahhoz, hogy ezek tisztan ket valtozo kozotti kapcsolat
erosséget mutassak ki kell szlirni a tobbi valtozo hatasat

» Ezt a cel szolgalja a parcialis korrelacio, ahol a tobbi
valtozo hatasa konstanskent kezelt

» Az rl2.3 parcialis korrelacios egyutthatoja:

I, —Ij30h3

I1h3 =

\;'I (1 ~ 1'133 ][1 ~ 1‘.:;7)3]



Tobbszoros korrelacio

» 12.3 index—ben a pont utani szam jelenti azt a valtozot,
amelynek hatasat kiszurjuk.

» Az rl2.3 a rezidualok kozotti korrelaciot jelenti, az X3
hatasanak kiszlrése utan.

» A parcialis korrelacios egyutthato szignifikanciajat,
kovetkezo statisztikaval ellenorizhetjuk a HO: r12.3 =0
hipotezis mellett:

r
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» amely df = N — 3 szabadsagfoku t—eloszlast kovet.



Linearis regresszio

» Két valtozo kozotti kapcsolat jelleget becsli
» A linearis regresszios fuggveény alakja:
y'=a+bx
ahol | o
y :a fuggo valtozo

x: a fuggetlen valtozo of

a:az y tengely metszete

b: az egyenlet meredeksége / S
(az o szOg tangense). '
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Linear_regression.svg



Linearis regresszio

A regresszioszamitas feltételei:
» Y valtozo eloszlasa legyen normalis
» X valtozora hibamentes adatfelvétel
» a minta legyen reprezentativ

Celkituzes:
» Az egyenes parametereinek meghatarozasakor keressuk

azokat az a es b ertekeket, amelyek mellett a meresi
pontokra a regresszios egyenes a legjobban illeszkedik.

» A feladatot a legkisebb negyzetek modszerevel vegezzuk
el.



Linearis regresszio

» Hatarozzuk meg az egyenlet (a, b) paramétereit, hogy a

rezidum értekek eltéresenek négyzetosszege minimalis
N

legyen: )2
&Y ¥p = Z(}Fi _Fi) — Min.
1=1
» Helyettesitsuk be az egyenletbe a regresszios fuggveny

altalanos alakjat :

Vp = Z{ﬂl —a —b}ii)j ——> Min.
i~1

» A feltetelnek eleget tevo a és b erteket szelsoertek
szamitassal kapjuk meg: No oy o
Pl g > (s, - )y, - )




Linearis regresszio

Jelentés

» A b paraméter jelentése: az X fliggetlen valtozé egységnyi
vdltozdsa milyen nagysagu valtozast okoz az Y fliggdvaltozoban.

» Az a értéke a tengelymetszet magassdgat adja.

Eredmény értelmezése

» A regresszios osszefugges szignifikanciajat az ANOVA tablazat
alapjan vizsgaljuk.

» HO: nincs kapcsolat X esY valtozok kozott
» HI:van kapcsolat X esY valtozok kozott

» Ha az eredmeény szignifikans az adott a érték mellett, akkor
fogadhatjuk csak el a valosnak a valtozok kozotti kapcsolatot.



Linearis regresszio

» Az ANOVA tablazat felépitese

Forras SS df |MS F | p
Regresszio N —\2 1 S
= Z(}ql . ‘5,,.] — SSR LS‘LS‘R . 1 _R
i~1 1 =5 SH

Rezidualis (hiba)

: =5
N-2
Total N .2 N-1
(Fi_}]
i-1

» Az F .. kritikus ertéket az F-tablazatbol df = (I, N — 2)
szabadsagfoknal keressuk



Linearis regresszio

» Ez egy egyoldalu proba (sg? = s?),

» Ha F>F, . adott a mellett, akkor elvetjuk HO-t es a b
elterese a 0-tol szignifikans,

» Ekkor a linearis egyenlet predikciora hasznalhato : adott x
ertek mellett josolhato az y vart erteke

» Az egyenlet hasznalata csak azon a tartomanyon belul
valid, ahol a regressziot vegeztuk

» Az egyenes alakjatol fuggoen lehet: pozitiv iranyt regresszio
(x és y értéke egylitt n6) vagy negativ irdnyu regresszio (x
értéke no az y értéke csokken).



Tobbvaltozos linearis regresszio

Y=Po+ 0 X+ by X+ ¥ i X

Az alabbi hipotéziseket vizsgaljuk:
» HO: nincs kapcsolat az X. és Y valtozok kozott vagy HO: . = 0
» HI:van kapcsolat az X. és Y valtozdék kozott vagy HI: . # 0

Az eljaras arra is valaszt ad, hogy az Xi valtozok kozul melyek azY
szempontjabol fontos (relevans) valtozok, melyek ténylegesen
befolyasoljak az ertéeket

A modszer hasznalatanak feltétele:
» a) az Xi valtozok esY kozott a kapcsolat linearis
» b) Xi valtozok legyenek fuggetlenek (kollinearitas vizsgalat)

» A fuggetlen valtozok kozott nemcsak folytonos, hanem nominalis
valtozok is megengedettek



Tobbvaltozos linearis regresszio

Multikollinearitas

» Ha az Xi valtozok kapcsolat all fenn, akkor azokat a valtozokat
ki kell hagyni a tovabbi elemzesbol.

» Multikollinearitas vizsgalatara a valtozok korrelacios
matrixanak determinansa is felhasznalhato: |R| = 0 estén a
valtozok kozott a kapcsolat maximalis, |[R| = |—-nél a valtozok
fuggetlenek.

R? és az un. mddositott R? (adjusted R?) szamitasa
» Jelentese: az Xi valtozok az Y varianciajanak hany %—at
magyarazzak.

» A modositott R? érték kisebb, és megbizhatobb mértéke a
regresszio josaganak, mivel ez az értek mar mintafuggetlen.



Nemlinearis regresszio

» Olyan esetekben, amikor a fuggo és fuggetlen valtozok kozott
a kapcsolat nem linearis, az y becslésere a nemlinearis
regresszios eljarast alkalmazzuk.

» Segitseget jelent, ha a kapcsolat jellegerdl van elozetes
informacionk pl. polinommal irhato le a kapcsolat, ismerjuk a
polinom fokszamat stb.

A becsl6 fliggvénynél torekedni kell arra, hogy

» a) minél kevesebb paramétert tartalmazzon,
» b) jol illeszkedjen a modell

» c) a residualisok kicsik legyenek.

» HO: nincs kapcsolat az X és Y valtozok kozott.
» HI:van kapcsolat az X ésY valtozék kozott.



