Méréselmélet gyakorlat, 2022. aprilis 6.

8. Gyakorlat
Rekurziv LS becslés

1. A medfigyelés modellje z, = Ar* + wy, k =0,1,...,N — 1, ahol w, nem ismert modellezési és
mérési hibat takar, |r| < 1 ismert konstans, A pedig a mérendé paraméter. Hatarozza meg a
mérendd paraméter LS becsléjét! Vizsgalja meg az |r| —» 1, és az N - « eseteket! Ezt kovetéen
szarmaztassa az LS becsl6 rekurziv valtozatat! Ellendrizze, hogy a tobbparaméteres esetre az
eléadason bemutatott 6sszefliggések alkalmazhatéok-e!

Megoldas:
Zo 1 Wo
Z r Wi
z=| %2 |=| ¢2 [[A]+| W2 |
ZN-1 lTN_lj Wn-1
Az LS becslé:
N-1
. 1—12
A== = Y
k=0
ahol felhasznaltuk a mértani sor 6sszegképletét:
N-1 2N
Zrz" il 1+72 44201
1—1r2
k=0
Ha |r| - 1, akkor
1 N-1
A=[UTUI"WW0Tz = N2 %
k=0

Ha N - o, de |r| < 1, akkor

A=[UTUI"WUTz=(1-1?) Z z,rk.
k=0

Figyeljuk meg, hogy amennyiben minden megfigyelt érték r, akkor a becslé is 1-et ad!

A rekurziv felirdshoz irjuk at a becsld kifejezését a futd n-re:

2 n-1

An) = U7 U] 0T ()z() = 7 > 72k,

k=0

majd n + 1-re:
R 1-72
An+1D)=UT(n+DUN+ D] UT(n+Dz(n+1) =————= > r*z(k),
1— r2(n+1)
k=0
illetve szétbontva:
1—1r2

-1
1—72 N

7 _ 2 k

An+1) = 2D k_or z(k) + 726D rz(n).

Mivel az n-re felirt dsszefliggésbdl
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n-—1
PG Skl 1
&~ 1—1r2
ezért
T P Sk A Sk YR S Sk AN
1 —r2(n+1) 1 — 2 1 — r2(n+1)
Mivel
1—72 1—p2n 1 — y2n 1 — p2(+1) _p2n 4 p2(nt1) 1- r2)r2n
1 — 2+ | — 72 1 — p2(n+D) 1 — r2(n+D) 1 — 2+’
ezért
2
An+1)=4n) + mr"[z(n) - r"A(n)] =A(n) + G(n) [Z(n) — r"A(n)],
ahol

o 1-r?
G(n) = 1 — r2(n+1) r

n

Mivel célszerlien A(0) = 0 kezdeti értékrél indulhatunk és G(0) =1, ezért A(1) = z(0), ami a
nemrekurziv szamitassal teljes 6sszhangban van.

2 2 2

1—-r R -r 1—-7r
G(l) = mr, A(Z) = Z(O) + 1_ T4T[Z(1) - TZ(O)] = m[Z(O) + TZ(l)],

azaz megkapjuk a N = 2 esetére érvényes LS becslét.

G(2) == e
1—1r6
Ezekutan vegyuk el6 a matrixos eset 6sszefuggéseit!
an+1)=amn) + 6n)[z(n) —um)an)]
P(mu’ (n)
1+ u(m)P(n)ul (n)
P(n+1)=[I - Gn)u(n)|P(n)

G(n) =

Mivel
P(n) = [U"(mUm)]™*
ezert
P =[UTMUMWI =1
kezdeti értékkel tudunk indulni, ami a nemrekurziv LS megoldasabdl jon N = 1 esetre. Ugyaninnen
A(1) = z(0). Mivel a megfigyelési matrix masodik eleme u(1) = r, ezért

N P(DuT(1) _or . 1-7?
¢(1) = T+u(OPUI (D) 1+12 1-r4"
2 1
P@) =1 6UMIPW) =1 - =17  u@) =71
o) POV r? R
1+ u)P(2)u’(2) (14 712) (1 . :4r2> 1+r24r* 1-—7r6 "'

vagyis ezek segitségével is ugyanazokat az értékeket kapjuk.
2
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Megjegyzés: Ha a ismeretlen paramétervektor dimenzidja M, akkor felvethetd, hogy elészér a
nemrekurziv eljarassal el6allitsuk P(M) és A(M) értékét, és utana inditsuk az iteraciét G(M) majd
P(M + 1), stb. eléallitasaval.

2. Az 5. gyakorlaton az el6z6 példa kovetkez6 valtozata szerepelt:
A megfigyelés modellje z, = Ar* + wy, k = 0,1, ... ,N — 1, ahol w;, Gauss eloszlasu, nulla varhato
értékl, o2 varianciaju fehér zaj, |r| <1 ismert konstans, A pedig a mérendé paraméter.
Hatarozza meg a mérendé paraméter GM becsl6jét! Nézzilk meg ennek rekurziv megoldasat!

Az el6adas alapjan, amit valtoztatni kell:
P(mu’ (n)

60 = P ()

Mivel C,, = o2 1
P(n) = [UT(M)CUM)] ™
ezert
P(1) = [UT(DCUMD)] " =02
kezdeti értékkel tudunk indulni, ami a nemrekurziv LS megoldasabdl jon N = 1 esetre. Ugyaninnen
A(1) = z(0). Mivel a megfigyelési matrix masodik eleme u(1) = r, ezért

gzul (1) T 1—1r?

1) = = =
¢ o2 +u()oZul(1) 1+4+7r2 1-—1r* "
P@) = [ - 6(DuDIP) = |1 - ——] o7 = 2% @) =r?
)= u - 1+7r2 GW_1+r2' ue)=r
) P2)u’(2) o2r? r? 1-r%
= = = = T
T 24 2 4 __ 16 ’
1+ u2)P(2)uT(2) (1 +r2) (ffv% 4 10fr2> 1+7r2+rt 1-—r

vagyis ezek segitségével is ugyanazokat az értékeket kapjuk, mint az el6z6 példaban, ill. a becsld
varianciajara az 5. gyakorlaton szerepelt példaval 6sszhangban:

. 1—1r?
var(A) = O"f,m

var[A(1)] = P(1) = 02

a2 1—1r?
1412

var[A(Z)] =P(2) =
és igy tovabb.

3. A megfigyelés modellje z, = A + Br* + wy, k = 0,1, ... ,N — 1, ahol w;, nem ismert modellezési és
méreési hibat takar, |r| <1 ismert konstans, A pedig a mérendd paraméter. Hatarozza meg a
mérendd paraméter LS becsléjét! Ezt kdvetben szarmaztassa az LS becsld rekurziv valtozatat!
Ellenérizze, hogy a tdbbparaméteres esetre az el6adason bemutatott 0Osszefliggések
alkalmazhatdk-e!

1 1 N 1—rN
UTU=[1 r -1 ] 1 r | 1-r
1 o pN-1] N1 1—rN 1 -2V
I r 1—r 1-—r7r2
1—1r2N 1—1rN
1 2 -
UTUlt = 1-r 1—r
[ ] 1—17r2N 1—rN\[ 1-7N
1—7”2_(1—7”) C1-7 N
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N-1
Zg Z
1 1 1 Zq =
T, _ _| k=0
U'z = 1 TN_l] —In-
ZN-1 Zyrk
=0 N-1
1—r2N 1—7rN sz
[A]: 1 1-r2  1-r || k=0 _
B _ 2N _ N 2 1_T.N N-1
Nl1 r2 (1 r ) _ N
-r 1-—r 1—r Zy k
N—1 i
1—r2N 1—7rN .
1 1—-12 S — T
_ k=0 k=0
= 1— 2N 1 — N\2 1_rNN—1 N-1
Nl—rz_(l—r> 1= Zy +N )Y zrk
k=0 k=0

A rekurziv valtozathoz:

1 1 1-—r"
1 1 e 1 n 1—-r a b
UT(")U(")=[1 o rn—l]} L= 1—r" 1—r?" =[b c]
1 rn—l l

ahol
- 1—r?n
a=a(n)=nb=>bn) = 1_r,c=c(n)= =2
1—r2n 1—1r"
1 2 - 1 —_

— T -1 _ 1-r 1-r|__ "+ [c b
P() = WU = ———— 5 17T, =—5
n1—r2_(1—r) _1—r n

1 1 l_rn+1
1 1 1111 r n+1 1—71 a+1 b+ Ab
T _ _ - _
U (n+1)U(n+1)—[1 - rn] | Tt q 2 _[b+Ab ¢ + (Ab)?
n
1 r 1—-r 1—1r2
ahol Ab ="
1 2
Pt 1) = (U7 (4 DU 4 1)1 — ¢ + (Ab) —b—Ab]:
(A D=0+ DU+ DI = S e T by — b+ 202 L —b—ab  a+1
_ 1 c+ (@™)? —b—r"]zL c+ (r")? —b—r"]
a+Dc+ @M —-bB+r™)2l—p -1 a+1 Dn)L—-b—1r" a+1

aholD(n) = (a+ 1)(c+ (T™)?) — (b +1™)? aP(n+ 1) matrix determinansa.

Felhasznalva, hogy u(n) = [1 Ab] =[1 r"], valamint
PmuT(n)

G = 14+ u(m)P(n)ul (n)
1 [ c —b] [ 1 ]
G(n) = ac—b?l-b ally" _ 12 2[ —brnn]:
1+ ﬁ [ [_Cb _ab] [rln] (a+ D+ ™) =B +rM)?l=b+ar
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1—r?" 1-—1"
n

_ 1 [c—br”]: 1 1-r2 1-r'
D(n)l=b + ar™ 1 —p2(+1) 1 — pn+1y2 1—r" "
(n+ D70 _( 1—r) T

ahol kd6z6s nevezére hozasokkal az emeletes tort eltlintethetd, a képlet még rendezgethetd.
Mivel most ismerjuk P(n + 1), ezért ellendrzésképpen felhasznalhatjuk, hogy
P(n+1) = [I — G(n)u(n)]P(n)-bdl kiindulva:
Gm)u(n) =1-P(n+1)P1(n)
1 N2 _J _ N
[go(n)] 1 =1 [c+ ™™ b—r [a b] _

g1(m) _D(n) —b—1rm a+1 I ¢
_ 1 [ cr™ — brzn] _ 1 [ go(n)r"]
D(n)l-b + ar™ D(n) lg;(n)
Vagyis
1 c— br™
G = D(n) [—b + ar"]
azaz ugyanazt az eredmenyt kaptuk!
Igy az iteracio:
A(n)

An + 1)] B [A(n)
Bn+1| |B)

+ G(n) [Z(n) -1 ] [

|

Most G(n) kifejezését explicit formaban ismerjuk, tehat nincs szikség P(n + 1) hasznalatara. Az Uj
jeldlésekkel az 6sszefliggés egyszeriien beprogramozhato.

B(m)



