Méréselmélet gyakorlat, 2022. marcius 30.

7. Gyakorlat
Modellillesztési és sziiréselméleti feladatok

1. A vizsgalt kornyezetrdl feltételezzlk, hogy jellemezhetd y(t) = au(t) + a,u?(t) + w(t)
idéfiggvénnyel. Elvégzink N mérést. Hatarozza meg az id6fliggvény paramétereinek
legkisebb négyzetes hibaju ;s becsldjét! Hatarozza meg a becslé kozelitd szamértékeét
arra az esetre, amikor adott E{u?(t)} =1, E{u3(®)} =2, E{u*(t)} =5, Eu?t)y(t)} =
3, E{u(®)y(®)} = 1!
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2. Mutassa be a polinomialis regresszioé eljarasat négyzetesnek tiiné fliggvénykapcsolat
(példaul CMOS kapu villamos-teljesitmény igényének tapfesziltség-figgése), két
ismeretlen paraméter és M fliggetlen mérés feltételezésével! Vezesse le az ismeretlen
paraméterek kiszamitasara alkalmas 6sszefliggéseket! Indokolja meg, hogy miért elényods
a négyzetes hibakritérium és a paramétereiben linearis modell egyuttes alkalmazasal

A mérés modellje ilyenkor y, = a, + a,u? + w,, ahol w,, az additiv zaj, n =0,1,..., M — 1,
matrix-os irasmoddal: z = Ua + w.

Feltételezzik, hogy az a paraméter a értéket vesz fel, és felallitjuk a megfigyelés modelljét:

Ua. A medfigyelést ezzel Osszevetve keressik a legjobb beallitasat négyzetes
hibafiggvény feltételezésével:

J(a,d) = (z—-Uad)T(z—-Uad)=z"z—z"Ua—-a"UTz+a"uUTva =2z"z-2a"UTz+a"u"va
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- = 0 feltétel vizsgalataval. (*)
aa d=aLs

derivalasaval —2UTz + 2UTUa = 0, amivel:
a,s =[UTUI" Uz
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a legkisebb négyzetes hibaju becsl6.

Az aktudlis problémara részletezve:
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A paramétereiben linearis modell és a négyzetes hibakritérium egylttes alkalmazasa az
ismeretlen paraméterekre nézve linearis egyenletrendszer megoldasara vezet.

3. Mutassa be a skalar Kalman prediktor modelljét és zajparamétereit! Tanulmanyainkbdl
tudjuk, hogy a rekurziv becslé egyenletei:

X(n+1) =ax(n) + p(m)(y(n) — cx(n)), y(n) = cx(n)

ahol az E{e’(n+1)}=p(n+1) négyzetes hiba minimumat a kovetkezd iterativ
szamitassal beallitott 5(n) sulyozassal kapjuk:

B(n) = acp(M)[c’p() + 03], p(n + 1) = a(a — BMp(n) + o

Hatarozza meg az allapotbecslés négyzetes hibdjat az allandosult allapot elérését
kovetben, feltételezve, hogy a? = 0.5, ¢ = 1, 02 = ¢?! (Hasznalja fel, hogy az allanddsult
hiba elérését kdvetéen a négyzetes hiba mar nem valtozik.)

Megoldas:
x(n+1) =ax(n) + wn), y(n) = cx(n) + n(n)
ahol w(n) az an. rendszerzaj, amelyre E[w(n)] = 0, E[w(j)w(k)] = 02, haj = k, egyébként
0, n(n) az an. medfigyelési zaj, amelyre E[n(n)] =0, E[n(j)n(k)] = o2, ha j =k,
egyébként 0. x(n) = 0,w(n) =0, han < 0.
Elwn)x(n)] =0 E[n(n)x(n)] = 0 E[w(n)n(n)] =0, vn.
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4. Mutassa be a skalar Kalman sziirés modelljét és zajparamétereit! Vezesse le a sz(ird
optimalis a(n) és b(n) paramétereit meghatarozé ortogonalitasi egyenleteket (max. 4 pont),
majd b(n) kifejezését annak ismeretében, hogy a(n) = a[1 — b(n)c] (max. 4 pont)!

Megoldas:
x(n) =ax(n—1) +wn), y(n) = cx(n) + n(n)

ahol w(n) az n. rendszerzaj, amelyre E[w(n)] = 0, E[w()w(k)] = 62, haj = k, egyébként
0, n(n) az an. medfigyelési zaj, amelyre E[n(n)] =0, E[n(j)n(k)] = c2, ha j =k,
egyébként 0. x(n) = 0,w(n) =0, han < 0.

Elwn)x(n —1)] = E[n(n)x(n —1)] = E[lw(n)n(n)] = 0 va.
A megfigyelés linearis modellje:
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A rekurziv becsl6:

y(n) .
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e(n) = x(n) — x(n) jeloléssel keressiuk a(n) és b(n) olyan értékét, amely minimalizalja a
E[e?(m)] = E [(x(0) — a(m)2(n — 1) - b(n)y(n))z] négyzetes hibat:

OE[e*(n)] N 0E[e*(n)]
T(Tl) = —ZE[Q(H)X(H - 1)] = O,T(n)

Mivel a(n) = a[1 — b(n)c], ezért
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e(n) =x(n) —2(n), Efe’(m)} =E{(x(n) —a(mz(n—1) - b(n)y(n))*}

Osszefliggésbél, és

>

A

b(n) meghatarozasa:

x(n) =ax(n—1) +w(n)
valamint
X(n)=ax(n—1)+bn)(y(n) — cax(n — 1))
behelyettesitésével
E{e?(n)} = E{[ae(n — 1) +w(n) — b(n)(ace(n — 1) + cw(n) + n(n))]z} =

= E{[a[1 — b(n)cle(n — 1) + [1 — b(W)clw(n) — b(m)n(n)]*}

Mivel a négyzetre emelésnél a keresztszorzatok varhatd értékei nulldk, mert a
zajfolyamatok fuggetlenek egymastdl, illetve az allapotvaltozok korabbi értékeitdl:

Efe(n— Dwn)} =0,E{fe(n — 1)n(n)} = 0, Efw(n)n(n)} = 0,
ezért a négyzetre emelést kdvetden csak a négyzetes tagok maradnak meg:
E{e?(n)} = a?[1 — b(n)c]?E{e?(n — 1)} + [1 — b(n)c]?E{w?(n)} + b2(n)E{n*(n)}.
Bevezetve a
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E{e?(m)} = p(n); Ew? ()} = o; E(n*(n)} = oy
jeloléseket, keressik p(n) minimumat b(n) figgvényében:

dp(n) _
ob(n)

ahonnan a keresett optimalis sulytényezé

—2a?[1 = b(n)clep(n — 1) — 2[1 — b(n)c]co? + 2b(n)a? = 0,

a’cp(n — 1) + co?

= 2 + 03], ahol
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