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3. Gyakorlat

Becsléselméleti feladatok

1. Az atlagos négyzetes hibat az mse(a) = E[(@ — a)?] = var(@) + b?(a) Osszefliggéssel
definialtuk. Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérését végezzik méreési
sorozatra alapozva: z, =a+w,, k=0,,..,N—1, ahol a wy korrelalatlan minden
mintaval, és valoszinliség siriségfuiggvénye N(0,02). Vezesse le a minimalis
variancidju, torzitatlan becslé kifejezését erre az esetre! Vajon az atlagos négyzetes hiba
csokkenthet6-e az elért minimalis variancia ala, ha megengedjik, hogy b(a) # 0 legyen?
A vizsgalatot ugy végezze, hogy az optimalis torzitatlan becsl6 helyett annak a-szorosat
hasznalja becslének, és ezen paraméter fliggvényében minimalizalja mse(a) kifejezését!

Megoldas:
A csatornakarakterisztika:
f(zla) = —— e T M e’

(2mo?)2
amelynek maximumhelyénél kapjuk az a paraméter Gauss-Markov becsléjét:
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azaz linearis megfigyelési egyenlet és Gauss eloszlast csatorna zaj esetén a legjobb
(Gauss-Markov) becslé az egyszer(i atlagolas. Ez torzitatlan, mert E{d,; }=a, valamint
minimalis varianciaju, mert
dinf(z; a)
—— = 1@~ a)

strukturaju:
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Ha a = a * dy,, akkor
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mse(@) = var(@) + b2(a) = a® 2 + (a — 1)2a?
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. Ezt visszahelyettesitve
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azaz az mse (és ezzel var(ad)) csokkenhet torzitott mérés esetén! Azonban ez altalaban
nem realizalhatd”, tehat csak elvi megfontolas, hiszen a,,,, az ismeretlen a paraméter
fliggvénye! Ugyanakkor prébalkozni lehet!

2. Additiv, Gauss eloszlasu zajjal terhelt DC szint mérését végezzik mérési sorozatra
alapozva: z;, = A+ wy, k=0,1,...,N — 1, ahol a w;, korrelalatlan minden mintaval, varhaté
értéke nulla, de a szérasa ismeretlen. Torzitatlan-e a kdvetkez8 becslés?
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Mivel E{z,} = A, ezért a A paraméter becslése torzitatlan. Mivel
A 1 N-1 . 2
E{o?} = T 1Zk=0 E{(zk -A-(4 —A)) } =
= LB E((z - A%} - 2S8R E {1 - A3 25z — )} + BN E{(G 20z -
1 —
DICHECRRIIE
1
=——[No? — 202 + 6%] = 7?2,

N-1

tehat a o2 paraméter becslése torzitatlan. It felhasznaltuk, hogy E{(z, — A)?} = 0?2, és
E{(zx —A)(z; —A)} =0, haj # k.

Megoldas:

3. Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérését végezzik mérési sorozatra
alapozva: z, =a+wy, k=0,1,..,N—1, ahol a wy korreladlatlan minden mintaval, és
valdszinliség slrlségfiiggvénye N (0,02). Vezesse le a minimadlis varianciaju, torzitatlan
becsl6 kifejezését erre az esetre! Vezesse le azt is, hogy hogyan mddosulnak ezek a
kifejezések szines Gauss zaj (V' (0, €)) esetén?

Megoldas:
A csatornakarakterisztika:
f(zla) = — N ¢ 707 TR @10
(2no?)2
amelynek maximumhelyénél kapjuk az a paraméter Gauss-Markov becsléjét:
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azaz linearis megfigyelési egyenlet és Gauss eloszlasu csatorna zaj esetén a legjobb
(Gauss-Markov) becslé az egyszer( atlagolas. Ez torzitatlan, mert E{d,; }=a, valamint
minimalis varianciaju, mert

dinf(z; a)
— == @)~ )
strukturaju:
ok
= 9(2) =~ INZd 21, var{@y} =17"(a) =%

A csatornakarakterisztika szines Gauss zaj esetén (a matematikusoktél atvett eredmény):

1 1 .
f(zla) = —— 2T,
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dlnf (zla 0 1
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aML = [UTC_1U]_1UTC_1Z,
ill. az el6adason bemutatott levezetés alkalmazasaval:
cov(@ay,) = [UTCc U]

4. Mérendd egy ismert jel ismeretlen A amplitidéja N megfigyelésre alapozva: z(n) =
Acos (%”n) +w(n), n=0,1,..N — 1. Az ismeretlen A paraméter és a w(n) zaj Gauss
eloszlasu, ismert varhato értékkel és varianciaval. E{A} = u,, var{A} = ¢?, E{w(i)} = 0,
coviw(@),w(j)} = a‘,zv6ij, cov{A,w(i)} = 0, Vi-re, Vj-re. Hasznalja a maximum a posteriori
(MAP) becslés technikajat, és vezesse le a paraméter legjobb MAP (4,,,p) becslését és
mindseégjellemzéjét! Hatarozza meg a minimalis atlagos négyzetes hibaju becsld
(Ays) értékét is!

Megoldas:

Hasznaljuk a Bayes becslést, és a maximum a posteriori (MAP) becslés technikajat! Ennek
altalanos alakja:
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Mivel a siriségfiiggvény szimmetrikus, ezért Ay .p = Ays.



