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Némi utmutatas a 2. hazi feladathoz:

1.1. Allitson el u(n),n = 0, 1, ... diszkrét értéksorozatot multiszinusz generator ,segitségével”, mégpedig ugy, hogy a diszkrét

jel M = 100 harmonikus komponenshdl alljon, az egyes harmonikus komponensek amplituddja egységnyi, kezd6fazisa
véletlen, és a sorozat varhato értéke pedig 1 legyen!

M .(2TC (2T
u(n) =1 + ZM CcoS (Z_Nmn + (pm) =1 + lz (ej(zwmn-l'(pm) + e_](zwmn+(.0m)) ahOI N = 2M + 1
m=1 N 2 m=1

A multiszinusz generétort a jegyzet 46. abranak megfelel8en készitse el! Ugyeljen arra, hogy a generalt jel a vizsgdlt
frekvenciatartomany egészében megfelel gerjesztést adjon (max. 3 pont)! Vizsgalja meg, hogy hogyan alakul a generalt jel
csucsértéke, és hasonlitsa 6ssze azzal az esettel, amikor a kezd6fazisok rendre nullak (max. 2 pont)!
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% e Y % 1.2. Készitsen az el6z6 pont szerinti generator jelével gerjesztett rendszerek kimeneti

jelének analizalasara alkalmas rekurziv multiszinusz analizatort, ugyancsak a 46.
L , , abran lathatd elrendezést kovetve, amely a bemenetére kapcsolt jelbdl képes
Generator Analizitor kiszamitani az.alqt.)anllevc’i harrr_mqniku_f, komponensel§ amplifc_ufjéjét, é§ fa’)zisét! Az
1.1. pont szerinti jel és az analizator altal rekonstrualt jel kilonbségét abrazolva
mutassa be, hogy a generator-analizator par megfeleléen mikodik (max. 5

pont)!
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5. Szuréselmélet alapjai: Lényeges lizenetek

(Jegyzet 55-67. oldalak)

5.1. Optimalis nemrekurziv becslo (skalar Wiener Sziiro)

Keressik x legjobb becsl6jét

N-1
X = z Ak Vi
k=0
0E{e*} .
3a = O,E{eyj} = 0,Vj —re.

Ez matrix formaban
W= Rj_/jlszy (ahol W = [ag a4

A legjobb
becslés X e
geometriai

interpretacidja Y1 £
(29. abra):

» »
Ll »

Yo

Ismétlés

Legjobbnak azt a becslést
tekintjluk, amelyik legkisebb
hibaval jar: ez az x vektor
altérre torténdé merdleges
vetitésével all elo.

an]")  E(e?)| = E(x*)~PLR;IP,, = E(x*} - PLW

Rekurziv becslo az optimalis nemrekurziv becslobol

A rekurziv eljaras nagy elonye,
hogy nem kell megvarni az 6sszes
adatot: folyamatosan szamolhato
az egyre jobb mindségl becslo.

Linearis
atlagolo:

~ n
x(n+1) =7
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im+1) =an+1D)x(n)+b(n+ 1)y(n)=
= %) +b(n+ D) —2m) (7)

korrekciés tag

R 1 1
x(n) + n—+1y(n) =2(n) + — (y(n) — z(n))

y(n)

—_—

b(n+ 1)

—

Ez utdbbit ortogonalitasi egyenletnek nevezziik, mert a vektorokkal térténd
geometriai interpretacioban éppen azt fejezi ki, hogy az optimalis beallitas
eseten az e hibavektor merdleges valamennyi y; vektorra.

-1

> Z

X(n+1)

.V

a(n+1)

]" 2(n)




Ismétlés
5.2. Optimalis rekurziv becslo (skalar Kalman sziiro és prediktor)

A modell, amit alkalmazunk a legegyszerlibb allapotvaltozds
modell, amit egy Gauss eloszlasu fehér-zaj folyamat gerjeszt.

x(n) = ax(n — 1) + w(n) Ryx() = allexx(O)

| g —0.E ~_ |0 n*j
x(n) :. n(n) z(n) {(wn)} =0, E{w(m)w(j)} = 02 n=j
W(”QA J 71— 1); c _l_. y(n) y(m) | () s 27 2(n — 1) elsorendii autoregressziv folyamat
. ! A megﬁgyelés a(n)T A rekyrZiV f(n) = Cl(Tl)J/C\(Tl — 1) + b(n)y(n)
linearis modellje becslo

2 2
Keressiik az optimalis sulytenyezdket: OE{e”(n)) = 2E{e(m)i(n— 1)} =0, OEte" ()} 2E{e(m)y(n)} =0

Nagyon fontos eredmény: da(n) ,ortogonalitas”! db(n) ,ortogonalitas”!
a(n) =al(1—bmn)c)] | | x(n) =ax(n—1)+ b(n)(y(n) — cax(n — 1)) »Z(n)
b(n) meghatarozasa: Y (") bz s 1y
E{e?(n)} =E {[ae(n — 1) +w(n) — b(n)(ace(n — 1)+ cw(n) + n(n))]z} =p(n) 1 T
E{e?(n)} = E{[a[1 — b(n)cle(n — 1) + [1 — b(n)c]lw(n) — b(n)n(m)]*} i a
E{e(n—Dwn)}=0 E{e(n—Dnn)}=0 E{wn)n(n)} =0
b(n) _ a’cp(n — 1) + co? p(n) = a?[1 —b(m)c)*p(n—1) + [1 — b(n)c]?c3 + b?(n)o?
opt a’c?p(n—1) +c2a} + o (Dpin) =a*pn—1D+0; (2)b(n) = cp;(n)[c?p;(n) + 2]t

(3)p(n) = [1—b(n)clp;(n)  p(0) kell hozza!
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Ismétlés
Optimalis rekurziv becslo (skalar Kalman sziiro és prediktor):
x(n) = ax(n—1) + w(n) x(n+1)=ax(n)+wh) | _4

hel
y(n) = ex(n) + n(n) evet y(n) = cx(n) + () y—- B

X+ D[ 712

z ¢ —ym
x(n) =ax(n -1 +bm)(y(m) —cak(n - 1)) || 2(n+1) = at(n) + f(n)(y(n) — cx(n)) a T

(1) p1(n) = a’p(n — 1) + o5 (1) B(n) = acp(m)[c*p(n) + a7]77,
(2) b(n) = cpr(M)[?p1(M) + 2™ n=12. @pn+1=al@a-pmnpn) +02 n=0,1,2,..
(3)p(n) = [1 = b(m)c]lp1(n)  p(0) kell hozza! p(0) kell hozza!

Optimalis rekurziv becslo (vektor Kalman sziiro és prediktor):

x(n) =Ax(n—1) + w(n) x(n+1) =Ax(n) +wn), | _; R )
y(n) = Cx(n) + n(n) helyett y() = Cx(m) + n()  ym—rleml s 2 2 P ¢ LLpemy
x(n) =4Ax(n—1) + K(n)(y(n) — CAX(n — 1)) Xx(n+1) =Ax(n) + G(n)[y(n) — Cx(n)] 1 J
(1) P;(n) = [AP(n — DA" + Q(n)] (1) G(n) = AP(M)CT[CP(N)CT + R(n)] !
(2) K(n) = P,(n)CT[CP,(n)CT + R(n)]* 2)Pn+1)=[A-GM)CIP(MAT +Q(n) n=0,1,2, ..
3)P() = [1 - KM)CIP,(W)  n=1,2.. P(0)kell hozzal P(0) kell hozza!
P(n) = E{[x(n) —z2M)][x(n) —x(n)]T} Pn+1D=E{xn+1)-x2n+D][x(n+1) —x2(n+ 1]}
trP(n) - minimum! trP(n + 1) -» minimum!

Méréselmélet 8. el6adas, 2022. aprilis 6. 5



A Kalman prediktor levezetés még egyszer! n(n)l Neve: Kalman prediktor

x(n+1) =Ax(n) + wn) - -1

y(n) = Cx(n) + n(n), WU | x(n+1)=A4x(n) +wn) ! et J\ X(n+ 1) = A%(n) + G(n)e(n) R
w(n) az Un. rendszer-zaj, T ) = cx(n) + nn) IO S0 = €2 > y(n)
n(n) az U4n. megfigyelési-zaj. yw = twrmn  jy() — P = C2E

Mind a rendszer-, mind a
megfigyelési-zaj vektor egymastdl és a
rendszer allapotatdl fiiggetlen nulla

e(n) =y(n) —y(n)
A meérési eljaras, amit a kiegészitett modellhez rendeliink egy megfigyelo:

, y sy , x(n+1) = Ax + G = AX +G — Cx
varhato erteku feher Gauss folyamat. *n+ 1) *(n) (n)e() *(n) () x(n))
Q(n) = E{w(n)w’(n)} Keressiik azt a G(n) matrixot (az uUn. prediktor -1 R(n+ 1) 7(n)

R(n) = E{n(n)nT(n)} ero0sitést), amely mellett a becslési hiba y(n)——G()—— Z > € —>I(m)
Pn+1)=E{x(n+1) -+ D]x(n+1) —2(n+ 1]} =E{e(n + De"(n + 1)} J

kovariancia matrixanak nyoma minimalis. trP(n+1) = E[eT(n+ De(n + 1)] 4

xn+1)—x(n+1) = Alx(n) —x(n)| +wn) — G(n){C[x(n) —x(n)| +n(n)} =
en+1)=[A-—Gn)Cle(n) + win) — G(n)n(n)

E[(n+ De"(n+1)] = E{[[A- 6)Cle(n) + w(n) — G)n(n)]|[[A - 6()Cle(n) + w(n) — 6nm)]' |
=[A-G)CIE[em)e" M)][A - cm)C]" +E[w(m)w™ (n)] +G(n)E[n(n)n” (n)]GT (n)

+[A-GM)CIE[emw' ()] + [A - G()CIE[e(m)n" (n)] 6" (n) +E[w(n)eT (n)][A— 6(n)C]T — E[w(n)nT (n)] GT (n)
—G()En(n)e" )[4 - 6m)C]" - 6EMmmw' (n)] E{e(m)w’ ()} = 0,

=Pn+1)=[A-Gn)CIP(n)[A—GNn)C|"+Q(n) +G(n)R(n)GT (n) E{em)n"(n)} =0

Méréselmélet 8. el6adas, 2022. aprilis 6. E{W(n)nT(n)} =0



otrP(n+1) dtr[(A - G(MCOPM)(A— GO + Q) + G(RM)E™ (n)] A derivalasnal a kovetkez

O 36 () = 0. szabalyokat alkalmaztuk:
otrP(n+1) . _ our[xwXx'] . otr(xw] _  otr[WX']

O —2[A— G(n)C]P(n)C" + 2G(n)R(n) = 0. X = XW" + XW,; e w*; X =W,
G(n) = AP(n)CT[CcP(n)CT + R(n)]?! ahol a W matrix az X matrixtdl fliggetlen.

Optimalis rekurziv becslo (vektor Kalman sziiro és prediktor) paraméterbecslésre: A=1 w(n)=0
x(n+ 1) =x(n) | x azismeretlen paraméter

y(n) = Cx(n) + n(n)
Xx(n+1)=x2(n) + G(n)[y(n) — €x(n)]
(1) G(n) = P()CT[CP(n)CT + R(n)]™?
(2) P(n+ 1)=[I — G(n)C]P(n)

x(n) = x(n — 1) x az ismeretlen paraméter
y(n) = Cx(n) + n(n) € = C(n) a regresszids vektor

x(n)=x(n—1) + K(n)(y(n) — Cx(n — 1))

(1) Py(n) =P(n—1)
(2) K(n) = P;(m)C"[CP;(n)C" + R(n)] !

(3) P(n) = [I — Km)CIP,(n) n=1,2,.. P(0)kell hozza! n=0,12,.. P(0)kell hozza!
P(n) = E{[x(n) — 2()][x(n) — 2()]T) P(n+1) = E{[x(n + 1) — Z(n + D][x(n + 1) — 2(n + 1D]7}
trP(n) » minimum! trP(n + 1) » minimum!

~1
y(m)——G(n)

X(n+ D %)

z 2 C =y
I J
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6. LS becslok rekurziv szamitasa

(Jegyzet 71-75. oldalak) | z=Ua+w | |J(a,a)=(z—Ua) (z—Ua)

6.1. A linearis megfigyelési modellt alkalmazo LS becslok rekurziv szamitasa

A tovabbiakban is n két dolgot jeldl: (1) az eddig figyelembe vett mintak szamat (az egyes mintak indexelhetok
példaul k = 0,1, ...,n — 1 jeloléssel); (2) Az n-edik ,idopillanatban” vett mintat, ami mar az n + 1-edik mintavett
adat. Ezzel a fenti 6sszefiiggés n minta feltételezésével: z(n) = U(n)a(n) + w(n), amihez tartozéan tudjuk, hogy
a(n) = [UTmUM)]UT(m)z(n) = Pm)UT(n)z(n). | P(n) = [UT(mM)U(M)]~! Ha vesziink egy Ujabb mintat, akkor
_ _[z(n)] _[UM) [w(n)
zZn+1) =Um+ Dan+1) + wn + 1) = [Z(n) = Lucm @+ D+ [,

ahol z(n) skalar, az n + 1-edik megfigyelési erték, u(n) sorvektor, a regresszios vektor n + 1-edik sora, és végll
w(n) skalar, az n + 1-edik zajkomponens.Ezekkel a jelolésekkel:

~1
an+1) = [[UT(n) u’ (n)] [ZEZ%” [UT(n) u'(n)] Eg,g] illetve a miiveletek elvégzésével

-1
a(n+1) = [[UTU®) + u" um)]| [0 m)z() + u” (M)z(m)]=Pn + DIUT()z(n) + u (n)z(n)].
Az ebben szerepl0 matrix invertalast az un. matrix inverzios lemma felhasznalasaval végezziik:

[A+BCD]"'=A"1—A"'B[c™! + DA"1B] 'DA1
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[A+BCD]™" = A" — A'B[c"' + DA"'B] ‘DAt | [[UT(IU() + uT(n)u(n)]]_lzP(n +1) ahol most

A=P n);B=uT(n);D =un);C=1,ezért P(n+1)=Pn) —Pmu’m)[1+un)Pm)u’ (n)] " *un)P(n)=
P(m)u” (Wu(n)P(n) | ’

1+ um)Pm)ul (n)

Fontos lizenet: Az egy didddal mddositott matrix inverze matrix szorzasokkal kiszamithatd! Ennek felhasznalasaval:

dn+1)=Pn+DUTM)z(n) + u'(n)zn)] =an) + Pm)ul (n)z(n) —

P(m)u’ (n)u(n) a(n) P(m)u' (M u(n)P(n)

Y
= P(n) — , P(0) ismeretében nincs tovabbi matrix invertalas!  gkz|4r!

Itt a masodik és a negyedik tagot kdzos nevezore

ul (n)z(n).

1+ umPmul (n) "1+ umPm)ul (n) hozva:
P(m)u’ (n)z(n) + PM)u’ (mMum)P(m)u’ (m)z(n) — P(m)u’ mMum)P(m)u’ (n)z(n) P(mul(n) B
14+ u(n)P(m)ul (n) 1+ um)Pmul (n) z(n) =
=G(n)z(n) Ezzel:l a(n+ 1) =an) + G(n)[z(n) —um)d(n)] | Itt u(n)a(n) = 2(n) az Uj mérés becslése!

P(mul(n)
1+ um)Pm)ul (n)

G(n) = P(n+1) =[I-G6m)u®)]P(n) | Aziteraciéo n = 0-tdl indul. @(0)=? P(0)=?

Ezeket vagy meg tudjuk becsiilni, vagy megoldjuk az LS becslést a paraméter vektor dimenzidjanak megfeleld
mérési adat alapjan, és annak eredményét hasznaljuk az iterativ megoldas kiinduldpontjaként.

J(a,d) = (z—Ua)TQ(n)(z—Ua) | ahol Q diagonalis sulyozé matrix, tehat Q(n) = diag{qo, 91, ---» Gn-1)

ill. Q(n+ 1) =diag{qo, 41, > 9n-1,9n)
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Ehhez a matrix inverzids lemma € Ha sulyoz6 matrix egy diagonalis kovariancia-matrix inverze, azaz

matrixat € = 1 helyett € = q,, skalar n) = diag (1/ . 1 1 n+1) = diag (1) , 1 1 1
értékre kell allitanunk. Ezzel: D lag /03’ /Gf""’ /0721—1>’ Q( ) iag { /03’ /012""’ /0%-1’ /0%>’

P(m)u’ (n)
/0 +umPmul (n)

Ha a kovariancia matrix nem lenne diagonalis, akkor a megismert fehéritési eljaras alkalmazasaval,
azaz egy transzformacio kdzbeiktatasaval juthatunk el a rekurziv forma alkalmazhatdsagahoz.

Mindezekkel egyiitt rekurziv megoldast tudunk adni a Gauss-Markov, a BLUE és a sulyozott LS becslések esetére!

Egy tovabbi hasznos sulyozasi forma lehet a Q(n) = diag(B™ *,p"7%,..,1) Q(n + 1) = diag(B™, ™ L, ™2, ..., 1)
0 < B < 1. Itt a legutolsd mérési adattal képzett négyzetes hiba 1 sullyal szerepel, mig a korabbiak rendre kisebbel.

akkor :
P(m)u’ (n) . 2
— A tobbi valtozatlan!
¢ = e P () | VoL

G(n) =

P(n)u’(n) L Ezzel egy felejt hatést érvényesitiink, ami
G(n) = CP(n+1) ==[I-6mumn)]Pn gy felejto hatast ervenyesitunk, ami
(=) B +um)P(m)u’ (n) ( ) B [ (n)u(n)]P(n) nemstacionarius folyamatok esetén elényos.

6.2. LS becslok szamitasa kényszerfeltétel esetén
Tételezziik fel, hogy a becsiilendo a paraméter kielégiti az Aa = b kényszerfeltételt!

V4 /4 ” s /4 a
Ekkor felteteles szelsoerteket J(a) = (z— Ua)"(z — Ua) + A" (Aa — b), 9/(a) = 20T (z—Ua) +ATA1 = 0.

kerestink a Lagrange B ) ) o da e 4T |
multiplikatoros technika El?bol a ke_ny,sz,e.rfelte,telt kleleglico a. megczldas: acl=n[f] U] "U z— [U"U] A 5
segitségével: Mivel ez kielegiti a kenyszerfeltetelt (a a kenyszer nélkiili becslot jeldli):
R oA oA
Aa. = A[UTU] UTz — A[UTU] 1AT§ = Aa — A[UTU] 1AT§ =b
10
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A A . A
Aa. = A[UTU] Uz —A[UTu]—lATE — Ad —A[UTU]_lATE — p Ebbol: > = [A[UTU]"1AT]"'(4da — b),

amivel | a, =a—[UTU] AT[A[UTU]*AT]"1(4@a - b).

6.3. Nemlinearis megfigyelési modellt alkalmazo LS becslok szamitasa
A megfigyelési modell: s(a) # Ua. A kritériumfliggveny derivaltja:

0 T ds’ (a) A Newton moddszer szerint a g(a) = 0
%(Z - s(@) (z-s(@) = -2 oa (z=s(@) =-29(a) = 0. egyenlet iterativ megoldasa:
dg(a) _ g(ay) o g(a,) o g(a,) _ . Ly
0| Ca—a a, =a, 39(a) , A, = a4 39 (@ De kiindulhatunk s(a) Taylor sorabdl is:
a=ag a a=a, da a=a,
asa(:) e U(ay) jeldléssel, és a masodik derivaltat tartalmazo tag elhanyagolasaval: s(a) = s(ag) + U(ay)(a — ay),
dsT (a) e _ ~ uT U —1yT
7 (z—s(@) = UT(ap)|z — [s(ap) + U(ay)(a—ay)]] =0, | @=ay+[U'(ap)U(ap)] U (ap)[z — s(ay)].
a=to G, 1 92
De kiindulhatunk J(a) Taylor sorabdl is: J(a) = J(a,) + % (a—ay) + 3 (a—ay)T ajz(:) (a—ay) + -

a=a a=a

Ha J(@)|,:,, = 0, akkor kiindulhatunk az els két tagbdl, és a tobbit elhanyagoljuk. (“)| = VJ(a,) jeloléssel:

v/ (a)V/(ag)a = V" (ag)Vj(ag)a, — V' (ap)/(ag),| @ = a,— [V)"(ap)V/(ag)1™*V/" (ay)] (a,)

Méréselmélet 8. el6adas, 2022. aprilis 6. 11



Ha J(@)|nm #0, akkor a Vj(a) =0 feltétel teljesilését keressiik az elsd és a masodrendld tag

figyelembevételével, a tobbi elhanyagolasaval:

dJ(a)
da

N 0%/ (a)

02a

(a —ay),

a=a

Vi(a) =0 =

a=ay

a

1
d/(a)
da

_aO

|oy@

02a

ag

a=a a=aop

|oy@

02a

a=ag

-1

Vi(ay)

amit Gauss-Newton modszernek is nevezink.

Megjegyzés: Egyes feladatok alkalmas
transzformacioval visszavezethetok linearis
paraméter-fliggésre. Példaul a kovetkezo
hullamforma

s(n) = Acos(2nrfyn + ¢), n=01.., N—1

ismeretlen A és ¢ paramétereinek egyiittes
meghatarozasa nemlinearis LS probléma.
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Ha azonban az ezzel ekvivalens feliras

s(n) = Acos(2nfyn + @) = Bcos(2mfyn) + Csin(2mfyn)

B és C paramétereit becstiljik, akkor a sokkal egyszer(ibb
linearis LS problémat kell megoldanunk, és a keresett
jellemzoket pedig transzformacidval kapjuk:

A=+B2%2+(C?, <p=arctan(

—C

B

)




