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3. A becsléselmélet alapjai |
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3.3. Becsl6k determinisztikus modellel jellemzett paraméterek esetén Torzitatlan becsls:

A minimalis variancia kritériuma:
Cramer-Rao also korlat (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB, skalar paraméter esete)

mse(

d) = E[(a — a)?] = var(@) + b?*(a).

v

cov(Agy, Qgy) = [U"Z77U] 71

E(a—a)=0

Minimalis varianciaju, torzitatlan becsl6k (MVU):

var(d) = CRLB(a)

alnf (z; a) 2inf(zz )\ || dinf(z: a variancia 1

H —_— = kk A — d Tlf(Z, a) — qa = = —

j E[ da ] DO var@ = E( 922 )] 5 = @U@ - |20 | i || T @y

Cramer-Rao also korlat (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB, vektor-paraméter esete) ~ @
dlnf(z; a) PYY _ dinf (z; @) a=g\z

Ha | E [— = 0. |akkor | €z —I"*(a) =0 () = — nf(z a) M —
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Gauss eloszlasok esetén: Ismétlés

Ha a megfigyelés | 2 N*1 dimenzios megfigyelesi vektor
modellje linearis: U N*M dimenzids, ismert megfigyelési matrix
: a M*1 dimenzids, becstilend6 paramétervektor
z=Ua+w w N*1 dimenzids zaj vektor, amelynek valdszinlség Jelolés egyeztetés: C = X,
sdrlségfiggvénye N (0,C). wW=n
‘”%f"‘) - —%% 27C 'z - 2a"UTC 'z + a’UTCWa] = [UTC'z—UTC 'Ual,| @ = [UTC'U]"WU"C 'z, || C,=[UTC U]

a~nN (a, (UTC‘1U)_1) E(@) = (UTCc'U)"'UTC*E(Ua + w) = a |Ha a csatornazaj Gauss, akkor a GM (ML) becslé MVU becslé.

Megjegyzés: A hazi feladatban szines zajt kell generalni. Ha w fehér zaj, egységnyi szérdssal, akkor transzformaljuk: B-vel
E[(Bw)((Bw))T] = E[Bww"B"] = BBT = C Lehetséges megoldasok: 1. MATLAB: mvnrnd( ) fliggvény. 2. MATLAB: sqrtm(C)*randn( )

A legjobb linearis torzitatlan becslé (BLUE): 3. Cholesky faktorizacio MATLAB: chol( ) figgvény.
- Az MVU becsl6é nem mindig létezik vagy lehetetlenség megtaldlni. - Az adatok valdszinlség slrlségfliggvénye nem ismert.

A BLUE becsl6 egy szuboptimalis becsld, amelyik:
- az adatok linearis fliggvénye:| @ = Hz, - csak torzitatlan lehet: | E(@) = HE(z) = a; | - minimalizalja a becsl6 varianciajat;

- csak az adatok atlagara és varianciajara van szikség. r
A megfigyelési egyenlet legyen: (z=Ua+w| Mivel: E(z) =Ua— | HU=1 | (5= E[H(Z —E(2))(z - E(2)) HT] = HCH'

Minimalizaland6: |var(a;) = h;Ch{| a |h;u; = §;;/feltétel betartadsa mellett.

A koltségfuggvény: J; = h;Chl + X1 A}i)(hiuj —&;;), ahol h; a H matrix i-edik sora, u; pedig az U matrix j-edik oszlopa.
al]llT = 2Ch! + 2 i A}‘)uj Bevezetve: A; = [Agl) Agl) /15\;)_1 ar];T =2ChT +U2, =0 hl = —Ec_lw»i
l - i

Mivel UTh{ = _EUTC_luj'i =€ — —%Aiz [UTC™'U] "e;, h! =c 'U[UTC'U] 'e;, e azi-edik egységvektor.
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var(@;) = hiCh{ = eT[UTC U0 T Cc 1 cCc UUT U] e,

=e! [UTCT1U] e,

a; =hiz=e! [UTCUI"UTC

1z

Ismétlés

Vektoros formaban z = Ua + w, ahol w nulla varhato értékii zaj, melynek kovariancia matrixa C,sdr(iségfuggvénye tetszéleges,

akkor az a paraméter BLUE becsl§je és a becslés kovariancia matrixa:

var(di) = [Ca]ii = [(UTC_lu)_l]ii

2. Példa: DC szint zajban:

u=11,1,..., 1]T,
a = A.
A kovariancia matrix: € =

Zk:A+Wk,

¢ 0 0
0 o? -0
0 0 Of—1

3.3.5. Maximum Likelihood (ML) becslék

Probléma, hogy MVU becsldk esetlegesen léteznek vagy nem talalhatok meg. A BLUE becslé linearis modellekre szoritkozik.
A Maximum Likelihood (ML) becslék determinisztikus modellel leirt paraméterek esetén is hasznalhatdk. Tulajdonsagaik:
- mindig hasznalhatdk, ha a valdszinliségs(irliség fuggvény (csatornakarakterisztika) ismert;
- nagy adatméret esetén optimalisak (aszimptotikusan hatdsosak, elérik a CRLB értéket);
- szamitastechnikailag komplexek, numerikus mddszerek hasznalatat igénylik.

Likelihood fliggvény: az f(z; a) s(rlségfliggvény, ahol a valtozd (nem paraméter)
ML becslo: a azon értéke, amelyhez a likelihood fliggvény maximuma tartozik.

a=UTcu)"UTCc 1z,

c,= (UTC )1

Megjegyzés: Ha a zaj Gauss eloszlasu, akkor a BLUE egy MVU becslé.

wy, slrliségflggvényét nem ismerjlk, csak a varianciajat: var(w;) = a,f.
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Eljarasa: képezzik a Inf (z; a) log-likelihood flggvényt, és derivaljuk a szerint, majd ezt nullaval egyenlévé téve megoldjuk a-ra.

Eredményil az d,;; becsl6t kapjuk.
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1. Példa: Additiv, Gauss eloszlasu fehér zajjal terhelt DC szint mérése ismeretlen zaj variancia mellett:

Ismétlé
z, = A+w,. smétlés
Tegyiik fel, hogy A > 0 és 0% = A. A valdszinGség slirliségfiiggvény: CRLB?
_ _ 1 1 - _ olnf(z;A) N 1 — 1 - Létezik MVU
(z;A) = ex SNz — A | | = - 4 oYV A 4 YNZL (. 4)2 etezi

f (ZnA)g p[ 24 4n=0\n ] A 24 AZn—O( n ) > A2 Zn—o( n ) becs|&?

Az ML becslét a derivalt egyenl nulla feltételbdl kapjuk: | Ay = —% + \/%Zﬁ;g z2 +%
3.3.6. Legkisebb négyzetes hibaju (LS) becslék

Nincs el6zetes ismeretlink sem a mérend6 paraméterrél, sem a csatorna karakterisztikarol (a zajrol).

Minden megfigyelést a kovetkez6képpen képzeliink el:

A cél az LS koltség
minimalizalasa:

z = si(a) + ey,

ahol e;, a mérési és a modellezési hiba.

J(@) = ¥V (z — se(@)”.

Nincs valoszinlségi feltételezés csak egy determinisztikus jelmodell.

Ha a megfigyelési egyenlet linearis: z = Ua + e, akkor explicit megoldas adhatd.

Feltételezziik, hogy az a paraméter a értéket vesz fel, és feldllitjuk a megfigyelés modelljét: Ua.

J(a,a) =(z—-Ua)'(z—Ua) =z"z—z"Ua—a'U'z+a"'U"Ua =2z"z—-2a"’U"z+a’U"Ua

melynek szélsGértékét (minimumat) keressiik:

dJ(a,a)
Jda

a:aLS

20Tz + 20TUa =0

— | ays = [UTU]"1UTz | A minimalis LS koltség: | J(a,d;s) = z" (z — Ua,g)

Megjegyzések: Sulyozott négyzetes kritériumot is hasznalhatunk, ha bevezetunk egy Q négyzetes sulyozé matrixot, amivel:

J(a,@) = (z— Ua)"Q(z — Ua), | a,s = [UTQU]"'UTQz.

Ha Q = X1, akkor formalisan a Gauss-Markov becs|ét kapjuk, tehat a GM becsl8 egy sulyozott legkisebb

négyzetes hibaju becsld, ahol a sulyozast a megfigyelési zaj kovariancia matrixanak inverze adja.
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Példa: Lokalizacio, célkovetés Az ismeretlen pozicidju repil6gép altal sugarzott jel vétele tobb, ismert pozicioju antennaval.

epitaép oot Ha a kisugarzott jel vételi id6pontjaira fennall, hogy: t; —tg = 0,t; — t; = 0, akkor Ry = Ry = R,,
L Yede b .7 7 o 7 . T4 V.24 V24 °
N : és ekkor a repuldgép poziciét az antenna poziciokat 6sszekdtd szakaszok felezé merdlegeseinek

M s metszés-pontja adja. Ha a kiildnbségek nem nulldk, akkor a felez8 merélegesek helyett
hiperbolak metszés-pontja adja az ismeretlen poziciét. A k-adik antenna tavolsaga

5 5 A mérés Ry
| ,‘ ¥ ntennay pozici Rk(xs:ys) — \/(xs - xk) + (Ys - Yk) modellje: t, =Ty + T +w,k=01,---,N —1,
Y (g bty
N, ahol ¢ a terjedési sebesség, w,, nulla varhaté értékd, o2 varianciaju zaj, mintdi korrelalatlanok.
antennao pozicio ' . 4 7 .o 7 7 . .ee
(%o ya).to A zaj sliriségfuggvényét nem ismerjik. - BLUE? Keresett: | g = [xs  Ys]T

Mivel Ry a paramétervektor nemlinedris fliggvénye —| megprobalunk linearizalni. | ghhe; feltételezziik, hogy — példaul az el6z6
mérés eredményeként — rendelkezésre allnak egy, az ismeretlenhez kézelesé pozicio x,, y, és Ry, k = 0,1,---,N — 1,

adatai. Ennek felhasznalasaval Taylor sorfejtés: N dR,, R, O yn —
Ezt behelyettesitve t; kifejezésébe, és Rie = Rie + 5, R~ 0xs + 0ysly =y 0Ys = Rnk + Ry Oxs += = 53’s»
bevezetve Uj paramétervektorként: — \ ]
= [8xs 8y,|T | — linedris t, =T, + Rnj+c05(ap) 8xs+sin(a)8ys Wk =01 N—1. cos(ay)  sin(ay)
osszefiliggés! ¢

Itt R,,;/c minden antenna pozicidban ismert konstans, ezért bevezethetjik: Itt a T, a replil6gépts| megszerezhetd informacid,
aminek hasznalhatdsaga azon mulik, hogy az egyes
antennaknal mldkodoé 6rak mennyire szinkronizaltak.

Tp = ty — Cmk = Ty CONGOXATIN@RIOs 4 j = 0,1, N — 1.
Cc Cc

Egy tovabbi transzformacioval azonban T, kiiktathato: ez az érkezési id6k kiilonbsége (time difference of arrivals: TDOA) modszer.

Zi = Ty — Tpq = [cos(ak)—cos(ak—1)]st:'[Sin(ak)—sin(ak—1)]6ys + Wy —we_ilk=1,,N—1.
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[cos(ak)—cos(ak_l)]8xS:-[sin(ak)—sin(ak—1)]53’s n [Wk . Wk—l]' k=1,---,N —1.

Zg =T = Tg—1 =

1 - cos(ay) — cos(ay) sin(a;) — sin(ay) Sx
z=- : : LSyS] +w =Ua +w, | Ezmarismert forma! Johet a BLUE!
_COS(O-’N—1) —cos(ay_p) sin(ay_q) — sin(ay_3) N Ehhez:
- —1 1 0 .- 0
it 0 -1 1 .. of ™
w=| : |[=[" | Al ’ : ] = Aw, C, = E[AwwAT| = 02[AAT].
_Wl’v_l . . . 0 . WN_l
L 00 0 -1 1 @ = [UT[AAT]"1U]~1 UT[AAT] "'z C. = o2[UT[AAT] U],
Egyszerd numerikus példa: lr—cosa 1 - sina —1 1 0 . R | o1 112 1
e S U= Z[—cosa sina — 1] A= L0 -1 1] A4S = l—1 2 ] [AA7]™" = 5[1 2
- -1 -1 1 0
R . 0% — | 2cosa 2cosa [Zl] C. = c2[UT[AAT| U] = g2c2 2cos?a 5
6/)73 1. —1. ZZ ) a w w O #2
/a \ a 2(1-sina) 2(1-sina)| (1-sina)

B e S S P Z1 és z, értéke azonos és negativ, akkor csak vizszintes, pozitiv el6jelli elmozdulas lesz.
Az abra szerinti elrendezésben, ha a repilégép tavolsaga a kozéps6 antennatol ~30 km, és ¢ = 300 000 km/s, akkor a terjedési
id6: ~100us, azaz ilyen nagysagrendi id6tartamok kilonbségének mérését kell pontosan megoldani.

Ha a terjedési id6 megfigyelésének szérdsa 1us és a = 30 fok, akkor \/var[6x;]~V6 * 100m, /var[8y,]~3V6 * 100m.

A megadott tavolsag és szogadat mellett a szomszédos antenna pozicidk egymdstdl mért tavolsaga ~v/3 * 30 km.

Ha « kicsi, akkor jobb eredményt kapunk.
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Példa: Iranyszog mérése A feladat [ iranyszog mérése az ismeretlen pozicidbdl kibocsatott szinuszos hullamforma egymastél

A . egyforma tdvolsagra elhelyezett N vevé segitségével. Ha a forras kell6en messze van, akkor a
‘ kibocsatott hullamok sikhullamoknak tekintheték, és a haladasuk két antenna koéz6tt azonos idejd.
LN A hullam a (k — 1)-edik antenna pozicidban dcosf /c idével le van maradva az k-adik antenna
‘ | /'mﬁ : pozicidhoz képest. A kibocsatott jel: Acos(2mfyt + ¢), ami az k-adik antenna poziciéhoz
| NN VA NN dcosp idépontban jut el, ahol t, a nulladik poziciéban 1évé
0 d1 4243 N2g M te =to —k k=01,..,N-1 antennahoz rendelt terjedési/késleltetési id6.

oss

A k-adik pozicidju antenna altal vett jel: Sk(t) = Acos(2mfy(t —ty) + @) = Acos <27Tfo k+2mfo(t —tg) + <P>

Ha egy t, id6pillanatban ebbdl a jelb8l minden antenna pozicioban mintat vesziink: egy térben haladé szinuszjel mintait kapjuk.
Ennek (a mintavételi frekvenciara relativ) frekvencidja és fazisa: A megfigyelési egyenlet:

dcosf
fs = 1o c — ano(ts
Ebbél becsiljukaza = [A  f;
A szarmaztatott jellemz6:

Gauss eloszlasu,
fehér zaj

k=01,..,N—-1

—ty) + . Zx = Si(ts) + wy,

@']T paramétervektort. A keresett 8 szoget szarmaztatott jellemzéként allitjuk el6.

Elvégezve a parmétervektor szerinti derivalast: ~ CRLB [ becslésének varianciajara:

A A f T
fsc dg(a) darccos( %S _ og(a) ,_ dg(a)
a = ,3, = g(a) =g fs, — |Arccos (fo ) , a =10 af(f d) ol = 0 Fodsing 0 , Ca —TI 1(a) [T] ]11 = 0.
¢ ¢ o' 0 0 o o1
c? c? 60y vezessik be a hulldmhossz (1), az antenna-sor
var[ﬁ ] — ffd?sin ﬁCRLB{var[fS]} fzdzsmzﬁ T2A2N(N2-1)’ kiterjedése (L) és a jel/zaj viszony (1) kifejezését:
4 5 3
CRLB{var|[f;]} jon! A=— L =(N- 1)d,n = = var|B| = - (é) T
Méréselmélet 5. eladas, 2022. marcius 16. 0 Ow N2 N-1 8




var[,@] - 3 Megjegyzések: A mintavételi tétel értelmében 0 < f, < > €zérta d < A feltétel betartando.
- L N+1

2
ﬂzn(z) N(m)sinzﬁ Ha f = 0, akkor a mérés lehetetlen. A pontossag nd, ha kozeledink f = 90°-hoz.

llyenkor minden antenna nagyon j6 kozelitéssel azonos tavolsagra van a (tavoli) forrastél, és ugyanazt a jelértéket veszi.

Ha példaul f, = 1MHz, akkor c = 3 - 108%feltételezésével A =300m.Legyen f =90°,d = %, n = 0dB és N = 10! Ekkor
. 3 . , |A szogmérés 2°-os szdrasunal nem tud pontosabb lenni.
var[ﬁ] = n21(3)210(ﬂ)1 = 0,0012281, var[[)’] = 0,035rad = 2% | j5yitani 1 javitasaval, ill. N ndvelésével lehet.
2 9

Ha az antennakat egy repll6gép szarnyan szeretnénk elhelyezni, akkor a jelfrekvenciat jelent6s mértékben novelniink kell!
Egyébként valtozatlan adatok mellett f, = 500MHz esetén d = 0,3 m adddik.

CRLB szinusz-jel frekvenciajanak becsléséhez: A megfigyelés modellje:

. o2
var(fy) = P
z, = Acos2rfok + @) + wy, = A cos(ay) + wy, = si(4, fo,0) + wi,k=0,1,...,N — 1, leg_—ol( Sg;fm)
- 0
~ 0.2 0.2 0.2
= w _ w ~ w : N—1712  NWN-1)@N-1) 0 r i 1o
va?‘(fo) = SN1asin(ag)znk)? | A24n? Y1 k2sin?(ay) . Azm? $N-1 k2 Mivel Y.y =0 k* = , ezért jo kozelitéssel
A 302 ami akkor hasznalhatg, A 602 ami akkor hasznalhatd, amikor a
var(fo) = AZTCZN(N—VI)(ZN—l)' ha A és ¢ ismert. var(fo) - m242N(N2—1)’ | harom paramétert egyutt mérjuk.

Megjegyzés: A Y N-1 k2 = N(N_1)6(2N_1) dsszefliggés teljes indukcidval bizonyithatd:

N = 1,2 behelyettesitéssel, majd Nhelyére N 4+ 1-et irva az 6sszefliggés helyes eredményt ad.
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Méréselmélet 1. zarthelyi

1. A feltételes valdszinliségs(rlség fuggvények:
Az els6ként megfigyelt érték z, = 1.6.

Hogyan dont (max. 3 pont)?

Elvégziink egy masodik mérést is, aminek
eredménye z; = 1.8.

Megoldas:

2020. marcius 24.

1.Zajos megfigyelés(ek)re alapozva eldéntendd, hogy a megfigyelési csatornaban az a; = 1 vagy egy attodl eltéré a4 jelszint
van-e jelen? Hy jeldli azt a hipotézist, hogy az a, jelszint van jelen. Ennek a priori valoszinlisége P, = 0.7. H; jeldli azt a
hipotézist, hogy az a, jelszint van jelen. Ennek a priori valdszinlsége P; = 0.3. A koltségek: C;p = Cy1 = 10; Cyg = C11 =

1—cos(mz) z

—, 0=<z<2 0<z<?2
flz|Ho} = 2 flz|Hy} =

0 egyébkent O egyebkent

Hogyan dont, ha mindkét megfigyelt értéket figyelembe veszi
Erre a mérésre alapozva hogyan dont (max. 1 pont)? (max. 1 pont)?

A dontéseink rendre: Hy, Hy, Hy

A megfigyelt értéket behelyettesitjik a likelihood arany fliggvénybe, és ha A(z) > 7, akkor a déntés H; ha A(z) < 1, akkor a

dontésa Hy.  07(10-1) 7 1 _ _ f(zolH) 08 _ f(zilH) _ 09 _
~ 03(10-1) 3 232233 Azo) = f(zolHo) — 0345 2.32<m, || A(z1) = f(z1|Ho) — 0.095 247 >,
f(ZO|H1) f(leHl) 0.8 0.9 ~ 0.72 ~ 2 3 2
= = 8 4 1
Az, 21) = f(20|Ho) f(z1|Ho) — 0.3450.095 — 0.033 218> Ela,] = fjoooz fiz|H;}dz = fozz?dz = %] =-=-=17
2. Az abran lathatdé a posteriori Flalz)  4m 0
stirlisegfliiggveny feltételezeésevel { Megoldas: m = lertm+2m+4m+m=1
szamitsa ki a minimalis atlagos négyzetes . “m| . 8 '
hib3aju becslé (max. 2 pont), a minimalis e = [C af(alz)da = (% da + Sda+ 7 %da+ [ %da =
4tlagos abszolut hibdjd becsld (max. 1 " R B N fz—og flalz) 2 4f0 s 3 ks
pont), és a maximum a posteriori becslé a_] n a_] n a_] n “_] —7_5r
(max. 1 pont) szamértékét! Hatarozza 16lo 811 41z 1613 8 8

meg a minimalis atlagos négyzetes hibaju
becslé varianciajat (max. 3 pont)?

dABS:m+2m+4mx=4m(1—x)+m—>x=i,A

1 ~ _
aps = 27 | | Amap = 2
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00 1 1 2 1 3 1 4 1
‘ var(dys) = Ela?] — ays” = j a’f(alz)da — Gys* = j a’—-da +j a’-da +J a’—-da +j a?-da — dys” =
—00 0 1 2 3

8 4 2 8

1 2
a3 a3 a3
_I_

= — + —
240 121

8

1 1\°
+ﬁ — dys =5§—<2—> = 0,8177

3. Mérendd egy két komponens 6sszegé£>6| allé jel komponenseinek ismeretlen A és B amplituddja N megfigyelésre
alapozva: z(n) = Acos ()—”n) + Bcos (Wnn) +w(n),n=0,1,...N — 1. Az ismeretlen A és B paraméterek eloszlasa nem
ismert. A w;, megfigyelési zaj nulla varhato értékd, Gauss eloszlasu, szines zaj, kovariancia matrixa C,,

Vezesse le a paraméter legjobb maximum likelihood (ML) becslésének (ayy, Cg,,, ) Osszefliggéseit (aML = [4,;, Byl?)
(max. 3 pont)!

1 0 O
Hatdrozza meg C4,,, szamértékét o, = 0.1V,p = 0.5és C, = o2 [0 1 p| mellett (max. 3 pont)!
Megoldas: 0 p 1
Az egylttes surusegfuggveny logaritmusanak az a = [B] paramétertdl fliggd része: —- (z —Ua)’Cl(z—Ua)
Ennek derivaltja —— _ yTc-1 _ T 11T r—1
e e — [——(z _UATCH (2~ Ua)] — UTC3A(z— Ua) = 0, ahonnan| @y, = [UTC, U] UTCylz.

A becsl6 kovariancia matrixa:
Cayy, = E |(@us — E@yy)) (@ — E@yy)) | =ELUTCRIUITUT €Mz = Ua)H[UT €101 UT €t (2 - Ua))T] =
= [UTC U UTClE{(z— Ua)(z— Ua)T }CrUUTCrU| = [UTClu|
ahol felhasznaltuk, hogy E (@) = [UTC,,tU]"*UT C, Ua, valamint, hogy definiciéja szerint E{(z — Ua)(z — Ua)"} = C,,
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A numerikus értékek meghatarozasahoz: ahol most N = 3. inverze: 0 0

1
2m 2w
1 cos— -+ cos—(N—-1) _ _ 100 0 1 P 1 0 0
uT = h N - H _8-; _8-2] C, = o2 [0 1oplct=2%" 10 Tip|=%l0 43 -2/3
1 cos— - COSW(N—l) : : 0 p 1 o —_P 1 0 —2/3 4/3
1 0 0 111 1 1Pt 1oe
wrc;lu] = 22 [1 —0.5 -0.5 [0 4/3 - 2/3} l_o 5 _0. 5} 400 [1 1]l Ezt a métrixot most itt invertdlni | Hogyan
* 2
—0.5 =051, _ 2/3  4/3 11-05 —0.5 vell 1 kellene, de ez szingularis! lehetséges ez?

Ennek oka, hogy a méréstervezés hibas, és ennek kovetkeztében a U matrix két oszlopa egymassal megegyezik.
. 4 7 [ [ ] [ ’ [ ’ 7 14 7”7
A hiba ott van, hogy a Bcos (Fn n) komponensre N = 3 esetén nem teljesiil a mintavételi tétel, és ezért nem kapunk megfelel6

. 4 L4 77 V4 7 77 . . . 27T ’ s o 7/
informaciot errél a komponensrél, ugy tlnik, mintha az is cos (T n) hullamformaju komponens lenne.

lgy aztan értelmezhetetlen a mért jelet két paraméterrel jellemezni!

4. A vizsgalt kornyezetrdl feltételezzik, hogy jellemezheté y(t) = a u(t) + a2u2 (t) + w(t) id6fuggvénnyel. Elvégziink N mérést.

Hatarozza meg az idéfliggvény paramétereinek legkisebb négyzetes hibaju a; becsIOJet (max. 3 pont)!
Hatdrozza meg a becsld kozelité szamértékét arra az esetre, amikor adott E{u ()} =1, E{u3 (t)} =2, E{u*(t)} =5,

E{u?(0)y ()} = 3,E{u(t)y(0)} = 1 (max. 2 pont)!

N- N- N-1 ]
Megoldas: ~ Tri—111T [UTU] = |4 oUn  Zn=o Un 7. _ |2n=0 Un¥n
i 5 - a,s =[U"U]" Uz, N-1.3 yN-1.4 U Z=|Gn_1 2
Yo Ug U Wy Yn=0Un Xn=o Un 2in=0 UnVn |
V1 u u? |[1a1 Wy -
z=| " |[=| "1 1 [a]‘l‘ T A 1oN-1 _ 1$N-1,,3 2
- : : 2 ' d, 1 N &n= o Un N &n=0 Un =0 UnYn
- 2 Wy — ~ | = =
N1l luy_q uy-—q! A ) (121\1_1uz)(12N_1u4)_(12N_1u3)2 _lynN-1y3 0 LygN-1,2 _ZN 2
N &n=0 “n J\ y4&n=0 “n N &n=0 “n N n=0 un N n=0 un N n=0 unyn
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. (ReNzdut) (GEhbugyn) — (3Nt ud) (B ENZ udyn } R

o oot )G wh)-Gootiet o) |~ (S0cd ) (B RN ) + (BENZ ) (2w

5. Mutassa be, hogy mire szolgal a Cramer-Rao alsé korlat (CRLB): skalar paraméter esetére adja meg (1) alkalmazasanak
feltételeit (max. 2 pont); (2) szamitasanak maddjat (max. 2 pont); (3) az alsé korlat elérésének feltételét (max. 2 pont)!
Vezesse le a CRLB szamitas explicit 0sszefliggését arra az esetre, amikor a megfigyeléseink a becstlendé a paramétertdl
fliggd jel zajos mintai, és a zajrol feltételezhetjiik, hogy Gauss eloszlasu fehér zaj o;2 varianciaval (max. 3 pont)!

Megoldas: Cramer-Rao alsé korlat (Cramer-Rao Lower Bound: CRLB, skalar paraméter esete a jegyzet alapjan)

Barmely torzitatlan becsl6 esetében a becslés variancidjara alsé korlatot ad:| var(a) = CRLB(a)

A CRLB a fliggvénye. Megmondja mi az elérhet6 legkisebb variancia. Ha egy becsl6vel elérjik ezt a varianciat, akkor a becsl6t

hatdasosnak nevezzik. Maga a CRLB elvezethet az MVU becsl6hoz. A CRLB-re vonatkozo allitas:
Tételezzlik fel, hogy a mérési adatok valdszinlség sirlségfliggvényére teljeslil minden a esetében:

Ez az un. regularitasi feltétel, amihez az integralas és a derivalas felcserélhetbsége kotddik. Képezve

ugyanis a varhato értéket, majd az integralast és a derivalast felcserélve:

dl al a (7 0 3 1
E[ nf(z; a)} j nf(Z a) f(za)dz = _j flzaydz=-"1=0 Ekkor”bar.mely torzitatlan
da J_, da becslére igaz, hogy:

dinf(z;a) B
E[ da B
5 . -1
var(a) = |—E (6 lg];(zz, a)ﬂ

Egy olyan torzitatlan becslo, amelyik eléri a Cramer-Rao alsoé korlatot akkor és csak akkor talalhatd, ha:

dlnf(z; a) strukturaju, ahol g(z) és I(a) alkalmas fuggvények.

a I(a)(g(z) —a) | llyenkor a becslé @ = g(z), és a variancia minimum — o

Ismeretlen a jelparaméter varianciajanak also korlatja: A megfigyelt értékek egy a-tél fliggb jel zajos mintai:
x, = s(k;a) + wy, = s(a) + wy, k =0,1,...,N — 1; {w,} Gauss eloszlasu, fehér zaj ismert g2 varianciaval.
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e—% Z’;ﬁ’;&(xk—sk(a))z olnf(z;a) 1

ds (a) 2 . 2
f(z;a) = N da ol Lk= r=o(xx — sk(a )) £ a”;;(zz’“) = Lyn l(xk _ Sk(a)) 9? Sk(a) [655(61) ]
(2mo, )2 a Ow a
. 2 . , ® O'VZV
Képezve a varhaté értéket: | I(q) = —E ["’ZZL(Z”) — L yN-1 [asn(a)] Ezzel a becsiilt paraméter var(a) = ——*
Oa Iw da varianciajanak alsé korlatja: n=0|"gq ]

6. Tavolsagot mériink radarral: R = T% ahol 7 a reflektalddott elektromagneses hullam terjedési ideje, ¢ a fénysebesség. A

terjedési id6 megfigyelésére van Iehetosegunk 0sszesen négy megfigyelést vegzunk A megfigyelési egyenlet: z;,, = 75, + wy,
ahol wy, nulla varhato értékd, C,, = o3I kovariancia matrixd, Gauss eloszlasu zaj.

Valasszon olyan mérési modszert, amely minimalis varianciaju, torzitatlan becslést eredményez!

Vezesse le a becslés variancidjanak CRLB értékét, és fejezze ki a becsl6t és annak szérasat (max. 4 pont)!

Adja meg a numerikus értékeket is, ha zy = 95us, z; = 105us, z, = 97us,z; = 103us, g, = 4us (max. 1 pont)!
Ezt kdvetSen hatdrozza meg a tavolsag értékét és szérasat (c = 3 - 10° k—m) (max. 1 pont)!

Megoldas: Az egyiittes s(ir(iségfiiggvény logaritmuséanak a T paramétertd| fiiggd része: -3 (z—-UD)'C,' (z - UT)

R . 9, 1
Ennek derivaltja T szerint: o l_f (z-UDTC(z - Ur)] =UTC,'(z—Ur), ahonnan

illetve dinf(z,r) i

ot ot [_%(z ~UD'C, (z - UT)] =U"C,' (z—U) =U'C'U(U'CLIUITU" ¢z — o) = I(1)(g(2) — 1)
azaz a becsl6 variancidja; var(ty,) =1"1(r) = [UTCtU|™?

fML = [UTC‘;]"U]_]"UTC‘;]'Z,

A numerikus értékek érdekében:

1 0 0 ol[1 . _ 1 o2 o _ izt
1 o 1 0 oll1 4 var(tyy) = 171(10) = [UTCIU™ = GT,TML = [UTC;luI"WUTClz =2 21423 Z4
vrc,lu=—1 1 1 1] =,
Ow O 0 1 0|1 oW
O 0 O 1!I11 i\-ML = 100”5,\/ var(fML = \/Z = Z‘LlS
¢ .3-10° - . i 1o )
Ry = TuL = 10 > km = 15km, var(Ryy) = Ew/var(TML = ~ 300m
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