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A 2. hazi feladat megbeszélése:

1.1. Allitson el8 u(n),n=0,1,... diszkrét értéksorozatot multiszinusz

generator ,segitségével”, mégpedig ugy, hogy a diszkrét jel M = 100 co(n) go(n) co(n)
harmonikus komponensbdl alljon, az egyes harmonikus komponensek 1
amplitudoja egységnyi, kezd6fazisa véletlen, és a sorozat varhato értéke 1 N 1 R
pedig 1 legyen! A multiszinusz generdtort a jegyzet 46. 3abranak z 0 z Xo
megfelel6en készitse el! Ugyeljen arra, hogy a generalt jel a vizsgalt 1—2z71 1—2z71
Lrglrn/)el:nuatartomany egészében megfelel6 gerjesztést adjon (max. 3 ¢, (1) gi(0) c1(n)

Célszer(ien N = 2M + 1, a harmonikusok ™ frekvenciajuak . _><x1 l>_. 2 A

! N ! 1—2z71 ! 1 — -1

aholm =1,2,...,M.x, = 1. Az 6sszesen M harmonikus
mindegyikének fazisa [0,2] vagy [—m, ] tartomanyba eso

véletlen szam. A generalt jel valos (kepzetes resze nulla)! v | lgn-a @ cy_1(n)
2_7r 1 _.2_7'[
Cm(n) = e]Nmn) gm(n) = =€ ]Nmnlm = 0;1) ;N — 1;n = 0;1; vy z71 AN-1 z71 fN—
Xo = 1, xm=xj‘{,_m=gej9”m, m=1,..,.M 1—z1 1—z1

Vizsgalja meg, hogy hogyan alakul a generalt jel csucsértéke, és hasonlitsa
Ossze azzal az esettel, amikor a kezd6fazisok rendre nullak (max. 2 pont)!

1.2. Készitsen az el6z6 pont szerinti generator jelének, tovabba az ezzel a jellel gerjesztett rendszerek kimeneti jelének analizalasara
alkalmas rekurziv multiszinusz analizatort, ugyancsak a 46. abran lathatd elrendezést kdvetve, amely a bemenetére kapcsolt jelbdl
képes kiszamitani az abban levé harmonikus komponensek amplitudéjat és fazisat! Az 1.1. pont szerinti jel és az analizator altal
rekonstrudlt jel kiilonbségét dbrazolva mutassa be, hogy a generator-analizator par megfelel6en m(ikddik (max. 5 pont)!

Ehhez m(ikodtesse az analizatort, és nézze meg, hogy mit ad becsloként! A helyes mikddést jol illusztralja, ha az
analizatort 2N Iépésben futtatja, és kirajzolja a kiilonbségi jel alakulasat a vizsgalt tartomanyban!
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1.3. Ez az u(n) sorozat legyen a bemendjele a modellezendd/adaptalandd rendszernek, melynek atviteli fliggvénye (vagylagosan)
A_(l—r)z‘1 . (A-nz™t L (1-rz Y (1+z71) D: (1-r)z~1(1+z72) E: (1-r)z~1(1-z"1) E- (1-r)z~1(1-z72) (1)
"14rz=4 T T 1—-rz™4 " T 2(1-rz=%) ' T 2(1-rz=%) ' 2(1-rz=%) ' - 2(1-rz~%)

A multiszinusz analizatorral mérje meg a modellezendd/adaptalando rendszer kimendjelét, és a multiszinusz frekvenciakon — felhasznalva a
gerjesztés amplituddjanak és fazisanak értékét — hatdrozza meg az atvitel abszolut értékét és fazisat (max. 4 pont)!

Ennél a feladatnal minden harmonikus frekvencian meg tudja hatarozni az atviteli fliggvény abszol(t értékét és fazisat. Az
analizatort megfeleloen mikodtetve - N lépés utan - a megfigyeld és a generator komplex sulytényezdinek hanyadosa

ugyanezt az atvitelt kell produkalja! Itt lgyeljen arra, hogy csak az allanddsult allapot elérése utan mérjen, és a fazist
megfelelden értelmezze!

1.4. Az adaptalandd rendszert linearis kombinatorral igyeksziink modellezni. Ennek kimendjele

P(n) = wiu(n — 1) + wyu(n — 2)+... +wpu(n — P). (2)

Juttassa el a modellezend6/adaptalandd rendszert az allanddsult allapotaig, majd ezt kovetGen végezzen megfigyeléseket, és a rekurziv LS
modszer alkalmazasaval hatarozza meg (2) sulyozé egyltthatoit! Hany lépés utan itélte Ugy, hogy a rendszer kimendjele elérte az allanddsult

allapotat? Hany lépés utan dllitotta le a paraméterek LS becslését? (A linearis kombinator sulytényez6ibél alkotott allévektort W, a
regressziods vektort X jeldlje!) (max. 6 pont)

Az allanddsult allapot eléréséhez sziikséges ,,idot"/Iépésszamot a vizsgalt sz(ro sulyfiiggvényének vizsgalataval
hatarozhatjuk meg. Az allandosult allapotot akkor érjlik el, amikorra a sulyfliggveny lecsengett. Ennek mértéke
az Onok (kisérlet)tervezbi dontése! Hasonld megfontolas kell a rekurziv LS becslés leallitasahoz.
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1.5. Fejtse mértani sorba az (1) atviteli fliggvényt! Vesse 0ssze a sorfejtett alak és a linearis kombinator egyiitthatoit az (1)
atviteli fliggvény(l rendszer sulyfiiggvényével! (max. 2 pont)!

Itt a sorfejtés célszerlien a nevezopolinom alakjabdl addéddan a mértani sor szerinti. Ennek a sulyfliggvényt kell
kiadnia. Az LS becslés akkor jo, ha a P sulytényezd és a sulyfiggvény mintak hasonlo értékek.

2. Alkalmazza az 1.4. feladat esetére az LMS eljarast: W(n + 1) = W (n) + 2ue(n)X(n).

A paraméterek nulla kezdeti értékébdl indulva futtassa az algoritmust a (kozelitd) megoldas megtalalasaig. Ezt kovetden
r értékét csdkkentse g-val, majd folytassa a futtatdst az Uj megoldas megtalalasaig. A batorsagi/konvergencia tényezét On
valassza meg! Indokolja valasztasat! Rajzolja ki az egyitthatdk alakulasat az iteracios lépések fliggvényében (konvergencia
diagram)! Beadandd a program kommentezett listaja és az egylitthatdk konvergencia diagramja (max. 5 pont)!

A konvergencia diagramokat ugy készitse el, hogy azokon a paraméterek allandosult allapota egyértelm, értékiik
leolvashato legyen. A parameéter valtoztatast az el6zo beallitas végertékének elérését kovetden végezze, és tegye
egyeértelmden lathatdva, hogy a paraméterek mely értékrol mely értékre valtanak.

3. Végezze el a modellillesztést mindkét atviteli fliggvényre (r és r — q esetek) az
y) = aqu(n — 1) + ayu(n — 2) + agu(n — 3) — b1y(n — 1) — b,Y(n — 2) — bsP(n — 3) — byy(n — 4)

alaku, végtelen impulzusvalaszi modell alkalmazasaval is! Az illesztés soran a véges impulzusvalaszi problémara visszavezetés
modszerét (eguation-error formulation) alkalmazza! Beadandd a program kommentezett listdja és az egyitthatdk
konvergencia diagramja (max. 5 pont)!

Itt lehetdsége van a paraméterek pontos értékével valé 6sszehasonlitasra: tegye meg!
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4. Készitsen az (1) atviteli fliggvényl rendszerhez allapotvaltozds leirast! Alkossa meg a rendszer allapotainak becslésére
alkalmas Kalman prediktor programjat! A megfigyelési zajt és a rendszer zajt ugy generalja, hogy azok Gauss eloszlasu fehér
zajok legyenek R(n) = 621 és Q(n) = 021, kovariancia matrixokkal. A o,, sz6rast ugy allitsa be, hogy megfigyelt jel szérasa
a bemeneti jelszint 2%-a legyen! A o,, szorast pedig ugy allitsa be, hogy minden harmonikus komponens szorasa az
amplituddé 5%-a legyen! Az 1.1. pont szerinti bemendjel alkalmazasa mellett — a vizsgalt rendszer allanddsult allapotanak
elérését kovetéen — futtassa a prediktort mindkét esetre (r és r-g esetek), és dabrazolja grafikusan a hibarendszer
allapotvaltozéinak és a traceP(n) értékének alakuldsat a prediktor allanddsult allapotanak eléréséig terjedGen! Ne
feledkezzen meg P(0) alkalmas beallitasardl (max. 8 pont)!

n(n)l
(n) -
w(n _ - P
x(n+1) = Ax(n) + w(n) V] Korrekeid N\ 2+ 1) = 42() + G()e(n) . 900
y(n) = Cx(m) +n(w)  |y(n) €M) —/ $(n) = CR(n)
T e(n) =yn) —ymn) T
u(n)
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7.2. Jelek reprezentacioja jelterekben

N-1
Oy = (x,0,,),
X = Z Am ¢m» " m
m=0 m=201.. N—1,

apy = (x(t), Oy (1))

D= Y O () =
m=20,1,....

(—)

a(s) = Jx(t)@(s, t)dt
T

x(t) = fa(s)q')(t, s)ds
S

) o, , L, Emlékeztetd
Jelterek: az eukllde52| ter altalanositasai

Pm(n) = exp(] N mn) }

Diszkreét Fourier
transzformacio

2T

Om(n) = ~ exp( - j - mmn).

P (t) = exp(j2mmt),
0,,(t) = exp( — j2mmt).

¢(t,s) = exp(j2mst),
O(s,t) = exp(—j2mst).

} Fourier sorfejtés

} Fourier transzformacio

Fourier transzformacio: Az x(t) jelet szorozzuk az exp(—j2nf,t) komplex |

.7y . ;s . P OO\
exponencialissal, aminek hatasara a jel spektruma balra tolodik f,-val. :
Az integralas (lasd «a(s) szamitasa) végtelenil keskeny alulatereszto /\ Wi
szlirésnek felel meg, aminek eredménye a spektrum f,-beli értéke. 0 f,

Fourier sorfejtés: Az x(t) jelet harmonikus viszonyban lévo komplex exponencialisok segitségével irjuk le.

Az integralas (lasd «,, szamitasa) végteleniil keskeny alulateresztd szlirésnek felel meg, aminek eredménye a
spektrum értéke az egymassal harmonikus viszonyban Iévo frekvenciakon.

Diszkrét Fourier transzformacio: Az x diszkrét jelet harmonikus viszonyban |évd, diszkrét komplex

exponencialisok segitsegevel irjuk le.

Az 0sszegzés (lasd «,,, szamitasa) véges savszélességl digitalis alulateresztd szlirésnek felel meg, aminek
eredménye a spektrum kozelito értéke az egymassal harmonikus viszonyban lévd frekvencia poziciokban,

ill. azok koérnyezetében.
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7.3. Megdfigyelo jelfeldolgozasi feladatokra

A sulyozo egyttthatokat bemenet nélkili, diszkrét
integratorokban tarolt értékek adjak: xg, x4, ..., Xy _1

A
Co(m) go() co(n)
-1
z71 Xo z71 2
1—2z71 1—2z71
c1(n) g1(n) c1(n)
Z_l X1 l Z_1 56\1
1—2z"1 <:> 1—z"1
QAN n
cy—1(n) In-1(n) cn-1(n)
71 XN-1 % 71 R — %

1—2z"1 1—2z"1

A hibarendszer:
x(n+1)—%n+1) = -gn)c"(m)[x(n) —x(n)],
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Emlékeztetd

Py a bazis-rendszer
akent all elo, és a bazisvektorok
mintabol allé diszkrét jel.

X(n)

A mérendo jelrdl azt tetelezzik fel, ho
elemek linearis kombinaciojakent all e

144

dimenzidjanak megfeleld

X(n+1)

A

Z—l

X(n+1) =x(n) +yn),
Z—l

v =z 147224

1—2z1

Jelolés: {c,,(n)}, {gm(n)} jeldli a bazis/reciprok bazis
rendszereket, m,n = 0,1,...,N — 1.

m: , diszkrét frekvencia” index

r a jelet generald thote,tikus
rendszer allapotvaltozoi.

x(m) = [xo(W)  11(n)
X = [fo() £~ S BSue e 9

A hipotetikus jelgenerald rendszert leird egyenletek:
x(n+1) =x(n); ym) =c" (m)x(n),
A megfigyel6: X(n+1) =X(n) + gm)c' (m)[x(n) —x()]

x(n+ 1) —x(n+1) = szo(l — g(k)c" (k))[x(0) — %(0)]

n: ,diszkrét ido” index

xy-1(n)]

N—1 Ez viszont teljesdl, ha {c,,(n)}, _ ) _ , L, ,
1_[ (I — g(k)cT (k) = 0. | és {gm ()} bazis/reciproKL bazis A diszkret Fourier transzformacio (DFT) eseten:
k=0 part alkotnak (mn = o 1 o
0,1,..,N—1)! {cm(n) = exp (ijn)}, {gm(n) = €XP <—jwmn>}



A rekurziv jelreprezentacio sajatossagai: Emlekeztetd

(1) Soros-parhuzamos atalakito (2) Folytathatdsag, decimacié co(n) go () co(n)

(3) Csuszé-ablakos/rekurziv transzformacio (4) N csatornas szlr6 ~1
(a) A diszkrét integratorok kimenete 1 | x % % 1 | %
(b) A diszkrét integratorok utani keverdk kimenetei = =
Keverés-integralas-kevereés helyett savsziires: ey (n) 910 ¢1(n)
gm (M) (M) Gm(M)cm(n + 1) cm(n + 1) l

A

N
AR
=

(=Y

\ /7

v

gm(n)cm(n) cm(n) Z—l X
1 C
ﬂé“ 1z =é_>4’é 7zt > % % 1-2z7 y 1-z71
Y H H

% cy-1(n) In-1(n) cn-1(M)
A A A
ezzel az atalakitassal
s C (Tl + 1) -1 -1 xN—l -1 9]
az elrendezés e — Ho(2) > Y(0) z z Ry

fuggetlen lett az n 0D
diszkrét idévaltozotol! ymy 1 >Y(1) 1 zpz'!
A DFT esetében , . T () = Hp (2) _ N1—=2zyz!
: : m(Z) - 1+ ZN—lH - 1 P Z_l
cm(n+1) 2T 1 n=0Hn(2) 1+4yN-1_ZnZ _
m _ M=, _ N&n=01 — 7 z~1
(1) - = ‘m Im(M)cym(n) = N wHy_1(2) »Y(N = 1) n
T,,(z) alternativ megvaldsitasa:
1 =1
— Zm 1ono1_ ZnZ Tp(z) == (1 —z7N) 22—
\ Hé_. Hy(z) = —2n=0Mn(2) NIn=07 7 ;7 VR e
-1 L = = — s 7 sy 7
1 z > P 1+¥nsoHa(2) L1 SN=1 znz~! Hp(z) alternativ megvaldsitasa:
N ~n=0 1— ZnZ_l

1 _ _1 zpz~1 _
Hp(z) =2 (1 — 2 My 22— v
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Emlékeztetd

= St - (N
T - i";zl_l L y(0) 1 \ ANANARE. (EwTZwT
=1 ] Hy(2) >Y(0) ym [ . — N \/ \/ \/ \/
Y| @) cvay N TE - ?;Z_l — Y(1) L
fy-1(2) > Y(N —1) 2 fNZ‘NlZ;_l — Y(N-1) ! \/\r {f sin
- \/v«
Rezonatoros struktira Lagrange struktara

m = 0 esetén (z, = 1) megegyezik a cslszo

Hp(z) = 2 (1 — 77Ny pizg 2t " N T =1 L1—zM 12722211_ ablakos atlagol6 atviteli fiiggvényével:
ZnZ m N+1 NwT
. . X(2) 197N . e )2 9T sin——
T, (z) impulzusvalasza/sulyfliggvénye az m-edik (reciprok) bazisvektor, H(z) = Yg) =5 oo H(eeT) =5— T
amely N mintabdl all. L R
T (Z) =z 77 4 (2,27 )2 4 (2,27 )3 + -+ (2,27 )N > Y(m) = Ez olyan amplitudo-karakterisztikaju szuro,
" " " " NT: amelynek savkdzepe nem nulla frekvencian,
=% y(n N)(e ) +y(n—N+ 1)(e 4o (e m) y(n — 1)] hanem a 1z, gyOktényezd altal kijelolt
- 1 e —(N—D) frekvencian, azaz a mintavételi frekvencia
= % _y(n — N)(efwm) +yn=N+DEm) 4.4+ (I¥ y(n — 1)] = m/N-szeresénél van. A sz(ir§ a N szélesséq(i
] ablakra nézve periodikus jelek komponenseit,
210 2 (N-1) o e re 1z vy s .
=M ) +ym—N+ (e 77 ) +ot (e7m) Ty — 1)] a m-edik kivételével, tokéletesen kisz(irik, mert

a harmonikus frekvencia poziciokban a

Véges impulzusvalaszu szlir6, mert szamlaldja oszthatd a nevezbjével. Szamlaldj RN
eges impulzusvalaszu szuro, mert szamlaloja oszthato a nevezojevel. Szamlaloja s7amlalé atvitele nulla.

az un. fés(is sz{ir6t valdsitja meg, amelynek m index(i fogat a pdlus ,kitori”.
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p— A Lagrange interpolacio frekvenciatartomanybeli megvaldsitasara alkalmas. Az egyes
0

1—zz1 | Y(0) csatornak atviteli fliggvényei a Lagrange polinomoknak feleltethetok meg, a
ym 1 frekvenciatartomanybeli interpolacié pedig ezek linearis kombinacioja révén jon létre.
(- z M | azt | , , » "y
N 1—2zz1 YD) Hz) =3N3w, T.(2), w, = H(z,), Un. frekvencia-mintavételi eljaras: FIR sz{irék.
Stabilitas hataran lévo rendszer, mert rezonatort tartalmaz, amely bemeneti jel
Zn_12 ] nélkil is képes kimeneti jelet produkalni, ha nullatdl kilonb6z6 kezdeti értékrol

= Zy_127 1 Yv-1

inditjuk @ mdkodését. A pdlus-zérus kiejtés nem lesz tokéletes.

Lagrange struktira A numerikus/stabilitasi problémak csokkentése : (@) az 1-z7" polinom helyett

51 N-l(1 —z,z71) valésitandd meg, mégpedig azonos mddon, mint a podlusokat. (b)

—1l s Ho(2) >Y(0) Rezonatoros strukturat alkalmazunk, ahol az egymast kiejtd zérust és pdlust ugyanaz a
hardver valdsitja meg.
ym | bl H@ .Y (1) Ja Mey

A megfigyeld alapu (rezonatoros) struktura kedvezobb tulajdonsagokkal rendelkezik, mint a
Lagrange struktura. Minden olyan feladat ellatasra alkalmas, amire a Lagrange strukturat

kitalaltak, szamos egyéb lehetdséget is kinal: (a) Lagrange interpolacio tetszoleges (de
Hy-1(2) » Y(N —

1 kilobnbdz0) rezonator pdlusok esetében; (b) tetszOleges atviteli fliggvény podlus
Rezonatoros struktuira megvaldsitasa.

Valds egyiitthatos, ill. valos egylitthatds formara hozhatd atviteli fliggvények gyokei vagy valdsak, vagy konjugalt komplex
parban jelentkeznek. A z,, komplex rezonator polusnak a z;, = 1/z,, = z;;} konjugaltja mindig fellehetd.

A 100%-ban negativ visszacsatolasu rezonator-struktira kedvez6 tulajdonsagai analdgiaba

hozhatdak a hasonloképpen visszacsatolt miveleti erdsit6 tulajdonsagaival: az igen nagy -
hurokerdsités nagy pontossagot tesz lehetove.
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Kapcsolat a Lagrange interpolacios polinommal:
Adott {x,, x4, ..., xy_1} Un. alappontok felett egy fliggvény értékei: vy, = y(xo), y1 = y(x1),-.. Yn—1 = Y(Xy_1).

Az ezeken a pontokon “éthaladé” Lagrange interpolacios polinom Az Gsszefliggések egybevetésével lathatd, hogy a
Y(x) = 1_[” 1 (x — x )z ahol @ = Ym frekvencia-mintavételi eljaras a Lagrange
n=0 M ham—0X — X m N1 (x,, — ) interpolacionak felel meg, és az is, hogy nem csak
n#m az N-edik egységgyokok esetében hasznalhato.

Kapcsolat az Hermite interpolacios polinommal:

(tdbbszoros rezonator pdlusok esete)
Ha az x,, alappontban egy filiggvénybol N,(m) szamu adat (érték, els6 derivalt értéke, masodik derivalt értéke, stb.) all
rendelkezésre, akkor az un. Hermite interpolacids polinom: ill. a megfeleld digitalis sz(jr(’j-kész|et-

Y(x) = HN_l(x — %) No(™) Z _ami®’ H(z) = HN_l(l — 2,z H)No() Z AmiZ
n=0 " m=0 (X — xm)NO(m) n=0 n m=0 (1 — ZmZ_l)NO(m)

amelynek ko0z6s zérusai, a Lagrange interpolacidhoz hasonldan
elGallithatok a kozOs visszacsatolas segitségével. A kilonbség
csak annyi, hogy a multiplicitasnak megfeleld szamu rezonator
sorosan kapcsolodik.
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A rezonator alapu rekurziv diszkrét Fourier transzformator (RDFT) struktira tovabbi alkalmazasai:

—>

REZONATOR

—>

A 4

v

ym) I N

| —

A rezonator alapu rekurziv diszkrét Fourier transzformator jelUtjainak megforditasaval - ezzel az un.
transzponalt struktirahoz jutunk - egy N bemeneti és egyetlen kimenet(i sz(ir6t kapunk. Ez egy
parhuzamos-soros atalakitd, amelynek bemenetére N |épésenként elhelyezett bemeneti érték
(,impulzus™) sulyozza az adott bemenethez tartozé komplex exponencialis bazisfliggvényeket: ezek
linearis kombinaciojaként jon Iétre a generalt jel. A transzponalt struktura tehat egy jelgeneratort
valosit meg. Az ebben megvalodsuld visszacsatolas biztositja, hogy az egyes rezonatorok ne éljenek
,0Nnallo életet”, pontatlansagaik a m(ikédés soran ne akkumulaldédjanak, mint a visszacsatolas mentes
rezonatorok esetében.
Csak paratlan harmonikus komponenst tartalmazd jelek esetén érdekes lehet a —1
egyseggyokeire alapozott bazis/reciprok bazis készlet, ill. transzformacid. Ilyenkor az elso
bazisvektor egy félperiodusi komplex exponencialis, a masodik egy masfél periddusu, stb.
Ilyenkor Hp(z) = —z~N, azaz a N |épésnyi késleltetés mellett fazist is fordit.

— Hy(2)

— H,(2)

\ 4

Hy_1(2)

> Y (0) Ha az elrendezésben az 1/N tényez6 helyett a/N szerepel, ahol 0 < a < 1, akkor a csuszé
>Y(1) ablakos transzformaciét kombinalni tudjuk az exponencialis atlagolassal. Ez azt jelenti, hogy

az egymast kdveto, N hosszusagu blokkokat felejtd hatassal atlagoljuk.

ZnZ
NZn 01 nznz az N az™ N a(l—a)
»y(N—1) Hp(2)= e P == -
> Y( ) Z,z "1 1—zN+az?¥ 1-1—-a)z7VN
1+ NZ" 01 —2z,z71 \1\/ >
Ho(z)=az V" +a(l—a)z7? +a(1 —a)?z73N + ..., a({l\_ a)Z/l\ /l\a

Tovabbi transzformaciok megvaldsitasa: x=Ty=V,Fy, x=Ty=V,Wy, x =Fy=V;Wy

Méréselmélet 10. el6adas, 2022. majus 4. F: Fourier W: Walsh V1, Vo, V3: négyzetes matrix 12



A rezonator alapu megfigyelo, mint univerzalis jelfeldolgozo eszko6z N1 GnZ

C o ae 1 YN-3H,(2) n=071_z z-1
Altalanositsuk a rezonator atviteli () = mZ Erzel Hp(z) = 0 _ n’_
fuiggvényét kovetkezképpen: Him(2) = 1 — Zpmz ! ' 1+ ¥050Hn(2) 4 +yN-1_InZ

’ , ’ , , N—1 -1 1 0 1-— ZnZ_1
Ha veges impulzusvalaszu (FIR) viselkedest akarunk biztositani, akkor 1 Z — = ’
a Hp(z) 6sszefliggés nevezdjének az alabbi kotést kell teljesiteni: n=0 1 “nZ [Zo(1 = zn271)

mert ekkor lesz Hp(z) z~* polinomja, azaz véges impulzusvalaszl. Ehhez a {g,,,} és az {rm = ‘Z—m}: Megjegyzések:
g = Zm 1 1. A rezonator polus poziciok szabadon megvalaszthatok (de legyenek
m T N-1 N-1(q1 _ —1y | kiilonb6z06k).
—0 (1 — z,z,, —0(1—2z,z . . - . s
7’:;31( nem ) ::;1?1( nZm ) 2. Ha a rezonator podlus pozicidk az N-edik egységgyokok, akkor 7, =
1/N minden m-re.
Ha végtelen impulzusvélasztl (IIR) viselkedést akarunk, és adottak a megvalésitandé Pm, m=0,1,...,N — 1, akkor:
N gzt TN = paz) “1(1 — pyzah) “1(1 = pyzah) A szuro IflmenOJeIet mlndkeF
14 Z In n Im = Zm 12 2 1);rm = 11—, ) esetben is az egyes csatornak
n=01=2,2"0  INZ3(1 = zpz™1) n=0 nem nm /| kimeneteinek linedris
nEm n+m
Megjegyzés:

kombinaciojaként kapjuk.
A rekurziv jeltranszformatort, tovabba FIR és IIR sz(ir6t megvalodsitd egyarant alkalmas rezonator-alapu jelfeldolgozo struktura
fontos tulajdonsagai:

(a) A jelet komponensekre bontja, majd (szlikség szerint) linearis kombinacié képzéssel szintetizalja.

(b) A rezonancia frekvenciakon a hurokerd@sités végtelen, ezért az atvitel paraméter-érzékenysége — a kimeneti linearis kombinacio
sulytényezoit leszamitva — ezeken a frekvenciakon nulla, az atvitel pontossagat kizardlag ezek a sulytényezok befolyasoljak.

(c) A rezonator polus poziciok szisztematikus megvalasztasaval stabilitasi és numerikus szempontbdl egyarant kedvezd szamitasi
elrendezéshez jutunk.

Méréselmélet 10. el6adas, 2022. majus 4.
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A rezonator alapu megfigyelo univerzalis jelfeldolgozo eszkdz: 6sszefoglalas
N “m A rekurziv jeltranszformatort, tovabba FIR és IIR sz(ir6t egyarant megvaldsitani
Ar z 1

képes rezonator-alapu jelfeldolgozd struktira fontos tulajdonsagai:

v

(a) A jelet komponensekre bontja, majd (sziikség szerint) linearis kombinacid
N=6 képzéssel szintetizalja.
4 (b) A rezonancia frekvenciakon a hurokerOsités végtelen, ezért az atvitel
s g paraméter-érzékenysége — a kimeneti linearis kombinacio sulytényezoit
leszamitva — ezeken a frekvencidkon nulla, az atvitel pontossagat kizarolag

—1 | HO(Z) > Y(O)

v

Ly Hi(2) » Y (1)

v

Yy (n):v

A 4
|
S|
~

=

ezek a sulytényezok befolyasoljak.
- = (C) A rezonator polus poziciok szisztematikus megvalasztasaval stabilitasi és
s Hy-1(2) > Y(N —1) numerikus szempontbdl egyarant kedvez6 szamitasi elrendezéshez jutunk.

2|~
\

Rezonatorok megvalositasa valos aritmetikaval: masodfoku, valos egyiitthatds rezonator alaptagok
Valos egyiitthatds polinomok gyokei vagy valdsak vagy konjugalt komplex parok. Ugyanez igaz a beldlik szarmaztatott rezonatoros
alaptagokra. A parok 6sszevonasaval masodfokd, valds egyiitthatds rezonator alaptagokhoz jutunk.

ElsC lépésként a konjugalt komplex-par alaptagok Osszegét képezziik, ezzel az atvitel valds részének kétszeresét kapjuk. Itt

4 L] . V4 . _1 V4 V4
felhasznaljuk, hogy z,, konjugaltja z,,;*, es r,, valos. vz 2 (1 — ztz~ D) 4 1 zlz = (1 — 2,27 1)=

-1 -1,-1 -1 -2
TmZmZ YmZm Z Z CcoSy, — 2z = 21 (2~ cos ¢, — 2-2)
1 1.1 = 4m — — = 2Re[csatornay, ] m m
1—-2zpz 1—2zp'z 1—-2z"1cos ¢y, +z . . L »
-1 -1,-1 1 o tmZmz (1= zpz7") —tmzmz (1 —zpz )=
TmZmZ TmZm Z z- sing,,

= 2jIm[csatorna,,] = j2rpz~!sin¢,
1-—zp,zVA—-zlzY)=1-(z,,+z;)z7 +2z72% =

Méréselmélet 10. el6adas, 2022. majus 4. =1-2z"1cosp, +z72 Y

— — i2
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Az un. direkt strukturaju masodfoku rezonator alaptag/kiszamitasi vazlat

» »

A%
2T,

Masodfoku rezonator alaptag/kiszamitasi forma variaciok: Nagyon nem mindegy!

-1
Zco;((pmi

> 2Im

sin(@m)

cos(@m)

—* 2Re

2

21,

» Y o

> » Z

cos(Pm)
Jr

A

> Y (0)

sin(@m)

-1 — Hy(2)
»Rre — Ezeket 6sszegezziik a visszacsatolasban!
ym) | | Hi(2)
*Wm —> 2Re * Rew,, — 2Im * Imw,, T
»o1m A kicsatolas sulytényezdje frekvencia- TG
mintavételi eljaras esetén! Iy

.Cos((pm) > '2Reym(n) 2Reym(n) = [cos ¢, —1] L’ilgll)]
e(n) 2n, ya®+1 1 am ] -1 xz(n%
[ x(n+1 x2(n) 2Imy,,(n) = [sing,, 0] lxl ()
sin(@;,) > Zlmym (Tl) ’
lx1(n + 1) _ [2 cos ¢, —1] lxl(n) N [zrm] o(n) e(n) 2m coswmaicl(n+ 12 —
x,(n+ 1) 0 1lx,(n) 0

Ortogonalis rezonator alaptag/kiszamitasi forma:
lxl (n+ 1)] _ [cos bm
x,(n+1)]

sin ¢y,

—sin q,’)ml lxl (n)

cos ¢,

X2 (n)

Zrm cos ¢,
27y, SIN ¢y,

—Singm,

singy x2(n + 1)

l e(n) "

” x2(n) -

>

COSQPm

>Y(1)

x1(n)
> 2Rey,,  2Rep,,(n) =[1 0] lxl(n)

> z »—>2Im7y,, 2Imj,,(n) =[0 1] l

» Y(N—-1)

Allapotvéltozds leirds:

Gondot okoz (1) a szamitasok un.
dinamikatartomanya, és (2) a
véges szamabrazolasi pontossag.

x5 (n)

x1(n)

x,(n)]

A struktira egyértelm(i elonye a kedvezo dinamikatartomany. Hatranya, hogy a rezonator polus pozicid origotdl vald
tavolsagat a sin? ¢ + cos? ¢ = 1 Osszefliggés felhasznalasaval allitja be, ami a valdsagban, a véges szamabrazolasi pontossag
kdvetkeztében [sin? ¢],

hogy a (nem-elfajuld) szorzéteényezok szama nagyobb, mint a direkt struktura esetében.
Méréselmélet 10. el6adas, 2022. majus 4.

+ [cos? ¢l

= 1 formaban valosul meg. Itt [...],

a kvantalas muveletét szimbolizalja. Tovabbi hatrany,
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Tulcsordulas fixpontos aritmetika esetén:

A dinamikatartomany probléma egy masik vonatkozasa, hogy milyen kovetkezménnyel jar a /7
-

X1

tulcsordulas fixpontos aritmetika esetén. A hatas mindenképpen nemlinearis, de nem mindegy,

hogy ennek kdvetkeztében a rezonator belsd energidja nd vagy csokken. Az abran ferde ellipszis
lenne az azonos energiaju pontok mértani helye, ha nem lenne tulcsordulas. ]

Ha attériink fixpontos abrazolasra, akkor ez a ferde ellipszis metszi a szamabrazolasi tartomany felsd hatarat, amire[reagaini kell.
Szokdsos megoldasok a kdvetkezdk: (1) kettes komplemens érték érvényesitése; (2) telitbdés: a maximalis érték helyettesitése;

(3) nulla helyettesitése.

Mindharom stratégia esetén el6fordulhat, hogy a ferde ellipszisen kivilli (Gondoljunk arra, hogy nulla bemenet esetén az
iaji jelszintet eredményez. oszcillator a belsO energiajanak/kezdeti értekenek

megfelelden produkal kimend jelet.)

»
>

Ugyanez nem aIakuI ki az ortogonalis rezonator esetében, mert a
thlcsordulas utan alkalmazott stratégiak mindegyike kisebb energidji A dinamika-tartomany, a szorzas-szam és tulcsordulas

pontba viszi a rezondtort, hiszen az A&llapotvaltozok vektoranak esetén mutatott tulajdonsagok egyittes
végpontja ferde ellipszis helyett kor! kompromisszuma az un. hullamdigitalis rezonator:

xi(n+1) 0 cos(on) ~ ~ lxl (n) Hasonlosagi transzformaciok:
> ;1 - »»—» 2R 2R = |cos +1 ¢ -1
AN R | P 2Rednm =eosfn o contn - ol x4+ 1) = ax) + Butn)
g [ l SIn(¢m) » 2Imy,, 2Imy,,(n) = [sing,, sind,] lilgz) y(n) = Cx(n) + Du(n)
. 71 p 2 _
xz(n+1) x5 (n) x' = Tx(n)
lxl(n + 1)] _ l cos ¢, cos ¢, — 1] lxl (n) rm ) A transzformale . X (n+ 1) = TAT 'x'(n) + TBu(n)
o+ D] T lcospm+1 cosdm |l T lml € rendszer mtrixai: ~ ¥(m) = CT~'x'(n) + Du(n),
Itt a dinamika viszonyok alakulasat fekvo, ill. allo eIIipszisek jellemzik, A = TAT-1 B' = TB
igy a tulcsordulas esetén mindig alacsonyabb energiaju pontba kerdliink. o
Méréselmélet 10. el6adas, 2022. majus 4. C'=CT ! D'=D r




Néhany példa a hasonlosagi transzformacioval torténo attérésre:
Ha a direkt struktirarol az ortogonalis struktirara akarunk attérni, akkor ezt egy olyan transzformacid valdsitja meg, amely

_ [2cosg,, -1 121, , lcossom —sinwml ,_ ZTmcoswm]
A _[ 1 o] B _[ 0 ] A B

matrixokat SMPm - COSPm 2TmSiNPm matrixokba transzformalja.
C =[cospyp, —1] D=0 C'=[1 0] D'=0
. - a b , ) 2rmcoscpm] a b][2r a b
= | = = m ! — — —_
Keresslik a T transzformaciot T [C d] formaban! B 2" sing, [C J [ 0 ] C'T=[1 0] [C ] [cosp,, —1],

ezért a = cos@y, b = —1, c = singy,, végilaz AT = lcos<pm —Sin<pml lcos<pm _dll — lcosq)m _dl [ZCOfQDm —01] —TA

Osszefliggésbo — ] , , , - . wr .
J= Ogg = [C?S‘pm 1 | Megjegyzés: Ha csak az allapotatmenet matrixra vonatkozo eloirast akarjuk
= U, azaz singy, 0 fenntartani, akkor a transzformacié fennmaradd szabad paramétereit

masképpen is rogzithetjik: ebben az esetben a becsatolas és a

Ha a direkt struktdrarél a hullamdigitalis kicsatolas vektorai a megadotthoz kepest elteroek lesznek.

strukturara akarunk attérni, akkor

, COSPm cos@p, — 1 Tm -
_[2cosp,, —1 _ [21y, o A = [ l B’ = matrixokba
A _[ 1 " o] B _[ 0 ] matrixokat , cospm + 1 COSPm , [rm transzformaljuk.
C = [cosp,, —1] D=0 C' =[cosp, +1 cosp,, —1] D'=0
1;
Keressiik a T transzformaciét T = [? Z] formaban! B’ = lrm] = [CC" Z] lzgm], Ebbdl: a =05 c =05 [ i 1]
m . — U. — V. —
T =05 .
C'T = [cos@,, +1 cose,, —1] l(;'l Z = [cosp,, —1], Ebbdl: b = —0.5 d = 0.5 1 1

COSPm  COSPm — 1] 0.5 —0.5]_ [0.5 —0.5] [ZCoscpm -1
cosQ, +1 CoOSPm 0.5 05 0.5 05 1 0
Méréselmélet 10. el6adas, 2022. majus 4.

Ellen6rzésképpen: A'T = [ ] =TA
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Ha a direkt struktirarol a transzponalt direkt struktirara akarunk attérni, akkor ezt egy olyan transzformacié valdsitja meg,

amely az 2cos<p cose
J— ! m !/ m

a=[Fosom N g2 A o B—l . N
matrixokat matrixokba transzformalja.

C =|[cosp,, —1] D=0 C'=|2r, O] D’

A transzponalt struktarat agy kapjuk, hogy a jelfolyamgraf valamennyi nyilanak iranyat megforditjuk, a kimenetet bemenetként, a

bemenetet kimenetként hasznaljuk.

2C0SQy,

Keressik a T transzformaciot T = [CCL Z] formaban! AT = _q 0] lc d] = lc b lZCOS(pm _01] =TA

__[2acos@,, + ¢ 2bcosg0m +d [2acos<pm + b —a] _ ) - -
T = [ 2ccospy +d  —c| = TA Innen felhasznalva, hogy b =c¢, tovabba

—a
coSQ b1 127 Egys;gru péI_cIa, 2 transzpon,éllt Stl‘ukttlll‘? ,glkalmazéséra: No1
= l m] l [ m] Linearis kombinatorral megvalositott FIR szuro: y(n) = z wix(n — k)
x(n) » 771 » 771 > 771 z71 K=o
a b Probléma:
= [27n O] lc gl =leosem = wo|  w]  we]  ow J . ymy Tobb-bemeneti
A transzponalt struktira: 0sszegzo igénye!
_ COsom =L p=— 1, coson x(n) > >
2rm 27’ 21’ 27m A w3 W, wy Wo Kétbemenet
I I N R I TN ST IR N R . y(m) Osszegzoket igényel!

_— 1 [cosgom —1 ]

2r, L =1  cosonl A megvalositashoz  1mplementaciés gondok: kvantalds okozta oszcillaciok,

valasztott struktura  yerekitések torzitd hatdsa, paraméterérzékenység, stb.
Méréselmélet 10. el6adas, 2022. majus 4.  nem mindegy!




Vannak jo és kevésbé jo strukturak/kiszamitasi modok! Az un. ortogonalis struktarak altalaban:

Az ortogonalis strukturakat ugy definialjuk, hogy az [x(n)+ 1)] =T [x(ng Itt x(n) a rendszer allapotvektorat, y(n) és
y(n u(n u(n) a skalar kimenet és a skaldr bemenet
formajl rendszerleirasban, a T*T = I, azaz TT = T~1, azaz T ortogonalis matrix.  diszkrét id6fliggvényét jeldli.

Képezziik a fenti dsszefiiggés mindkét oldalanak énmagaval vett skalar-szorzatat!

x(n+1)
X+ D)yl

N-1

= [x"(m) uM)]T'T [X(") Kifejtve: Z:;:x;% (n+1)+y*(n) = z xig (W) + u?(n).

k=0
N—-1 N—-1

Ha feltételezziik, hogy a bemenet nulla, azaz u(n) = 0, akkor z xi(n+1)— Z xi (n) = —y?(n) alakban irhato.
k=0 k=0

Eszerint, ha van nem nuIIa kimen6je| akkor az éllapotvéltozék altal hordozott belsd energiénak csokkennie keIII

AL 4

fliggetlendl a magara hagyott rendszer bels6 energla]at disszipalni fogja, és igy un. hatarC|kIus oszcillaciok nem alakulnak ki.

Ez a fgltétel teljesithetd a rezonatoros struktura esetére! lx(n +1] [ A - GC G] lx(n)
A =diag(zo, 21, 2n-1) G = [20\Ty z1NT1 - Zn—1NTw-1] G = ACT y(n) u(n)
=[Vio V11 - +Tv-1] jeldlésekkel, ahol a felsd vesszd most transzponalast, a ,T” pedig a transzponalt konjugaltat jelél:
T T
T =1 = [(A - G0 ¢ ][A “6C 6 5 U-60TA-60)+CTC=1=A" A- ATGC - CT6TA+ CTGTGC + CTC =1,
GT L v J V J
eV =0 =aTc— CTCTC = AT ACT — CTCATACT= ¢T —=CTC T I Cc'¢c Cc'c C'cC'c
A-60TG=0=4T6-CTGTG=A" AC C'CA'AC'=C" —CCC AN
G'G=1=cATAC"=c T I I N-1 A feltétel akkor teljesiil, ha: N-1 .
. Z r. = 1| Ennek részletei hamarosan! Zm Jm =
m=0

EN_lrm -1 = Most csak annyit, hogy az RDFT esetén:
Az r,, értékek csatornanként megoszthatok a

bemenet és a kimenet kdzott (Iasd késobb)!

- . =0 L 1
Méréselmélet 10. el6adas, 2022. majus 4. T = E,Vm-re.
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Q = diag(rs L, L, ..., 7y 11) matrixszal, akkor

Megjegyzés: Ha az a’IIapotvéItozék altal hordozott energiét sulyozzuk a
N-1 N-— N-— 1

z xi(n+1)— Z xi (n) = —y?(n) helyett Z xZ(n+1)— Z —xk (n) = —y2(n) adodik.
k=0 k= k=0 Tk k=0T

Ilyen energiaviszonyokat akkor kapunk, ha: A = diag(zy,z4,...,Zy—1), C=[1 1 - 1], G =[Zo70 z111 = ZN-1TN-1],
Ezzel viszont az eredeti formaban bevezetett rezonatoros struktirahoz jutunk!

A korlatossag feltétele rezonator alapu megfigyeloknél:

KedvezOk azok a szamitasi eljarasok, amelyek passzivnak tekinthetok.
Ezek tipikusan - a strukturajukbol adoddan - a paramétereik értékétol fliggetlendl korlatosak, nem novelik a jelszintet egy bizonyos

érték folé. A rezonatoros struktlra esetében a visszacsatolt rendszer 6sszegzett kimenetére vonatkozo atviteli fliggvény
alaku, ahola = a(w) ésb=b(w) a2 +b2<(1+a)2+b% 0<1+2a, |a=-05

T, > 0,V m-re.

a+jb N _
Hp(2) o =T valos értekek, a hurokerosites , - .
z=eJoT 1+ a+jb valds és képzetes részei. Annak feltetele, hogy peldaul |[Hp(z)| < 1 legyen : a = —0.5.
Mivel * . az a > —0.5 feltétel z
grz ™" gkZ —gz +gz—gz Y 11 2oy pee .
a = Re Z Hy(z) ill. 2a = z L “ — + ] 2 i Lk — S értékétdl fliggetlendil
T ~ ZkZ a Zk B teljesil, ha
EkkOI‘ z=el® N—1 Ik -1 Ik -1 -1 :
N—1 N—1 ~ —Re P (2 —ZxZ T — Zy Z) + jIm Z (ZkZ — Z Z) i
R Ik | _ B z 2—zpz =z 1z =1 m1=0
e Z_ = Tk <1 =0 k k Zk
k=0 17K k=0 Megjegyzések: 1. A rekurziv DFT esetén 7, = % Vk-ra. k=0L..N—-1

2. Az exponencialisan atlagolé DFT esetén r, = 3 Vk-ra, 0 < a < 1.

3. Stabil sz{ir6k esetén mindig létezik olyan rezonator—polus készlet, amelyre ZN

4, Stabil sz(ir6k esetén azr,,, m =0,1,...,N — 1, pozitiv szam.
5. A tulajdonsagot strukturalis passzwltasnak nevezzik, a paraméterektdl fiiggetlen, egyedil ZN

Méréselmélet 10. el6adas, 2022. majus 4.

7. < 1 teljesul.

1. < 1 teljesitendd!
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