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a mérési bizonytalansdg meghatdrozdsdnak dj megkozelitésérol.

Osszeillitotta: dr.Pataki Péter

A 70-es évek végén fogalmazédott meg az igény a mérési bizonytalansig
értelmezésének, meghatdrozdsdnak és megaddsi médjdnak egységesitésére,

harmonizdldsdra.

Egy, a BIPM 4ltal szervezett munkacsoport jelentését [1] 1981-ben ajdnlds
form4jdban megjelentette a CIPM [2]. Ezt az anyagot vette 4t 1986-ban az
ISO/IEC és kiegészitések, fejlesztések és harmonizédldsok utdn 1992-ben az
ISO, IEC -nemzetkozi szabvanyiigyi- és az OIML, BIPM -nemzetk6zi mérésiigyi-
szervezetek kozosen megjelentették az "Utmutaté a mérési bizonytalansdg

kifejezésére”. cim( 91 oldalas "kézikonyvet". [3].

Az emlitett forrdsok az alapjai a kiilonboz8 nemzetkozi (pl. WECC [4]) és
nemzeti(pl. NIST [5], NPL-NAMAS [6], PTB-DKD [7]) ajanldsoknak,
dtmutatéknak. Ezek az utébbi években sziilettek, illetve sziiletnek.

A r16vid torténeti A4ttekintésbl és az emlitett kiadvanyok tartalmdbdl
kitnik, hogy a mérési Dbizonytalansdg meghatdrozdsdban egyrészt j
szemlélet érvényesiil. Mdsrészt ezen Gj megkozelitds nemzetkdzi

harmonizé4ciéja is megtortént az elmilt évtized sordn.

Jelen Osszedllitds célja bemutatni a mérési bizonytalansdg meghatdrozdsdnak
dj, egységesitett moédszereit és kitlzni a magyar mérésiigy el6tt 4ll6
feladatokat annak érdekében, hogy a nemzetkozi gyakorlat hazai honositésa,

elterjesztése megtorténhessen.



A_mérési_bizonytalansag tulajdonsigai és csoportositdsa
A mérési Dbizonytalansdg a mérés mindségjellemzGje. Fogalmilag és
tartalmilag is mds mint a hagyomdnyosan haszndlt mérési hiba, mert a hiba
szdmszerd megaddsa esetén is nyitva marad a kérdés, hogy az mennyire

hihet§, mennyire pontos.

Az ) megkozelitésben a mérési bizonytalansdg olyan mindségjellemz$ amely:
-univerzdlis, vagyis minden mérési teriileten haszndlhaté
-konzisztens, vagyis komponenseibdl leszarmaztathaté
-dtvihet§, vagyis mds mérésnél mint az egyik Osszetevs bizonytalansiga
szdmitdsba vehetd
-konfidencia intervallumként funkciondl, vagyis meghatdrozhaté a hozzd

tartozé konfidencia (bizalmi) szint.

A mérési bizonytalansdgok csoportositdsa meghatdrozdsi médszereik alapjdn

torténik. Két csoportot kiilonboztetiink meg:

"A" tipusi  meghatdrozds: itt a  bizonytalansdgot az  ismételt
megfigyelésekkel szerzett informdcidk (ugynevezett posteriori ismeretek)

statisztikai feldolgozédsdval hatdrozzuk meg.

"B" tipusi meghatdrozds: ide tartozik minden méds mdédszer. Ezek kozos
sajdtossdga, hogy a kordbban megszerzett informdcidk, a tapasztalat, (az
un. a priori ismeretek) felhaszndldsdval becsiiljik meg a mérési

bizonytalansigot.

Fontos hagsilyozni, hogy az ) megkdzelités nem tesz kiilonbséget a véletlen
és rendszeres hibdk kozott. Keriilend§ a "véletlen" vagy ‘"rendszeres
bizonytalansdg" kifejezések hasznélata,mert ezek nem azonos kategéridk. (
Pl. egy korrigdlt mérési eredmény végteleniil kis eltéréssel megkozelitheti
a tényleges értéket, vagyis a mérés hibdja elhanyagolhatd, mégis a mérés

bizonytalansiga nagy lehet).



A fentieket egy példdval lehet megvildgitani:
x a mérendd mennyiség a offszettel torzitott értéke. A mérési
eredményekbdl a mérend§ mennyiség becsldjét (y) a korrigdlt mérési

eredmények 4tlaga szolgdltatja:

(Vagyis mindegy, hogy az egyes mérési eredményt vagy az dtlagot

korrigéljuk!)

9-bdl viszont kovetkezik, hogy:

Ldthat6, hogy az ered§ variancidban a korrekcié variancidja teljes
sillyal szerepel. Tehdt nem elég a rendszeres hibdval korrig4lni,

hanem a korrekcids tag variancidjit is meg kell hatdrozni és az

eredé bizonytalansdg meghatdrozdsdndl szdmitdsba kell venni.

A_mérési bizonytalansig meghatdrozdsa
Az 4j megkozelitésben a bizonytalansdg szdmszerfsitésére a becsiilt sz6rést
haszndljuk, amely a definicié szerint a becsiilt variancia négyzetgyoke. Ezt

nevezzilk standard bizonytalansdgnak.

A bizonytalansdg "A" tipusi meghatdrozdsdndl kiszdmitjuk az elvégzett
mérési sorozat varianciabecslGjét (siz), illetve  szérdsbecslgjét (si) és



ezt tekintjilk a standard bizonytalansdg szdmszerd értékének (ui=si).

A bizonytalansdg "B" tipusi meghatdrozdsdndl a mérési eredmény, mint
valdsziniségi véltozé eloszldsdra 4llitunk fel hipotézist (az un. a priori
ismereteink alapjdn) és ezen feltételezett eloszlds szdrdsa adja a standard

bizonytalansdg szdmszerd értékét (uj).

A bevezetSben emlitett forrdsmunkdkhoz hasonléan részletes magyardzatokkal,
illetve mintapélddkkal mutatjuk be az alkalmazhaté szdmitdstechnikdkat.

a/ A bizonytalansig "A’ tipusi_meghatdrozdsa.
Az Ximérendé’ mennyiség meghatdrozdsdra n elemd mérési sorozatot végziink.

A sorozat elemei rendre x. ; X ;.X. .X
1,

XX X
A sorozat 4tlaga Xi-nek, mint valdsziniiségi vdltozé vidrhaté értékének X,

becslbje, vagyis:

n

_ 1
xi-Xi— ) K (1)
k=1

A sorozat tapasztalati variancidja:

2 _ 1 2
s (xi,k) - FI—Z (xi,k- Xi)
k=1

Az X, becsl§ variancidja, vagyis az 4tlag variancidja az ismert Gsszefiiggés

szerint a sorozat variancidjdnak n-ed része:

s’(x..)

s?(Xi) = bk (2)

n

Tehédt a mérendd Xi vérhaté értékének, ].in-nek becsldje (mérés eredménye):
X, = Xi, a becslés (a mérés) standard bizonytalansdga pedig: u=s.



b./ A bizonytalansdg "B" tipusi meghatdrozisa.

Az Xi mérendd mennyiség vdrhaté értékének becsldje az egy méréssel kapott
X, mérési eredmény. A becslés (a mérés) bizonytalansdgat (u(xi)) az Osszes
rendelkezésre 4116 informdcié felhasznildsdval hatdrozhatjuk meg. Ezek -az
tgynevezett a priori ismeretek- lehetnek kordbbi mérések eredményei,
dltaldnos ismeret a mérendd mennyiség viselkedésérdl, gydri specifikdciébol
vagy kordbbi mérési bizonyitvdnybdl kivett adat, de lehet szaktuddsunk

alapjan feldllitott hipotézis is.

Meg kell jegyezni, hogy a bizonytalansdgnak ilyen, "B" tipusi becslése
sokszor lehet olyan hatisos mint a sorozatmérésen alapulé "A" tipusii
meghatdrozds. J6 példa erre az amikor egy normdlis eloszldsunak
feltételezhetd  folyamat  4tlagdnak  szérdsdt  akarjuk  meghatdrozni
sorozatméréssel. A véges szdmi n megfigyelés miatt az &tlag (X) is
valGszindségi véltozé o(X) szérdssal. Ennek a o(X) szérdsnak a becslGje a
(2) alapjdn meghatdrozott s(X) tapasztalati szérds, vagyis a keresett

mérési eredmény.

A becsl§ variancidjdra igaz, hogy:

o*[s(X)] =6*(X)/2v

ahol v az ugynevezett szabadsdgfok, esetiinkben ez : v = n-1.

fgy tehdt mérési eredményiink (s(X)) ered$ relativ bizonytalansiga:

als(X)], 1

(X)) Vo - 1)




Ennek szdmszerd értéke n fiiggvényében az 1.tdbldzatban ldthatd:

n v 009

vV 2n - 1)

5 36% -
10 24%
20 16%
30 13%
50 10%

1.tablazat

A tdbldzat adataibél kovetkezik, hogy 50-nél t6bb megfigyelés sziikséges
ahhoz, hogy az 4tlag szérdsit 10%-nél kisebb relativ bizonytalansdggal
becsiilhessilk meg. Egy tapasztalt metrolégus pedig egy megfeleld mérési
Osszedllitdssal ezt lényegesen kevesebb megfigyelésbél is meg tudnd
becsiilni, kisebb bizonytalansdggal.

A kovetkez6kben a teljesség igénye nélkiil, szdmbavesszik a mérési

bizonytalansdg "B" tipusi meghatdrozdsdnak vilfajait.
b.1./ Az X, becsls értéke és a becsld bizonytalansdga specifikdciéban
adott. A specifikdcié rogziti a megadott bizonytalansdg értelmezését is.

Az adatokbdl a szérds illetve a variancia meghatdrozhatd.

Példa:Az BIPM bizonyitvdny szerint az No.l6. magyar témegetalon

hitelesitett tomege:
m = 1000,000061 g

a hitelesités specifikdlt bizonytalansdga: U(m)= 6,9 ug, hdromszoros
szOrdsnyi intervallum.

Ezek alapjdn a becsiilt standard bizonytalansdg vagy szérds:

u(m): _3—6’9 He =2,3ug=2,3 IO-Gg



a relativ szdrés:

-6
u(m) _ 2,3 iO g _ 2’310-9
m 10°g

a variancia:
u’(m) = 5291072 ¢°

b.2./ Az X, mért mennyiség (becsld) bizonytalansdgdt 90, 95 vagy 99%-os
konfidenciaszinttel adjik meg.

Mivel Xi eloszldsa nincs jelezve feltételezhetd, hogy az normidlis. (A
centrdlis hatdreloszlds tétele értelmében ezen feliételezés az esetek
jelentds részében jogos.) Normdlis eloszldsndl viszont az adott konfidencia
szinthez tartozé konfidencia-intervallumbdl a szdrds, vagyis a keresett
standard bizonytalansdg maghatdrozhaté a normdlis eloszlds nevezetes

Osszefiiggései alapjan (1.:2.t4bldzat):

Konfid e ncia Konfidencia Szorzéfaktor
szint interval lum
p (%) € k
50 0,68 o 0,68
68 o 1
90 1,64 © 1,64
95 1,96 o 1,96
95,4 20 2
99 2,58 ¢ 2,58 2.tablazat
99,7 30 3

Példa: Normadlellendllds 20°C-on: R=10,000625%, 99%-os konfidenciaszinthez
tartozé specifikdlt bizonytalansdga U(r)=129uQ.
A t4dbldzat alapjdn a keresett standard bizonytalansig, a szérés:

u(o) = _1%?-5%@ = 50 uQ = 50 10°Q

a relativ standard bizonytalansig:

u(n) _50.10° _ . e



a variancia:

vi(r)=25.10"12Q?

Példa: Egy alkatrész lényeges mérete 50%-os "valdsziniséggel” 10,07 mm -
10,15 mm kézé esik.
A méret becslGje:

1 10,07 + 10,15

o) =10,11mm

Az 50%-os konfidenciaszinthez tartozé konfidencia-intervallum nagysédga:

€ 0= 0,04 mm

A fentiekb6l kovetkezik a keresett standard bizonytalansdg, a szdrés:
u()= £ = %040 _o 06mm
és a variancia:

w’) = 3,6.10”° mm?

** bizony ftdsa: Legyen az egyenletes eloszlgs Xi=0-ra
normélt, ahol a = -a, a+= +a .

i 2 2 2
A varianc ia definicidja: O'(X)=¢(X)-}l(x)

Ezek alap jdn:

u(x) = J'x f(x) dx = 0
0> (x) = fxz f(x) dx = jx2 %? dx = 71? [g_] = £
e o .

-
2 a
t ehdt 0° (X) = —3——; amit bizonyftani akarunk.

( a 10. oldal ldbjegyzete)



b.3./ Sokszor adjdk meg azt, hogy:
" Xi benne van az a_és az a + hatdrokkal meghatdrozott intervallumban 2/3
valdsziniséggel."
A részletes adatok hidnya miatt feltételezhetjiik, hogy:
-az intervallum szimmetrikus:

—Xi eloszldsa normdlis.
A keresett standard bizonytalansdg, a sz6rds meghatdrozhaté:
2/3 = 67% =68% normdlis eloszldsnil ehhez k = 1 tartozik, teh4t:

u(xi) = a

a variancia:

uz(xi)=a2

b.4./ Miskor az 4llitds igy hangzik:

" Annak valdszinisége, hogy Xi benne van az a- 6l a + " ig terjedd
intervallumban gyakorlatilag 1."

Nem tudjuk, hogy ezen beliil hél helyezkedik el Xi. Ha feltételezziik, hogy
Xi az intervallumon bel@il b4rhél el6fordulhat azonos valdszintiséggel, akkor

Xifeltételezett eloszldsa egyenletes.

f(x)7T

1
Za |

X1.4bra

O



—— + -
ahol a= S
a +a

= T 3)

Az egyenletes eloszlds variancidja (l.:bizonyitds):

2
a *k

0'2(’() = 7
A fentiek alapjdn Xi becsldje X, (3) és a becslés standard bizonytalansiga,
szOrdsa pedig:

a a+ ) a-
R @)
/i V2

u(x)=

Példa: Egy digitdlis fesziiltségmérd miiszerkényvében szerepld specifikdcié a
kovetkezd:

" A kalibrdlast kovet6 mdsodik évben az 1V-os méréshatdr bizonytalansdga
14x10°° a mért értékre és 2x10"%a méréshatdrra vonatkoztatva."

A kalibréilast kovetS 20. hénapban végrehajtott sorozatmérés 4tlaga (1) és
"A" tipusi meghatdrozdssal a bizonytalansdga (2) a kovetkezs:

V = 0.928571 V
u(V) = 12 pv

A gydéri specifikdcié viszont arra utal, hogy a 20. hénapban mdér szdmitani
lehet egy eltoléddsra, amirdl csak azt tudjuk, hogy szimmetrikus hatdrok
kozott, azonos valdszintiséggel barhdl lehet. Vagyis eloszldsa egyenletes. A
szimmetrikus intervallumhatdr a specifikdcié alapjdn meghatdrozhaté:

a = (14.10°)(0,928571 V) + (2.10%(1 V) = 15 pV

(4) alapjdn AV eltolédds variancidja:

10



2
w(AV) = 37— =75 pv?

A mérés ered§ variancidja az u’(V) és u”(AV) variancidk 6sszege. Tehdt a

mérendd mennyiség becslésének eredd bizonytalansiga:

uv) = + ¥ 0X(¥) + vX(AY) = 15 pv

b.5./ A b.4.pontban az volt a hipotézisiink, hogy az Ximérendé' mennyiség
100%-o0s valdszinfséggel benne van az a és a_ hatdrokkal megadott
intervallumban. Az intervallumon beliili elhelyezkedésének valdszintiségét
viszont egyéb ismeret hidnydban mindenhol azonosnak vettikk. Ezért
modelleztiik Xi elosztdsit egyenletesnek.

Ismereteink, tapasztalataink alapjin tudjuk, hogy a (fizikai valésdgot
Jobban tiikrézné olyan modell amely nagyobb valésziniséget ad az intervallum
kozepének mint a két szélének.

Egy ilyen modell lehet a trapézeloszlds:

£(x)7 2B,

a X a
i +
¢ a -5 ¢ a > 2.4dbra
a_-a a_ +a
1 = = <<

B=1: egyenletes eloszlds
B =0 : hdromszdgeloszlds

11



A trapézeloszldsi X becsl§ variancidja a b.4.pontban szerepld bizonyitds

alapjan levezethetd:
2 2
2, v _a (1 + B9
“ (xi) B )

B = O helyettesitéssel a hdromszdgeloszlds variancidja pedig:

u'(x) = %3 (©6)

Az eredd bizonytalansig meghatdrozdsa
Az eddigiekben a méréssel Dbecsiilt egyes komponensek standard
bizonytalansdgainak meghatdrozdsdval foglalkoztunk. A mérendé mennyiséget
ezen OsszetevSk alapjdn szdmitdssal hatdrozzuk meg ezért mddszert kell
taldlnunk arra, hogy az Gsszetevék bizonytalansdgaib6l meghatdrozhassuk a
mérend§ mennyiség ered§ bizonytalansdgat.

Az Osszetevd, vagy bemeneti mennyiségek (Xi) és a mérendd, vagy

kimeneti mennyiség (Y) kapcsolatit megadé fiiggvény a fizikai

térvényszeriségek alapjdn ismert és a kovetkez$ frdsmdéddal szimboliz4lhaté:

Y=1X,X, .. X, .. X @)
(7) a mérési folyamat matematikai modellje.
A mérési folyamat sordn az Xi bemeneti mennyiségek becslGjét (xi)
hatdrozzuk meg. A becsl6k értékét (7)-be helyettesitve kapjuk a kimeneti
(mérend8) mennyiség becsldjét, y-t:

y =X, X5 o Xy e X) (8)

A becsiilt kimeneti mennyiség standard bizonytalansdgit (8) Taylor-sordnak
els6foki tagjaival kozelitjiik:

12



N

i=1

A (9) csak akkor igaz, ha az egyes bemeneti mennyiségek statisztikailag
fiiggetlenek, vagyis korreldlatlanok. Amennyiben a statisztikai fiiggetlenség
nem teljesiil akkor a kimeneti mennyiség standard bizonytalansdgdnak
meghatdrozdsa a kovetkez§ formula alapjdn lehetséges:

1z

af _
X_ a_' (xi,xj )_

1

N
wi(y)=

I L

{”(%Ju(xmzzgg St

i= 1_]-1+l

(10)

ahol u(xi,xj) az X X, becslék becsiilt kovariancidja. (10)-et a "standard
bizonytalansdgok terjedési torvényének” nevezzilk. A statisztikai fiigg§ség
szdmszer(sitésére a  korreldciés  egyiitthaté  haszndlhaté, amelynek
definicidja:

u(x x )

") SR (o
ahol-1 < r(xi,xj) <1

(9)-b6l kovetkezik, hogy a bemeneti mennyiségek statisztikai fiiggetlensége,
azaz r(xi,xj)=0 esetén a variancidk siulyozott JOsszegének pozitiv
négyzetgyoke adja a kimend mennyiség becsl6jének standard bizonytalansdgat.
(10) és (11) -bél viszont levezethetd, hogy teljesen korreldlt bemend
mennyiségeknél, ahol r(xi,xj)=+1:

13



N 1 N
2
w(y)= [i] W(x,) + 2 Z of . —g—i—.u(xi)u(xj)=

vagyis a szérdsok silyozott Osszege adja a kimend mennyiség becslSjének
standard bizonytalansdgat.

Ki kell emelni, hogy a mérési bizonytalansdg meghatdrozdsdnak uj
megkozelitése szakitott az tgynevezett "worst case”, a "legkedvezStlenebb
hiba" becslésének mddszereivel, mert azok nem vették figyelembe a bemend
mennyiségek esetleges statisztikai fiiggGségét. Ezen elhanyagolds viszont az
ered§ bizonytalansdg ald- vagy felébecslését eredményezte amely mind
miszakilag, mind gazdasdgilag kéros.

A statisztikai fiiggetlenség feltételezése a fizikai képpel is ellentétes. A
korreldltsdg a mért bemeneti mennyiségeknél szinte mindig kimutathaté. Hol
azért, mert a kiilonbdz4 bemeneti mennyiségeket azonos miszerrel mérjiik, hol
azért mert a kornyezeti feltételek (pl. a hdémérséklet) tobb bemend
mennyiségre hatnak. Tehit kimondhatd, hogy a bemeneti becslék (xi), vagyis
a mért mennyiségek korreldltsigdra még akkor is szdmitani kell, ha a
becsiilt bemeneti mennyiségek (Xi) egymdssal korreldlatlanok.

A kérdés csak az, hogy hogyan hatdrozhat6 meg két statisztikailag nem
fiiggetlen mennyiség kovariancidja, vagy korreldciés egyiitthatéja.

A kovariancia "A’ tipusd_meghatdrozdsa:

X, €s X, korreldltsdgénak megdllapitdsdra n elemd mérési sorozatokat

végziink. Az b J SN SIS § €S X ,X_,eX_yeeX, sorozatokbdl
il ik’ i ek e

a kovariancia becsl§je meghatdrozhaté:

14



1 n
S(X,X) = WZ (R %) (- X) (12)

k=1

ahol X=

tovabbd (2)-bdl kovetkezik,hogy:

S sy ) %)

k=1

2

n
2oy 1
S &)= Ty Z (%X
k=1
(11)-be helyettesitve kapjuk a korreldciés egyiitthaté becslGjét:

s(X.,X.)
r(X,X) = -y 3
T s ) s(X)

Tehdt a pdrokban végzett sorozatméréssel X és X kovarianciabecslgje
meghatdrozhaté, mert ha xes X, becsldje X és X nek akkor a becsiilt

kovariancidra irhatd, hogy:

u(xi,xj) = u(Xi,Xj) = s(Xi,Xj)

A kovariancia "B tipusi_meghatdrozdsa:

Ez a korreldciés egyiitthaté becslését jelenti egy, a korreldltsdg mértékére
feldllitott hipotézis alapjan. Ehhez nagy tapasztalat, sok-sok el6zetes
ismeret (a priori) sziikséges, de jél tervezett ellendrz6 mérésekkel a
hipotézis helyessége ellendrizhetd illetve a kezdeti hipotézis finomithatd.

15



A mérési folyamat matematikai modelljéb8l (7) kovetkezik, hogy az Osszes
bemeneti mennyiség pdronkénti korreldltsdgdt vizsgdlni kell. Az igy
meghatdrozott kovariancidk egy mdtrixba rendezhet6k. A kovariancia matrix
fé4tl6jdban 1€évs elemek az egyes variancidk, mert u=u, mig a tobbi elem
a kovariancidk, amelyek a fGitléra szimmetrikusak, mert u=u.

Az elmondottakb6l kovetkezik, hogy a mérend6 mennyiség (Y)
bizonytalansigdnak meghatdrozdsdhoz nem csak a fizikai valdsdgot tiikrozd
matematikai modell (7) ismerete, hanem a bemend mennyiségek
bizonytalansdgit €s korreldltsigdt megad6 koveriancia mdtrix meghatdrozisa
is sziikséges. Kimondhatd tehdt, hogy mig a mérés "csak” technik4t, addig a
kiértékelés sok-sok szaktuddst igényel.
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Mi a korszerli a mérési bizonytalansagok terén?

. Egy mérési folyamat bizonytalansagi listajanak tartalmaznia kell az Gsszes
bizonytalansagi forrast, a megfelelé variancidkat és a szamitasi vagy becslési
modszereket!

. Ne kiilénboztesd meg a rendszeres és véletlen hibdkat, mert a korrekcios tag
varianciajat nem hanyagolhatod el!

. Csak a varianciakra koncentralj, mert a " hibaterjedés térvénye " csak ezekre
érvényes!

. Keriild a "worst-case" becslést, vagy a "feladatnak megfelel" allitasokat, mert
ezek a bizonytalansag ala - vagy felébecsléséhez egyarant vezethenek!



