Tereprendezés 1. BEVEZETES

Tereprendezés

1. Bevezetés

Csapataval stratégiai jatékot fejlesztenek. A vezetés ugy dont, hogy a fejleszt6i eszkoztarat a modderek
szamara ingyenesen elérhet6vé kell tenni; ennek fontos része a palyagenerdtor is. Kollégdja el is késziil
egy terepgenerdtorral, amely a jol bevalt Diamond-Square algoritmust hasznalja, &m a kapott terepek egytdl
egyig ,tiiskések”, zajosak, rdadasul sok helyet foglalnak a memdridban. Onre esett a valasztas, hogy orvosolja
a problémaét egy intelligens simité-tomorité algoritmus implementécidjaval’.

1.1. Alacsony rangu approximacid

Legyen adott egy H € R/*’ magassagtérkép (heightmap), amely tehat egy I x J matrix, amely elemeiben
az egyes mez6k magassagat tartalmazza. A feladatunk, hogy taldljunk egy H magassagtérképet, amely kel-
16képpen ,,sima”, mégis ,hasonlit” az eredetihez. Nyilvanvaléan valamiféle kdzelité megoldasra toreksziink,
amely egytttal a tarigény csokkentésérél is gondoskodik. Keressiik hat a H métrixot a kovetkezé alakban:

H~H=U"V,

ahol U € RE*T és V e R/, Legyen L < I,.J, igy a U és V sokkal kisebb helyen tarolhaté, mint H (tn.
alacsony rangu approximécid). Az aldbbi dbra ezt az elgondolést szemlélteti:

L J
_ul J Hiy
I x L v | ~ I
%
Ut H

A H matrix 7, j. elemét igy is irhatjuk:
T

ahol u; és v; a megfelelé métrix ¢. illetve j. oszlopvektora; ezek a vektorok L hossztak.

IMegjegyzendd, hogy a problémdra ennél sokkal praktikusabb algoritmusok is léteznek. Ez a feladat inkdbb egy médszer bemutatd-
sét célozza, semmint egy gyakorlatban is jél haszndlhat6 algoritmus implementécidjat.
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1. 4bra. Bal oldalt az eredeti 30 x 30 magassagtérkép, jobb oldalt a simitott valtozat L = 3 rang esetén. A
tarigény 302 = 900 értékrdl 2 x 30 x 3 = 180 értékre csokkent.

1.2. A bayesi megkozelités

Eljiink azzal naiv feltevéssel, hogy a generalt, egyenetlen terep valéjaban egy normdl zajjal terhelt sima
terep, ahol az egyes mezdk fiiggetlenek egymdstdl. Ez durva egyszertisitése a problémanak, a szamitasokat
viszont jelent6sen megkonnyiti, hiszen ekkor a H maétrix eloszlasa a kovetkez6képpen irhaté:

I J I J
p(H‘U’Vaﬂ) = H Hp(Hij|uiavj,ﬁ) = H HN(HZ'”U?’Uj)ﬂ_l)? (1)

i=1j=1 i=1j=1

ahol V jeloli a normdl eloszldst. Az elsé egyenléség azt dllitja, hogy a H;; értékek fiiggetlenek egymadstol; a
mésodik pedig azt, hogy H;; értéke az el6bb latott u! v, szdm koriil mozog 3! szérassal. A bayesi megko-
zelitésben sziikségiink van a p(U) és p(V') priorokra is; tudjuk, hogy ha ezeket szintén normadl eloszlasnak
valasztjuk, a poszterior is ilyen tipust lesz (,,konjugdlt prior”), azaz legyen

p(Ul|ay,) = N (w0, 0,1 1), 2)

p(ui|ay) =

p(Vl]ay,) = p(vjlow) =

N (v;]0,0,'T). 3)

u :w Hz~
u E& H::]~

Masként fogalmazva, a fiiggetlenség az U, V' matrixok oszlopvektoraira is teljesiil, valamint ezek 0 varhaté
értékil, o~ ! szdérdsu korszimmetrikus kovarianciamdtrixd normdl eloszlast kovetnek. A fenti modell a 2.
abran lathatd Bayes-haléval irhato le.

1.3. Kovetkeztetés Gibbs-mintavételezéssel

Feladatunk, hogy az ismert H terep alapjan megtaldljuk az U és V madtrixokat, ehhez a 2. dbrédn lathatd
Bayes-haléban kell kovetkeztetniink. A feladat valdszinliségi természetébdl fakaddan az eredmény nem is
egy pontbecslés lesz U-ra és V-re, hanem egy egész eloszlds. Ezen eloszlds konstrukcidjara az egyik leg-
egyszerlibb, széles korben alkalmazott algoritmus a Gibbs-mintavételezés, amelynek altaldnos leirdsa meg-
taldlhato6 a tankonyv 14. fejezetében. Az eljards sordn az U és V valtozdkat felvéltva mintavételezziik, az
aktudlison kiviil minden mas valtozét fixalva; a két keresett eloszls ezen két mintahalmazzal becsiilhetd. igy
az is nyilvanvald, hogy az algoritmus nem determinisztikus, kiilonb6z6 futtatasokndl méas-més eredményeket
kaphatunk; megmutathaté azonban, hogy az iteraciok szamanak novelésével azonban a megoldés konvergal
a ,valédi” eloszlashoz. Lépésenként:

1. Megadjuk az «,,, «,, hiperparamétereket. Minél magasabbak, annal nagyobb szérast engediink meg az
U és V matrixoknal.
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Ay Ay

2. dbra. A modell grafos dbrazoldsa. A csomdpontok a valtozdkat, a nyilak feltételes fiigg6ségi relaciokat
jelolnek.

2. Megadjuk a g precizitasi paramétert. Minél magasabb, annal jobban szeretnénk kozeliteni az értékeket
az eredeti H matrixban, mas széval anndl inkdbb , bizunk” az eredeti értékekben.

H értékeit a zajos terep alapjan allitjuk be, U és V értékeit pedig a prior alapjan, véletlenszerien.
Mintavételezziik (frissitjiik) U-t a p(U|V', H, v, o, ) eloszlés alapjan.

Mintavételezziik (frissitjiik) V-t a p(V|U, H, oy, oy, B) eloszlas alapjan.

A

Ismételjiik a 4-6. 1épéseket; az elsé meghatdrozott szdmu mintdt eldobjuk (,,burn-in”), a tovdbbiakat
rogzitjiik, amig el nem érjiik az elére megszabott maximadlis iteraciészamot. Végiil, mivel valdjaban
csak pontbecslésre van sziikségiink, a rogzitett mintak atlagat vessziik.

Megfelel6 paraméterezéssel a fenti sémdt ,elég ideig” iterdlva olyan megolddshoz jutunk, ahol az UV
szorzat valéban j6l becsiili H-t. A szamitasigény csokkentésére tobb lehet6ség is adddik, de ezekre most
nem tériink ki.

1.1. Allitas. Az (1), (2), (3) egyenletekkel defindlt modell esetén U feltételes eloszldsa szintén normdl, a kovet-
kez6 paraméterekkel:

I

p(U|VaH7au704v35) = HN(uz|17bqu_1)a

i=1

J
A; :BZvjva—&—auI,

j=1
J
’l,[)i = At—lﬂz Hij'vj~
j=1

Bizonyitds. Lasd a Fiiggelékben. O

U mintavételezéséhez tehdt sorra ki kell szadmitani a A; matrixokat és v); vektorokat a fenti képletek alapjan,
ezek ismeretében az egyes u,; oszlopok egymadstdl fiiggetlentil frissithet6k. V' mintavételezése hasonléképpen
alakul, csak u; és v; szerepet cserélnek.
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3. abra. Eredeti terep és simitott verzidi L = 1, L = 3 (ay, a, = 1, 8 = 100), valamint L = 20 (v, @, = 10,
B = 1000) paraméterekkel. Lathatd, hogy utédbbi mdr igen pontos kozelitést ad. Minden esetben 20 burn-in
utdn 100 iterdciét haszndltunk.
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2. Feladatok

Implementdlja a Gibbs-mintavételezést Java nyelven. A linedris algebrai szamitasokhoz és a normal eloszlas-
bdl valé mintavételezéshez haszndlja az Apache Commons konyvtdrat (http://commons.apache.org), ezen
kiviil kédot ne emeljen at kiilsé forrasbdl. A megoldés tartalmazzon egy Main osztalyt, ezen beliil egy main ()
fliggvényt. A bemeneti matrixot a standard inputon varja, a kimenetet a standard outputra irja. A program
forraskodjat zip file-ba tomoritve toltse fel.

2.1. Bemenet

A bemenet az I, J, L szamok vesszével elvdlaszva, utdna a § paraméter, majd H magassagtérkép csv
formatumban. Példa:

5,6,2,100.0

0.20,0.50,2.51,1.12,6.98,4.43
1.08,0.20,1.87,1.31,1.44,3.96
0.67,4.29,4.48,5.68,6.03,3.49
3.93,1.64,1.84,3.32,2.08,4.63
4.89,7.30,3.20,2.38,3.04,0.73

(ennél nagyobb, kb. 50 x 50 matrixokra szadmitson).

2.2. Kimenet
A kimenetre az U és V matrixokat irja csv formatumban, egy iires sorral elvalaszva. Példa:

0.25,2.65,1.61,7.63,2.88
3.79,2.31,5.40,3.88,6.00

1.68,5.91,3.38,3.24,0.57,2.61
2.37,7.10,5.43,0.05,0.01,3.14

2.3. Ertékelés

Az értékelés sordn a H és a UTV matrixok elemenként vett négyzetes eltérésének atlagat vessziik alapul,
tobb tesztesetre kiszamitva. Tanacsos ezt a megoldas részeként is kiszadmitani és figyelembe venni a paramé-
terek finomhangoldsanal. A sikerhez minden tesztnek meg kell felelni; sikertelenség esetén természetesen
lehet tjra probédlkozni. Tanacsos az algoritmust tobb, véletlenszer(ien generalt tesztesettel kiprébalni.

Fiiggelék

Az 1.1. Allitds bizonyitdsa. A bizonyitashoz elészor felirjuk az egyiittes eloszlast. Ehhez kell a Bayes-tétel:
P(H7 U, V|B> Qo av) X P(H|U7 Vv, B)p(U|au)p(V|O‘v)

Ennek vessziik a logaritmusdt, igy a szorzatok helyett 0sszegeket irjatunk. Ezenkiviil az U-t nem tartalmazo
tagokat konstansnak vessziik. Igy az (1) és (2) egyenletek alapjan

I J I
Inp(H,U,V|B, ay, o) = Z Z In N (Hj|ufvj, B71) + Z In N (u;|0, a;, ' T) 4 const.
i=1 j=1 i=1
Most felhaszndljuk a normal eloszlas képletét, igy

J I
1 1
np(H,U, V[, 0, 00) = » Y —5B(Hi; — ul'v;)? — 3 > ayuf Tu; + const,

i=1 j=1 i=1
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ahol az U-t nem tartalmazé tényezdket ismét beépitettiik a konstans tagba. Ebbdl kifejezhetjlik w;-t:

T
J

1 J
1
—suj | B E UjUjT +a d | u;+ | B E H,;v; | wu;+ const,
= J j=1

2 °
=1

i=1

ahonnan lathatd, hogy ezek w;-ban kvadratikus tagok. fgy nincs mas dolgunk, mint kiegésziteni teljes négy-
zetté, és azonnal észrevessziik, hogy a normadl eloszlas kitevéjének is pontosan ilyen alakja van:
I

=1

(w; — A7 i) " Ai(u; — A7 ;) + const.

N =

A logaritmust visszalakitva tehat normal eloszldst kapunk:

p(U|H»Vaaua04v76) = HN(uZ‘¢17A;1)v
J

Ai =B vjv] +al,
j=1

J
Yi= Ao = AflﬁzHijvm
=1

ahol a konstans tagok automatikusan bekeriiltek a normalizacids tagba. O




